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AVANT-PROPOS 


Le recueil proposé contient plus de 800 problèmes de divers de- 
grés de difficulté se rapportant pour l'essentiel à la mécanique: 
quantique non relativiste. Il est destiné aux physiciens, étudiants. 
et aspirants à thèse, expérimentateurs et théoriciens assimilant la: 
mécanique quantique d'après les livres de D. I. Blokhintsev, 
A. S. Davydov, L. D. Landau et E. M. Lifchitz et autres manuels. 
de niveau adéquat. 

En concevant l’ouvrage on s'est cfforcé d'attacher l'attention: 
due aux éléments de l'appareil mathématique et aux principes de la 
mécanique quantique comme aux exemples d'applications concrè- 
tes, essentiellement en physique atomique, en physique nucléaire: 
et en physique des particules, dans la mesure rendue possible sans: 
faire appel aux méthodes et notions spéciales de ces domaines de: 
la physique. À côté de problèmes plus ou moins traditionnels de- 
la mécanique quantique le recueil comprend un grand nombre de: 
problèmes nouveaux inspirés par le développement de la mécanique: 
quantique et de ses multiples applications physiques durant les. 
dernières décennies. Une telle conception de l'ouvrage doit, selon: 
nous, en faire un complément naturel de manuels et cours de méca- 
nique quantique existants. 

A tous les problèmes du livre on a donné des solutions (et si: 
nécessaire suffisamment détaillées). Ces solutions sont destinées. 
à aider l'étudiant .dans les applications pratiques des connaissances: 
théoriques générales reçues. 

Le livre présenté est le fruit de développement et d'importante- 
extension du « Recueil de problèmes de mécanique quantique » de. 
V. I. Kogan et V. M. Galitski publié par Gostekhizdat en 1956. Une: 
partie de problèmes du livre a été testée au cours de travaux prati- 
ques et sous fnrme de devoirs proposés aux étudiants au coeurs de: 
l'enseignement de plusieurs années des auteurs à la chaire de phy- 
sique théorique de l’Institut d’ingénieurs-nhysiciens de Moscou. nom- 
bre de problèmes a été conçu au cours du travail sur le livre. 
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Pour faciliter l’utilisation, on a donné la liste de notations les 
‘plus courantes, fourni les valeurs numériques des constantes néces- 
-saires à la solution de problèmes de physique de l’atome et du noyau, 
une annexe avec résultats de problèmes de mécanique quantique de 
l'oscillateur linéaire, de l'atome d'hydrogène et l’aspect des fonc- 
tions sphériques. 

On espère que ce livre s'avérera utile non seulement aux étu- 
.diants mais également à tous ceux qui dans leurs occupations scientifi- 
ques ou pédagogiques se heurtent à la mécanique quantique. 

Nous exprimons notre reconnaissance à S. T. Béliaev et V. G. So- 
loviov pour la lecture du manuscrit du livre et leurs observations cri- 
tiques ayant permis de l'améliorer. On est également reconnaissant 
aux nombreux amis et collègues de la chaire de physique théorique de 


l'Institut d’ingénieurs-physiciens de Moscou pour leur aide et sou- 
‘tien. 


V. M. Galitski 
‘Moscou, février 1980 B. M. Karnakov 
V. I. Kogan 


Le 7 janvier 1981, quelque peu avant la parution de l'ouvrage, 
‘est mort prématurément le membre correspondant de l’Académie 
des Sciences de l'U.R.S.S. Victor Mikhaïlovitch Galitski. Cette nou- 
velle douloureuse a presque coïncidé avec la publication de son 
autre livre « Théorie des collisions de particules atomiques » (avec 
la collaboration de E. E. Nikitine et B. M. Smirnov). 

En la personne de V. M. Galitski la physique théorique sovié- 
tique a perdu l’un de ses plus illustres représentants; quant à nous, 
:ses coauteurs, nous perdons un maître, un ami et un compagnon 
de travail dont beaucoup d'idées et d’efforts ont marqué les deux 
livres. 

Souhaitons que ces livres, partie de l'héritage créateur de Ga- 
litski, puissent contribuer à la conservation de la bonne mémoire 
de ce remarquable savant, pédagogue et homme. 


B. M. Karnakov 

V. I. Kogan 

E. E. Nikitine 

Moscou, janvier 1981 B. M. Smirnov 


ABRÉVIATIONS EMPLOYÉES 


6.Sch. — équation de Schrüdinger 


f.o. — fonction d'onde 

f.p. — fonction propre 

E — valeur propre 

s.d. — spectre discret (discontinu) 
s.c.i. — système du centre d'inertie 


LISTE DE SYMBOLES LES PLUS COURANTS 


La signification des symboles utilisés est expliquée soit dans les conditions, 
soit dans Ja solution de chaque problème. Il existe, toutefois, une série de gran- 
deurs dont on se sert dans nombre de problèmes, pour lesquelles on a utilisé des 
notations courantes. Les notations de ces grandeurs dans tous les cas où cela ne 
conduit pas à des ambiguiïtés n'ont pas êté expliquées dans Le texte. 


— symbole d'opérateur (de matrice), toutefois, il est généra- 
lement omis pour l'opérateur multiplication 
en — symbole de proportionnalité 
ad — symbole d'ordre de grandeur 


(m | Î In) =fmeff= \vrfr ndt — élément matriciel de l'opérateur f 


Ÿ; (a) — dans la notation de la fonction d'onde q désigne, en général, 
l'ensemble des variables de la représentation utilisée, tan- 
dis que f, les valeurs propres des grandeurs physiques cor- 
respondantes ou bien les nombres quantiques de l'etat con- 
sidéré 

) us — f. p. de l'oscillateur linéaire 

€ — charge de la particule *) 

€ — vitesse de la lumière 

H — hamiltonien 

E — énergie , 

E, H — intensités des champs électrique et magnétique 

A — potentiel vectorie 

L — énergie potentielle 


V — opérateur perturbation 


*) Mais s’il s'agit d'une particule réelle concrète (électron, proton, noyau 
atomique, etc.), e désigne la charge élémentaire e Æ 4,80-10-19 en UES CGS 


_ sorte que la charge de l’électron vaut —e, du proton e, du noyau atomique 
e, etc.). 
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ABRÉVIATIONS ET SYMBOLES EMPLOYÉS. CONSTANTES 


— moment dipolaire 
— rayon de Bohr 
— déphasage 


— matrices de Pauli 
— probabilité de transition, probabilité de transition en unité 
de temps 
— charge du noyau 
— rayon du potentiel 
— masse, nombre quantique magnétiqi'e 
— masse, moment magnétique 
P — impulsion 
— vecteur‘ d'onde 
— nombre de masse du noyau 
— fréquence (pulsation) 
L,j, J — moment (orbital, total) 
S — spin 
— fonction de Bessel 
n (x) — polynôme d’Hermite 
Im (6, æ) — fonction sphérique 


…— © 
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CONSTANTES 


La résolution de nombre de problèmes de physique de l'atome. de la molé- 


cule et du noyau suppose des calculs numériques destinés à comparer les solu- 


tions aux données expérimentales (figurant dans les conditions des problèmes). 
Pour faciliter les calculs, on fournit plus bas les valeurs numériques des prin- 
cipales grandeurs physiques *). 


" Constante de Planck ñ — 1,054-10-7 erg.s 


Charge élémentaire e — 4,80-10-1° UES CGS 

Masse de l'électron me — 9,11-10728 g 

Vitesse de la lumière c — 3,00-1012 cm/s 

Rayon de Bohr (unité de longueur atomique) ag = 0,53 -10-8 cm 
Unité atomique d'énergie meet/h? = 4,36-10-1 erg — 27,2 eV 
Unité atomique de fréquence meet/h5 = 4,13-1018 s-1 

Unité atomique d’intensité du champ électrique e/a3 = 5,14-10° V/cm 
Constante de structure fine &œ — e%/fic — 1/13 

Masse du proton mp — 1836me — 1,67-10-24 g 

Différence de masses entre neutron et proton mn — mp Æ 2,5 Me 
Energie de repos de l’électron mec? = 0,51 MeV 

Rayon du noyau R = 1,2-10-134158 cm 

1 eV = 1,60-10-15 erg 


*) Les valeurs données sont approximatives; pour des valeurs plus exactes 


voir ouvrages spéciaux. 


PROBLÈMES 


CHAPITRE PREMIER 


OPÉRATEURS EN MÉCANIQUE QUANTIQUE 


$ 1. Notions générales de la théorie des opérateurs linéaires 


1.1. Etudier les opérateurs suivants (—o << x << +oo): 

a) réflexion 7: 1W(rx) = Y (—x); 

b) translation 7,: TaW(rx) = VW (x + a): 

c) changement d'échelle Af.: MW (rx) =V ce Y(cr), c > 0; 

d) conjugaison complexe K: XW(z) = W#* (zx).  Sont-ils des 
opérateurs linéaires ? 

Chercher la forme d'opérateurs qui par rapport à ceux mention- 
nés sont: transposés, conjugués complexes, conjugués hermitiens, 
inverses. 

1.2. Pour les opérateurs mentionnés plus bas, chercher les opé- 
rateurs qui sont par rapport aux premiers transposés, conjugués 
complexes, conjugués hermitiens: 

a) id/dr. —00 < x << +ow; 

b) id/ôr, r — variable radiale du système de coordonnées sphé- 
rique (0< r << oo). 

1.3. Pour un opérateur linéaire arbitraire L *) montrer que: 

a) (L+y+ = L; 

b) les opérateurs L+ZL et LL+ sont hermitiens; 

c) les opérateurs ZL + L+ et i (L — L+) sont hermitiens. 

1.4. Montrer que si l'opérateur C est hermitien, l'opérateur 
@ = ACA*+ l’est également. 

1.5. Montrer qu'un opérateur arbitraire F peut être mis sous 
la forme F — À + iB, où À et B sont des opérateurs hermitiens. 

1.6. Montrer que si les opérateurs À et B sont hermitiens, les 


opérateurs ÀB + BÀ et i (AB — BA) le sont également. 


*) Dans la suite tous les opérateurs sont supposés linéaires et le term 
4 linéaire » est omis pour abréger. 
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1.7. L'opérateur F est non hermitien. Dans quel cas l'opérateur 
F? est hermitien ? 


1.8. Montrer que les opérations algébriques sur des commuta- 
teurs jouissent de la propriété de distributivité, autrement dit que 
le commutateur de la somme est égal à la somme des commuta- 


teurs : B À. SE = (A,, Bi. 
î k ik 

1.9. Trois opérateurs sont donnés: À, B, C. Exprimer le com- 
mutateur du produit AB et Cau moyen des commutateurs [4, C] 
et [B, CI. 

1.10. Démontrer l'identité de Jacobi pour les commutateurs 
des opérateurs À, B, C: 


(À, (8, Ôl + (8. [é, A] + [é, (4, BI = 0. 


1.11. Est-ce que deux matrices P, Q de rang fini V peuvent sa- 
tisfaire à la relation de commutativité [P, Q] — —i7? 


1.12. L'opérateur Ê de la forme F—=F (), où F(z) est une 
fonction de la variable z qu’on représente sous forme de série F (z) — 

ù 77 « , » “ \ a 
=  c,z", peut être assimilé à l'opérateur F = “'c, fr. 

n n 

En se servant de cette définition, expliciter les opérateurs sui- 
vants: 

a) exp (in) : b) T = exp'(a —) 

’ a x. dx 

(l'opérateur 1 est défini dans 1.1 ). En rapport avec ce problème voir 
de même 1.91. 


1.13. En supposant À petit, trouver le développement de l'opé- 


rateur (À — AB)" suivant les puissances de. À. 
1.14. Démontrer la relation suivante: 


eÂBe-À = B+[À, B]+ 7 [A (À, Bl]+ 


1.15. Dans le cas général l'opérateur linéaire Z peut être associé 
à un opérateur intégral linéaire, c’est-à-dire 


DE) = LY(E) = (L(E, E)w (8) dE”, 


où Z, (£, Ë”) est le noyau de l'opérateur L (E étant l’ensemble des 
variables de la représentation utilisée). 


Comment les novaux d'opérateurs L*, L, L* sont-ils reliés au 
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noyau L (E, E’) de l'opérateur L? Chercher les noyaux d'opérateurs: 


I, M, TP. z = Z, ) = —ihid/dr. Les opérateurs I, M. T, sont dé- 
finis dans 1.1. 


1.16. Le noyau L (x, x’) de l’opérateur L est une fonction de: 
la forme : 

a) L=f(r+zx); b)L=f(z—-zx); c) L=f(x) 8e (x). 

Quelles restrictions sont imposées aux fonctions f (x) et g(xh 
du fait de l'hermiticité de l'opérateur L? 


1.17. Quelle forme prend le noyau L(zx, x’) de l'opérateur L 
si ce dernier commute avec l'opérateur: 


a) coordonnée r=t; b) impulsion p = —ihd/dzx ? 

1.18. Montrer que l'opérateur F qui commute avec les opéra- 
teurs x et p (cas unidimensionnel) est multiple de l'unitaire, c'est-à- 
dire F = F, = const. 


$ 2. Fonctions propres, valeurs propres, moyennes 


1.19. Dans l'état décrit par la fonction d'onde de la forme 
— Cexp[ Per _ x 
Y(z)=Cexp| “À = |, 

OÙ Py, Zo, à Sont des paramètres réels, chercher la fonction de répar- 
tition suivant les coordonnées de la particule. Déterminer les va- 
leurs moyennes et les fluctuations de la coordonnée et de l’impul- 
sion de la particule. 

1.20. La fonction d'onde de l’état d’une particule prend la forme: 


(zx) = C'exp (ipor/h) q (x), 


p (x) étant la fonction réelle. Montrer que p, est l'impulsion moyen- 
ne de la particule dans l’état considéré. 

1.21. Montrer que la valeur moyenne du moment dipolaire 
d’un système de particules chargées en état se caractérisant par une 
parité déterminée vaut zéro. 

1.22. Montrer que les valeurs moyennes des opérateurs hermi- 
tiens ZL* L et LL* (L étant un opérateur linéaire) ne sont pas néga- 
tives en état arbitraire. 


1.23. Montrer que les valeurs propres de l'opérateur carré de toute 
grandeur physique ne sont pas négatives. 


1.24. L'opérateur hermitien Î satisfait à la relation f° = cf, où c 
est un nombre réel. Quelles sont les valeurs propres de cet opéra- 
teur ? 
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1.25. Chercher les fonctions propres et les valeurs propres d’une 
‘grandeur physique constituant une combinaison linéaire de compo- 


‘santes d’impulsion et de coordonnée de même sens: f = ap + Bx. 
‘Se convaincre de l’orthogonalité des fonctions obtenues et procéder 
à leur normalisation adéquate. Etudier les cas limites: @ —+ 0; 
8 — 0. 


1.26. Chercher les valeurs propres et les fonctions propres de 


l'opérateur hermitien F dont le noyau est de la forme F (x, x’) — 
— f (r) f* (x'). Quelle est la multiplicité de la dégénérescence des 
valeurs propres de cet opérateur ? 


1.27. L'opérateur hermitien (la matrice) Î possède V valeurs 
propres différentes. Montrer que l'opérateur f\ s'exprime linéaire- 
ment en fonction des opérateurs I. Î, Sue fN-1, En guise d'exemple 
‘étudier l'opérateur réflexion (inversion) Î. 

1.28. L'opérateur hermitien Î (À) qui possède un spectre discon- 


‘tinu de valeurs propres dépend d'un certain paramètre À. Démontrer 
la relation 


A 


fn (À) __9fQ) 
0h Où ? 


‘où l'indice rz numérote les valeurs propres, tandis que la moyenne 
dans le second membre de l'égalité est prise d’après l’état W,(A ; q) *). 


1.29. Les opérateurs hermitiens À,B,L jouissent de la propriété 
de commutativité suivante: [4, £] = 0, [B, L] = 0, [À, Bl 0. 


Montrer que parmi les valeurs propres de l'opérateur Z on déceèle 
obligatoirement des dégénérées. 


1.30. Le commutateur d'opérateurs À et B de deux grandeurs 


physiques est de la forme (4, B1 = iC (É étant un opérateur her- 
mitien). Justifier la relation d’indétermination 


(A— Aÿ (B—B}>C2/4, 
où toutes les valeurs moyennes entrant dans l'expression donnée 
se rapportent à un même état arbitraire du système. 


Etudier, en particulier, les opérateurs z et p et chercher pour 
ce cas la forme explicite des fonctions d'ondes d'états de la parti- 


*) Généralement, quand le spectre des valeurs propres f (à) est composé 
de parties discontinue et continue, l’assertion du problème se conserve pour 
la partie discontinue du spectre. 


un 
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cule dans lesquels le produit des ‘indéterminations prend une valeur 
minimale. 

1.31. Dans l’état d’un système de mécanique quantique décrit 
par la fonction d'onde Ÿ, la grandeur physique À acquiert une 
valeur déterminée. Est-ce que dans cet état la grandeur B prend 


aussi une valeur déterminée au cas où les opérateurs À et B: 
a) ne commutent pas; b) commutent ? 
1.32. Montrer que les opérateurs des composantes du rayon vec- 


teur ret de l'impulsion p d'une particule sont en anticommutation 
avec l'opérateur réflexion 7, tandis que les opérateurs des compo- 


santes du moment L commutent avec /. 

1.33. Dans l’état décrit par la fonction d'onde W,, les grandeurs 
physiques À et B possèdent des valeurs déterminées. Que peut-on 
dire des valeurs propres a, b de ces grandeurs au cas où les opérateurs 


A et B sont en anticommutation l’un avec l’autre ? En guise d'’illus- 


tration du résultat obtenu, étudier les onérateurs x et Z. 

1.34. Comme on le sait, les opérateurs hermitiens (plus préci- 
sément, auto-adjoints) jouissent des propriétés suivantes: les va- 
leurs propres de ces opérateurs sont des nombres réels: les fonc- 
tions propres correspondant aux différentes valeurs propres sont 
orthogonales et constituent un système complet. Mais si l'opérateur 
linéaire n'est pas hermitien, ses valeurs propres et ses fonctions 
propres peuvent acquérir des propriétés les plus variées. Les exem- 
ples donnés ci-dessous, pour lesquels il s'agit de rechercher les va- 
leurs propres et les fonctions propres d'opérateurs non hermitiens 
mentionnés et d'établir leurs propriétés, servent d'illustration de 
ces possibilités variées : 


d/dx; b d/d 1 on “A DO 
a) x—d/dx; b) x+d/dzx; oä=(60 5  d) (0 a! 


1.35. L'opérateur projectif P(f;) projetant sur les états à valeur 
déterminée f; de la grandeur physique f est appelé opérateur linéaire 
dont l'action sur la fonction W,, est la suivante: 


Fi Ja = fus 


P (f;) Pad Va | 0, hi F fr. 


Montrer que l'opérateur P (f;) possède les propriétés : 
a) P (f;) est un opérateur hermitien; b) P? (f;) = P (fi). 


On peut également parler d'opérateurs projectifs P ({f}) proje- 
tant sur des états où la grandeur physique f possède non pas une 


2—01572 
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valeur déterminée f; mais prend une des valeurs d'un certain jeu 
de valeurs {f} = {fi, fi,, --.}. Dans ce cas les propriétés des 
opérateurs projectifs mentionnées plus haut se conservent. En par- 
ticulier, l'opérateur P = 1 — P (f;) est aussi un opérateur projec- 
tif. Sur quels états cet opérateur projette-t-il ? 

Notons que la notion d'opérateur projectif peut évidemment être 
généralisée au cas où le rôle de f, est tenu par l’ensemble des gran- 
deurs physiques constituant une partie d’un jeu complet (ou le jeu 


tout entier). 
1.36. Quel sens physique acquiert la valeur moyenne de l’opé- 


rateur projectif P (f:) dans l’état arbitraire décrit par la fonction 


d'onde W? 
1.37. Chercher l'opérateur projetant sur les états dans lesquels 
la coordonnée d'une particule répond à la condition zx > (0. 


1.38. Chercher les opérateurs projectifs P, projetant sur les 


P+ pairs et P-_ impairs relativement à l’inversion de coordonnées 
d’état de la particule. 


1.39. Montrer que l’opérateur hermitien F étudié dans le pro- 
blème 1.26 peut, une fois multiplié par une grandeur constante c, 


se transformer en l'opérateur projectif: P = cf. Sur quel état 
l’action projective de l'opérateur P est-elle exercée ? 
1.40. L'opérateur hermitien f prend VW valeurs propres diffé- 


rentes. Trouver la forme de l'opérateur projectif P (f1) sur les états 
aux valeurs jf; fixées de la grandeur f. 


$ 3. Eléments de théorie des représentations. 
Transformatoins unitaires 


1.41. Ecrire les fonctions propres du rayon vecteur W,, et de 
l'impulsion ŸW,, normées de façon adéquate en représentations 
r et p. 

1.42. Chercher en représentation d’impulsion la fonction d'onde 
d'état de la particule étudié dans 1.19. 

1.43. D'après la fonction d’onde donnée Y (x, y, z) calculer la 
probabilité de présence de la particule dans les intervalles des va- 
leurs z de z, à z, et p, de p à P». 

1.44. Chercher la forme des opérateurs réflexion Z et translation 


T, en représentation d'impulsion. 

1.45. Montrer qu'avec le passage de la représentation en coor- 
données à celle d’impulsion la parité de la fonction d’onderelative- 
ment à son argument (correspondant) reste inchangée. 


$ 3] ÊLEMENTS DE THÉORIE DES REPRÉSENTATIONS 49 


1.46. Un opérateur linéaire quelconque est, en général, un 
opérateur intégral. Etablir la relation entre L (x, x’) et L(p, p'), 


noyaux d'un même opérateur ZL en représentations x et p. 
IN PS 
1.47. Chercher la forme des opérateurs r"! et r-° en représenta- 
FU AN 
tion d’impulsion. Vérifier l'égalité r-° = r-1r-1, 
1.48. On donne deux opérateurs hermitiens À et B. Indiquer 


ta relation liant les fonctions propres de l'opérateur À en représen- 


lation B et les fonctions propres de l'opérateur B en représenta- 
tion À. En guise d'illustration du résultat obtenu, étudier les opé- 
rateurs x et P. 

1.49. Notons Y; = WY;, les fonctions d'ondes de jeu complet À 


normées de façon adéquate. Exprimer en fonction d'éléments ma- 
triciels fr = | YW?fW,dt d’un opérateur arbitraire f: 


a) le résultat de l’action de l'opérateur ÿ sur la fonction Y!,; 


b) le résultat de l’action de l'opérateur sur la fonction d'onde 
d'état arbitraire en représentation À. 
Comparer les résultats obtenus. 


1.50. Quelle est la forme de l’opérateur projectif P (fi) sur 
l’état de valeur déterminée f; de la grandeur physique f en repré- 
sentation f? 

1.51. Quel sens peut-on attribuer à l'opérateur À de la forme 
F = F (f), où F (z) est une fonction arbitraire de la variable z, Î 
étant un opérateur hermitien? Quelle est l'importance de l’hypo- 
thèse d'hermiticité de f? En guise d'exemple, étudier l’opérateur 
1/V —A, où A est un laplacien. 

Montrer que si la fonction F (z) est représentée sous forme de série 


F(z) = cz, l'opérateur F, introduit dans ce problème, coïncide 
ñn 
avec l'opérateur F de 1.12. 
1.92. Chercher la forme de l'opérateur F=F (f), où Î est un 
opérateur hermitien, F (z) une fonction quelconque au cas où l’opé- 


rateur Î possède N valeurs propres différentes. Etudier, en particu- 
lier, les cas de N = 2 et N = 3; dans ce dernier cas, posons que le 
spectre des valeurs propres est composé de grandeurs 0, +f,. 


1.53. Chercher la valeur explicite de l'opérateur F — F (P), où 
F (z) est une fonction donnée, P un certain opérateur projectif. 


ne 
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1.54. Lesquels parmi les opérateurs étudiés dans 1.1 et 1.2 peu- 
vent être considérés comme unitaires ? 


1.55. Un opérateur unitaire satisfait à l'équation Ü? = UÜ. Cher- 
cher la forme explicite de cet opérateur. 


1.56. L'opérateur LU est unitaire. Dans quel cas l'opérateur 
U' = cl’, c étant un nombre quelconque, est aussi un opérateur 
unitaire ? 

1.57. Montrer que le produit l/,l’, de deux opérateurs unitaires 
est un opérateur unitaire. 

1.58. Est-ce qu’un opérateur (matrice) unitaire peut être aussi 
hermitien? En guise d'exemple, étudier l'opérateur inversion /. 

1.59. Montrer que l'opérateur de la forme Ü — exp (iF) est 
unitaire si À est un opérateur hermitien. 


1.60. Montrer que si À et B commutent l'un avec l’autre et 

sont hermitiens, l'opérateur 
Li À +:iB 

A—iB 
est unitaire. Représenter sous la forme indiquée l'opérateur unitaire 
Ü —= exp (if) (voir 1.59). 

1.61. Montrer que dans les transformations unitaires d'opéra- 
teurs À’ — ÜAUÜ* les relations algébriques entre les opérateurs de 
la forme 


A 


F(d)=co+ TZ cidit+E cudidi+ .= 0 


h 


conservent leur forme, c'est-à-dire F (A;) — 
1.62. Les matrices carrées À et 4’ de même rang sont liées par 


la transformation unitaire 4” — UAU*. Montrer que les traces et 


les déterminants de ces matrices sont identiques. 
1.63. En quoi se manifeste la singularité du déterminant d’une 
matrice unitaire? Montrer qu'en utilisant la transformation de 


matrice unitaire de la forme U" — cÜ, étudiée dans 1.56, on peut 


rendre la matrice unimodulaire, c’est-à-dire det U" = 1. 
1.64. Chercher le déterminant de la matrice unitaire de la forme 


U = exp (iF), où F est une matrice hermitienne. 

1.65. Combien y a-t-il de matrices carrées indépendantes de rang 
N qui soient : a) hermitiennes; b) unitaires? Quel est le nombre de 
matrices unitaires unimodulaires de rang W ? 
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1.66. Le passage d'une représentation à une autre peut être 
assimilé à une transformation unitaire. S'en convaincre sur l’exem- 
ple de la transition de la représentation x à la représentation p. 


1.67. Trouver la loi de transformation des opérateurs x et p au 
cas de transformations unitaires réalisées: 


a) par l'opérateur réflexion Î'; b) par l'opérateur translation 
T, : c) par l’opérateur changement d'échelle W.. 
Les opérateurs I, M. ont été introduits dans 1.1. 


CHAPITRE 2 


MOUVEMENT UNIDIMENSIONNEL 


$ 1. Etats stationnaires du spectre discontinu 


2.1. Chercher les niveaux énergétiques et les fonctions d'ondes 
normées d'états stationnaires d’une particule dans un puits de 
potentiel infiniment profond de largeur a, c'est-à-dire 


U 0, 0<zr<a, 
Le oo, z<0, rx >a. 


Eclaircir les propriétés symétriques des fonctions obtenues avec 
l'inversion des coordonnées par rapport au centre du puits (trans- 
formation de la forme x —> x° — —zx + a). 

2.2. Dans les états stationnaires de la particule du problème 
précédent chercher la fonction de distribution en coordonnées et en 
impulsions de la particule, les valeurs moyennes de ces grandeurs et 
leurs fluctuations. 

2.3. Chercher l'énergie cinétique moyenne et ses fluctuations 
dans les états stationnaires sur la base de 2.1. 

2.4. L'état d'une particule au sein d’un puits de potentiel infi- 
niment profond et de largeur a (0 x << a) est décrit par la fonc- 
tion d'onde de la forme: 

a) W(xz) = Axz(z — a); b) W (x) — B sin* (ax’a). 

Chercher la distribution de probabilités de différentes valeurs de 
l'énergie de la particule, la valeur moyenne et la fluctuation qua- 
dratique moyenne de l'énergie. 
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2.5. Déterminer pour la particule du problème 2.1 la forme des 
opérateurs coordonnée et impulsion en représentation énergétique. 

2.6. Chercher les variations des niveaux énergétiques et des fonc- 
tions d'ondes d'états stationnaires d’un oscillateur linéaire chargé 
soumis à un champ électrique homogène orienté suivant l’axe des 
oscillations. 

2.7. Chercher les niveaux énergétiques pairs et impairs d’un 
spectre discontinu d’une particule au sein d’un puits de potentiel 
symétrique de la forme (fig. 1) 


—U,, ]|z|<a, 
U' (= 0, x|>a 


Quel est le nombre d'états de la particule dans le spectre discon- 
tinu suivant la profondeur du puits ? Quelle est la condition de l’ap- 


Lx) 


Fig. 1 Fig. 2 


parition de nouveaux états du spectre discontinu avec l’approfondis- 
sement du puits ? 

Chercher les niveaux énergétiques de la partie inférieure du spec- 
tre au cas d’un puits de potentiel profond U, > #*/ma® et déterminer 
le décalage de ces niveaux par rapport aux niveaux énergétiques de 
la particule dans un puits de potentiel infiniment profond (voir 2.1). 

2.8. Etudier un puits de potentiel symétrique (voir problème 
précédent) de faible profondeur U,< h#*/ma°. Montrer que ce puits 
possède un niveau du spectre discontinu et fournir une expression 
approchée de l'énergie et de la fonction d'onde normée de cet état. 


Chercher les valeurs moyennes U (x) et T — p“/2m. 

2.9. En se servant du résultat obtenu dans le problème précé- 
dent, chercher les fonctions de distribution en coordonnées et en 
impulsions d’une particule dans l’état fondamental au sein d'un 
puits de potentiel peu profond. Déterminer la probabilité de pré- 
sence de la particule au sein du puits. Calculer le produit d’indéter- 
minations de la coordonnée et de l’impulsion. 
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2.10. L'énergie potentielle est de la forme U (x) — U (x) + 


+ aô (x — xzo), où Ü (x) est une fonction bornée. Comment se com- 
portent la solution Y (x) de l'équation de Schrôdinger et sa dérivée 
au voisinage du point x? 

2.11. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d'ondes 
normées d'états du spectre discontinu d’une particule dans le champ 
U (x) = —aô (x), « > 0 (fig. 2). Chercher les valeurs moyennes de 


Fig. 3 


l'énergie cinétique et potentielle de ces états. Comparer au résultat 
du problème 2.8. 

2.12. Chercher la correspondance entre les niveaux énergétiques 
du spectre discontinu et les fonctions d'ondes normées d'états sta- 


tionnaires d’une particule dans les champs Ù (x) et Ü (x) liés par la 
relation : 


ne U(z), z>0, 
“(a = | oo, z<O, 


n outre, le potentiel U (x) est symétrique, c'est-à-dire que Ü (x) = 
= U(—zx) (fig. 3). 

2.13. En utilisant le principe variationnel, montrer que dans 
tout champ U (x) satisfaisant aux conditions: UÜ (x) —+ 0 pour x + 


—+ +o et | U (x) dx 0, il y a toujours au moins un état du spec- 
tre discontinu. 

2.14. Une particule se trouve dans le champ de la forme U (x) — 
— U,f (x/a). Chercher la relation liant les niveaux énergétiques E, 
et les valeurs moyennes x, (Ax)* d'états stationnaires du spectre dis- 
continu au paramètre du champ Ü, (ou a) avec la condition que 
ma*°U,/h® = const. 
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2.15. Chercher les fonctions d'ondes d'états stationnaires et les 
niveaux d'énergie d'une particule dans un champ de pesanteur homo- 
gène g pour le cas où le mouvement de la particule est limité infé- 
rieurement par un miroir parfait. 

2.16. Chercher l'énergie E, et la fonction d'onde de l'état fon- 


damental d'une particule dans un champ Ù (x) — —U, exp (—|x|/a). 
Etudier spécialement le cas d'un puits 
U(x),E» peu profond ma*U,/hk°< 1; comparer au 


résultat du problème 2.11. 

2.17. Chercher les niveaux énergéti- 
ques de la particule dans le champ U (x) 
de la forme 


aô(z), a>0, |r| <a, 
U'(2)= | " x|>0. 


En se conformant à la condition 
maal/h® ÿ5> 1, étudier la structure des ni- 
veaux de la partie inférieure du spectre. 

Fig. 4 Montrer que le spectre énergétique est 

composé de séquences de paires de ni- 

veaux très rapprochés et chercher la distance qui sépare ces ni- 
veaux très rapprochés (fig. 4). 

Quel est le spectre d'états fortement excités de la particule ? 

Quel aspect prennent les niveaux d'énergie pour & << U? 

2.18. Une particule se trouve dans un puits de potentiel U (x) 
satisfaisant à la condition: U (x) —— O0 pour x — Ho. Etudier le 
comportement de la solution de l'équation de Schrôdinger pour 
zx —> Ho au cas où E = (. 

Montrer que la solution W,._, de l'équation de Schrôüdinger, qui 
pour z —+ oo ne croît pas, n'existe que pour des paramètres déter- 
minés du potentiel, répondant à l'apparition de nouveaux états du 
spectre discontinu avec l’approfondissement du potentiel. 

Appliquer le résultat obtenu au champ de la forme 


U 0, zx<0, r>2a, 
DE y, 0<z<20. 


Comparer au résultat du problème 2.7. 
2.19. Pour une particule dans le champ U (x) de la forme (fig. 5) 


U co, z< O0, 
= | —aô(r—a), rx>0, 


chercher la relation liant le nombre d'états du spectre discontinu 
au paramètre £ — maa/h*. 
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2.20. Pour une particule dans le champ U (x) de la forme (fig. 6} 


DE z< O0, 
L'(r)= O0, 0<zr<a, 
U,, z>a, 


chercher la condition d'existence d'états du spectre discontinu. 
Etudier les cas extrêmes: a) U, — ©; b) U, — U:. 


Fig. 5 Fig. 6 


2.21. Montrer que la valeur moyenne d'une force appliquée à 
une particule dans l’état stationnaire du spectre discontinu vaut 
zéro. 

2.22. Une particule se trouve dans un puits de potentiel de pro- 
fondeur infinie. Calculer la force moyenne avec laquelle la particule 
agit sur chacune des parois du puits en états stationnaires. Comparer 
au résultat de la mécanique classique. 

2.23. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
un état fondamental de la particule dans un puits de potentiel peu 
profond (voir 2.8). 

Le problème se résout de deux manières: 

a) en se servant de la méthode de résolution employée dans le 
problème précédent ; b) en cherchant directement la moyenne de 
l'opérateur force. 

2.24. Une particule se trouve dans un champ Ü (x) de la forme 


Ü (x ÿ LU, 
…. | (x) 
OO , z<(. 
Exprimer la force moyenne avec laquelle la particule agit sur la 


paroi x = 0 en état stationnaire du spectre discontinu au moyen de 
la valeur Y? (0) de la fonction d'onde normée. 
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Appliquer le résultat obtenu au cas d’une particule se trouvant 
dans un puits de potentiel de profondeur infinie et comparer au 
problème 2.22. 

2.25. Une particule se trouve dans un champ ayant l’aspect de 
deux puits de potentiel identiques se disposant à une certaine dis- 
tance l’un de l’autre, de sorte que l'énergie potentielle prend la 
forme montrée sur la figure 7 (U (0) = 0). 

Montrer que la force moyenne avec laquelle la particule agit 
sur les puits en états stationnaires du spectre discontinu aboutit 


U(x) 
N° / 0 N° x 
Fig. 7 


une attraction mutuelle efficace des puits dans des états pairs et 
une répulsion mutuelle dans des états impairs. 

2.26. Fournir la valeur approchée de l'énergie de l’état fonda- 
mental d’une particule se trouvant dans un puits de potentiel de 
profondeur infinie de largeur a (0 << x << a) par la méthode varia- 
tionnelle en utilisant les fonctions d'essai de la forme : 

a) V(xz) = Axz(zx — a); b) W(x) = B sin° (nx/a); c) Y (x) = 
= C (a/2 — | x — a/2 |). 

Comparer à la valeur exacte. Expliquer pourquoi la fonction 
d'essai de la forme a) fournit le résultat le plus proche de la valeur 
exacte. 

2.27. Chercher la valeur approchée de l’énergie de l’état fonda- 
mental d'un oscillateur harmonique par la méthode variationnelle 
en utilisant les fonctions d'essai de la forme : 

a) V(xz) = À (1 + x*/a°)"!; b)Y (x) = B (1 + xz°/a°)”*, 
où a est le paramètre variationnel. Comparer à la valeur exacte. 

Si l’on choisit la fonction d'essai de la forme Y (x) — À (1 + 
+ x°/a*)"" (a et v étant des paramètres variationnels), pour quel 
choix de ces paramètres le calcul variationnel permettra-t-il d’obte- 
nir la meilleure approximation ? 

2.28. En utilisant les fonctions d'essai de la forme mentionnée 
dans le problème précédent, chercher par la méthode variationnelle 
l'énergie de l’état fondamental d'une particule dans le champ 
U (x) = —aû (x). Comparer à la solution exacte. 

2.29. Pour une particule se trouvant dans le champ U (x) de la 
forme 


& 


kz, xz>0 (k>0), 


U()= oo, z<O0, 
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chercher l’énergie d'état fondamental par la méthode variationnel- 
le en se servant des fonctions d'essai de la forme (x > 0): 

a) W(xz) = Az exp (—ax); b) W (x) = Br exp (—ax’/2) 

(x étant le paramètre variationnel). Comparer à la valeur exacte 
(voir 2.15). 

2.30. Obtenir la valeur approchée de l'énergie du premier état 
excité d’une particule dans un puits de potentiel de profondeur infi- 
nie de largeur a (0 <zx< a), en approximant la fonction d’onde 
de cet état par un polynôme du troisième degré satisfaisant aux 
conditions aux limites exigées. Comparer à la valeur exacte. 

2.31. En se servant de la fonction d'essai de la forme Y (x) — 
= Az exp (—«@ | x |) (&œ étant un paramètre variationnel), chercher 
l'énergie du premier état excité d’un oscillateur harmonique. Com- 
parer à la valeur exacte. 

2.32. Pour une particule se trouvant dans un champ U (x) de 
la forme mentionnée dans 2.19 chercher par la méthode variation- 
nelle les valeurs des paramètres du potentiel pour lesquelles il 
s'établit dans le champ l’état du spectre discontinu. Dans les cal- 
culs, utiliser les fonctions d'essai de la forme (x > 0): 

a) VW (x) — Az exp (—xzx); b) Y (x) = Br exp (—xzx°/2). 

Comparer les résultats obtenus à la solution exacte. 

2.33. Chercher en représentation d’impulsion la forme de l’équa- 
tion stationnaire de Schrüdinger pour une particule se trouvant dans 
le champ U (x). 

2.34. Chercher le niveau d'énergie et la fonction d'onde normée 
d'état du spectre discontinu dans le champ U (x) — —«ô (x) à par- 
tir de la solution de l'équation de Schrôdinger en représentation 
d'impulsion. 

Comparer au résultat du problème 2.11. 

2.35. Chercher le spectre énergétique et les fonctions d'ondes 
normées d'états stationnaires d'un oscillateur harmonique en re- 
présentation d’impulsion à partir de la solution de l'équation de 
Schrôdinger dans la même représentation. 

2.36. Chercher la fonction de Green Gk (x, x’) de l'équation de 
Schrôdinger pour une particule libre avec E << 0, décroissant pour 
[x — x’ | — oc. La fonction de Green satisfait à l'équation 


h2 2 ; 
(H—E)Gz= — +5 Gr EGx-6(z—7). 
A l’aide de la fonction de Green écrire l’équation de Schrôdinger 
pour les états du spectre discontinu dans le champ U (x) (U (x) — 0 
pour z—> oo) sous forme d’une équation intégrale. 

2.37. Chercher le niveau d'énergie E, et la fonction d'onde nor- 
mée W,(zx) de l’état fondamental d'une particule dans le champ 
U (x) = —aô (x) à partir de la solution de l'équation de Schrôdinger 
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donnée sous forme intégrale (voir problème précédent). Comparer 
à 2.11. 

2.38. En se servant du résultat obtenu dans 2.36, montrer que 
les valeurs des niveaux d'énergie E, du spectre discontinu de la 
particule se trouvant dans un champ quelconque U (zx) < 0 (Ù (x) — 
— 0 pour x —> +o) satisfont à la condition 

PAES SR RACLOE 

Aux quels cas obtient-on l'égalité (ou l'égalité approchée) pour 
cette relation? En guise d'illustration du résultat obtenu, voir 
problème 2.8 et 2.16. 


Fig. 8 


2.39. Chercher la fonction de Green de l'équation de Schrôdin- 
ger pour une particule libre dont le mouvement est limité par une 
barrière potentielle infranchissable (fig. 8), c’est-à-dire 


0, z>0, 
(= | oo, 1z<0 


avec énergie négative (E << 0). La fonction de Green satisfait à la 
condition aux limites GE (x — 0, x’) = Oet décroît pour | x — x’ |-—- 
—}> O0. 
2.40. En se servant de la forme intégrale de l'équation de Schro- 

dinger, montrer que la condition 

| z IÙ (z)| dr >h°/2m 

0 
est la condition nécessaire de l'existence d'états du spectre discontinu 
dans le champ U (x) (fig. 9) sous la forme 


Ü (x), z>0 (Ù (x) < 0, Ü (x) 0 pour x — co), 


U()= fee) z<0(0. 
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Appliquer le résultat obtenu au cas où 
2 —U,, O<r<a, 
Ü (x) = ; 

O, zI>a, 


el comparer à la condition exacte. 

2.41. Chercher la fonction de Green GL(x, x’) d'une particule 
se trouvant dans un puits de potentiel de profondeur infinie et de 
largeur a (0 << r << a). 

Discuter les propriétés analytiques de la fonction de Green G 
considérée comme une fonction de la variable Æ. Montrer, en parti- 
culier, qu'elle possède des pôles, et établir la correspondance des 
positions de ces pôles dans le plan de la variable complexe E de niveaux 
d'énergie £, de la particule dans un puits. 

2.42. Etudions les puits de potentiel d’aspects différents L (x) 
satisfaisant aux conditions: 


U(x)<0; U(r) — 0 pour x + +oo; | U (x) dr = a — const. 


Quel est l’aspect concret du puits où : 

a) la profondeur du niveau d'énergie | £, | prend une valeur 
maximale; b) est contenu le nombre maximal d'états du spectre 
discontinu, possible dans les champs U (x) satisfaisant aux condi- 
tions mentionnées plus haut ? 


$ 2. Etats du spectre continu. Pénétration à travers 
des barrières de potentiel 


2.43. Pour une particule libre dont le mouvement est limité par 
une barrière impénétrable, c’est-à-dire que 
co, xz<U, 
U (2) = | 
M. 0, z>0, 


chercher les fonctions d'ondes d'états stationnaires. Normez-les sur 
la fonction ô en énergie. Se convaincre de la complétude du système de 
fonctions obtenu sur l'intervalle x > 0. 

2.44. Chercher les fonctions d'ondes d’états stationnaires d’une 
particule dans un champ (fig. 10) 


z<O0, 
z>0 (U,>0), 


pour le cas où l'énergie de la particule E est inférieure à la hauteur 
de la barrière de potentiel U,. Se convaincre de l’orthogonalité des 


vel 
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fonctions obtenues et les normer sur la fonction à en énergie. Les 
fonctions obtenues forment-elles un système complet ? 

2.45. A partir de la solution de l'équation de Schrôdinger en 
représentation d'impulsion, chercher les fonctions d'ondes d'états 
stationnaires d’une particule dans le champ homogène U (x) = 
— —F,r. Normer ces fonctions sur la fonction Ô en énergie et se 
convaincre de la plénitude du système de fonctions obtenu. 

2.46. Déterminer le coefficient de réflexion (pouvoir réflecteur) 
des particules sur la barrière de potentiel de 2.44 pour une énergie 
des particules £ > U,. 

Etudier les cas limites £ — © et E — U,. 

2.47. Déterminer les coefficients de pénétration et de réflexion 
des particules pour le cas de potentiel fonctionnel 8 U (x) =Faÿ (x) 
(fig. 11). Etudier les cas limites £ — oo et E — CO. 


U(x) U(x) 


0 x 
Fig. 10 Fig. {1 


Discuter les propriétés analytiques des amplitudes de réflexion 
A (E) et de pénétration B (E) des particules assimilées aux fonc- 
tions de la variable complexe £. Se convaincre que les points E£ = 0 
et Ë — © sont des points de ramification de ces fonctions. En faisant 
dans le plan de la variable complexe ÆE unesection à partir du point 
E = 0 suivant le demi-axe réel £ > 0, chercher les singularités des 
fonctions À (£) et B (E) sur le premier feuillet, dit physique, ainsi 
que sur d’autres feuillets de leur surface de Riemann (le feuillet 
physique est fixé par la condition que la phase des points E sur le 
demi-axe réel Æ => 0 est nulle supérieurement). Montrer que ces 
singularités sont propres aux pôles et établir la correspondance entre 
la position des pôles et les niveaux du spectre discontinu. 

2.48. Chercher le coefficient de pénétration des particules à 
travers une barrière de potentiel rectangulaire (fig. 12) 


U Fe z<0et r> a, 
os U,, 0O<r<a (U,>0). 


Discuter spécialement les cas particuliers suivants: 
a) £ —+ © (de fait E 5 U,); 
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b) cas de barrière de faible transparence (U, <4ÆE) ma“ > 1; 

c) E—+ 0 (de fait E< ma*U=h® et E U,) 

d) ma°U,/h°<& 1 et ma*E/h< 1. 

Pour le dernier cas, comparer au résultat du problème précédent. 

2.49. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
le cas d’un puits de potentiel. 


U( x) 


Ulx) 


Fig. 12 Fig. 13 


2.50. Chercher les valeurs d'énergies pour lesquelles les parti- 
cules ne se réfléchissent pas sur la barrière de potentielKde l'aspect 
(fig. 13) 


U (x) = a [ô (x) + Ô (x — a)]. 


2.51. Chercher les coefficients de pénétration et de réflexion 
de particules au cas d’un potentiel de la forme (seuil de potentiel, 
voir fig. 14) 


Ue 


PE 0 : 


U,>0, a>t0. 


Etudier les cas limites £ — oo et E —+ U,. 
2.52. Déterminer le coefficient de pénétration de particules à 
travers une barrière de potentiel de la forme 


U (x) = Uo/ch° (x/a), U, > 0. 


Discuter spécialement les cas limites suivants: 

a) un champ faible ë = ma*U,/h°< À et des particules len- 
tes ka< 1; 

b) un champ faible et des particules pas trop lentes ka > 1; 

c) une barrière de faible transparence E © 4 et des particules 
rapides ka > 1 ; 

d) une barrière de faible transparence et | E — U, | U,; 

e) une barrière de faible transparence et E —+ 0; 

f) une barrière (ou un puits) de dimension quelconque et E —+ oo. 
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(Cette analyse détaillée de différents cas limites est proposée dans 
le but de montrer sur l’exemple du potentiel considéré l’application 
des méthodes approchées (du calcul des perturbations et méthode qua- 
si classique), ainsi que des résultats généraux de la théorie de péné- 
iration des particules à travers des barrières de potentiel.) 


U( x) 
UCx) U, 
l'h 
U q X 
) Ke 
Fig. 14 Fig. 15 


2.53. Chercher le coefficient de pénétration des particules à 
travers une barrière de potentiel de la forme (fig. 15) 


de - | 0, z<0, 
DE wu_-za), 250 W,>0, a>0). 


Discuter spécialement le cas d’une barrière de faible transparence 
E = (2ma*U,/h*)"3 5 1 pour des énergies de particules remplissant 
la condition E|E — U, VU, > 1. 

2.54. Montrer que pour une barrière de forme arbitraire est 
satisfaite automatiquement la relation 


R(E)+D(E)=1, 


où À est le coefficient de réflexion, D le coefficient de pénétration 
des particules. 

2.55. Montrer que pour une barrière de forme quelconque le 
coefficient de pénétration (et de réflexion) des particules d'énergie 
donnée Æ est indépendant du côté de la barrière bombardée par 
les particules incidentes. 

2.56. Le champ U (r) est de l’aspect d’un seuil de potentiel, 
c'est-à-dire que Ù (x) — 0 pour z + — et U (x) + UÜ, >> 0 pour 
z— co. Chercher la dépendance énergétique du coefficient de péné- 
tration des particules pour E£ —+ U, (le résultat peut être illustré 
par les problèmes 2.46, 2.51. 2.53). 

2.57. Chercher les fonctions de Green G‘#) (x, x') de l'équation de 
Schrôdinger pour une particule libre d'énergie £ >> 0. Les indices 
(+) des fonctions de Green signifient qu'elles sont douées d'une 


2mE 


asymptotique GE exp (+ i V” FE |T — 1) pour |z — z’|—00. 
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En se servant du résultat obtenu, représenter l'équation de 
Schrôdinger sous forme d’une équation intégrale dont les solutions 
décrivent le processus de réflexion et de pénétration des particules 
d'impulsion p dans le champ UÙ (x) satisfaisant aux conditions: 
U (x) — 0 pour x + +oo. 

2.58. En utilisant le résultat du problème précédent, chercher 
les coefficients de pénétration et de réflexion des particules dans 
le champ U (x) — «ô (x). Comparer à la solution de 2.47. 

2.59. Sur la base du résultat de 2.57, trouver les expressions des 
coefficients de pénétration et de réflexion des particules dans le 
champ U (x) s’annulant pour z — + en se servant de la fonction 
d'onde WW, (x) du domaine d'action du potentiel. 


CHAPITRE 3 
MOMENT D’IMPULSION 


$ 1. Propriétés générales du moment 


3.1. Exprimer l'opérateur rotation R (@,) décrivant la transfor- 
mation de la fonction d'onde du système de particules dans la 
rotation du système de coordonnées d'angle @, par rapport à l'axe 
dont la direction dans l'espace est définie par le vecteur unitaire 
n, en recourant à l'opérateur moment du système. 


L'opérateur R (œ,) est-il: a) hermitien? b) unitaire ? 

3.2. Fournir une interprétation simple de la commutativité d'opé- 
rateurs projections d’impulsion et de la non-commutativité d’opéra- 
teurs projections du moment d'impulsion en fonction du sens ciné- 
matique de ces opérateurs lié aux translations et aux rotations 
infiniment petites. 

3.3. Montrer que l'égalité L° = 2 (1 + 1) s’obtient par des for- 
mules élémentaires de la théorie des probabilités en s'appuyant 
sur le fait que les projections probables du moment sur un axe arbi- 
traire sont égales à m (m — —l, —l +1, ..., I) et toutes ces 
valeurs de la projection du moment sont équiprobables, tandis que 
les axes sont équipotents. 

3.4. Chercher les commutateurs suivants: 


a) [L;, r2], [L,, p°}, LL, (pr), [La (pr): 
3—01572 
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b) [Ls, (pr)p}, (Li, (pr)r], [L:, (ar + bp)]; 
c) IL, zx], [L3, PaPails (Lis Tri, 


où r, p, L sont des opérateurs rayon vecteur, impulsion et moment 
d'impulsion d’une particule; a et b des grandeurs constantes. 


3.5. Chercher le commutateur [L;, L:], où L et L’ sont les opé- 
rateurs moment d’impulsion d’une particule par rapport à deux 
centres se trouvant à la distance a l'un de l’autre. 

3.6. En se servant des relations de commutativité de l'opérateur 


moment, chercher Sp L;, où L; est la matrice de l’ i-ième composante 
du moment L. 

3.7. Représenter l'opérateur moment du système de deux par- 
ticules sous forme de deux termes d'une somme, décrivant le moment 
de la particule dans le s.c.i. (moment de mouvement relatif) et le 
moment du centre d'inertie du système. 

3.8. Montrer que le moment de la quantité de mouvement du 
système de deux particules par rapport à leur centre d'inertie est 
perpendiculaire à l’axe passant par les deux particules. 

3.9. Chercher les fonctions d'ondes LE Im hormées de façon con- 
venable, qui décrivent l'état de la particule se trouvant à la distance 
ro de l’origine des coordonnées et douée de moment ! et de sa projec- 
tion m sur l’axe z. 

3.10. Chercher les fonctions propres d'opérateurs carré du mo- 
ment de la particule et les projections de ce dernier sur l'axe z en 
représentation d’impulsion par les deux procédés suivants: 

a) directement de la solution du problème aux fonctions propres 


et aux valeurs propres d'opérateurs l° et Z. en représentation d’impul- 
Sion ; 

b) en utilisant la relation liant les fonctions d'ondes aux repré- 
sentations r et p. 

L'aspect des fonctions propres Y ,, (8, ç) en représentation de 
coordonnées est supposé connu. 

3.11. Montrer que les fonctions obtenues après l’action d'opéra- 


teurs É, = Le + il, sur les fonctions propres Y,, de l'opérateur 
projection du moment sur l’axe z (1.W,, — mWY,,) sont également 
des fonctions propres de l'opérateur !, se rapportant aux valeurs pro- 


pres m + À et m — 1 respectivement dans les cas l, et L. 
3.12. Montrer que dans l’état Y,, pour une projection déterminée 
du moment m sur l’axe z on a: 


a) l,=ly=0; 
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c) EE. 


3.13. Dans l’état W,,, pour des valeurs données du moment / et 


de sa projection m sur l’axe z, chercher les valeurs moyennes À, l}. 

3.14. Dans l'état YW,,, pour des valeurs données du moment Let 
de sa projection m sur l’axe z, chercher la valeur moyenne et la 
fluctuation quadratique moyenne de la projection du moment sur 


l'axe z formant l'angle & avec l'axe z. 

3.15. Dans l’état d’une particule défini par la relation angulai- 
re de la fonction d'onde de la forme W = À cos” œ (p étant l'angle de 
rotation autour d’un axe z, x un entier), chercher les probabilités de 
différentes valeurs m de la projection du moment sur l’axe z. 

3.16. Dans l’état d’une particule dont la fonction d'onde est 
liée par la relation angulaire de la forme W = À exp (2ig) (qç étant 
l'angle azimutal d’un système de coordonnées sphérique), chercher 
les probabilités de différentes valeurs ! du moment de la particule. 

3.17. Démontrer la relation 

L 


: 21+ 1 
[Y 1m (6, p)|°= à 


V 
= 4% ? 


m= 1! 
Où Ÿ'im (8, y) est une fonction sphérique. 

3.18. Dans l’espace de différents états du moment de la gran- 
deur L, chercher les opérateurs projectifs P (M) agissant sur les 
états de projection déterminée du moment Àf sur l'axe z. 

3.19. Chercher la loi de transformation de la fonction d'onde 
de l’état d’une particule à valeur déterminée du moment ! dans la 


représentation L. au cas de rotation du système de coordonnées d'’an- 
gle œ, (voir 3.1). 


3.20. Montrer qu'à partir des relations de commutativité [L;. f]— 
—0 de l'opérateur d'une grandeur physique f aux composantes du 
moment L du système il s'ensuit que les éléments matriciels de 
la grandeur f de la forme 


(n, L, M'|fln, L, M) 


(où nr est le jeu de nombres quantiques qui avec ZL et ./ forment le 
jeu complet) ne sont différents de zéro que pour M — M’ et en 
même temps ne dépendent pas de M. 

3.21. Chercher la loi de transformation de la fonction d'onde 
d'une particule en représentation [!, au cas de réflexion des coor- 


données, c’est-à-dire dans la transformation 7r = —r. 
3 
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$S 2. Moment L—1 


3.22. Au cas où le moment de la particule L = 1, chercher la 
relation angulaire liant la fonction d'onde PF. ,(@r o) (8, p étant 


les variables angulaires du système de coordonnées sphérique à axe 
polaire z) d'état à projection déterminée du moment m = 0 sur l’axe 


z dont la direction est définie dans l’espace par les angles polaire 
a et azimutal $. 

a Chercher les relations angulaires liant les fonctions d'ondes 

1, (8, æ) et TA (8, p) d'états de la particule de moment L = 1 et 


à Rd déterminée de la projection du moment sur les axes x et y 
respectivement. Utiliser la forme connue des fonctions sphériques 
Ÿ1, m (6, p}). 

3.24. Une particule se trouve dans l’état à moment L = 1 et de 
sa projection m (m —= 0, +1) sur l’axe z. Chercher les probabilités 
w(m', m) de différentes valeurs de la projection du moment mn’ 
sur l'axe z’ formant l'angle & avec l’axe z. 

Le problème est recommandé à résoudre par l’un des procédés 
suivants : 

a) en se servant du résultat du problème 3.14 ; 

b) en cherchant les coefficients de développement c (m’, m) de 
la fonction d'onde donnée en série suivant les fonctions propres de 


l'opérateur L,, (en adoptant ce procédé de résolution, se limiter à 
une valeur particulière de m, par exemple de m = 0). 

Etudier notamment le cas où l’axe z’ est perpendiculaire à l'axe z. 

3.25. Montrer qu'au cas où le moment de la particule L = 1 
trois fonctions W,,_5 (0, @), Vi,=o (8, p), Wismo (8, p) décrivant 
l’état d’une particule à projection nulle du moment sur les axes 
z, y, 3 constituent un système complet de fonctions (dans l’espace 
des variables angulaires 6, ). 

Quel est le sens des coefficients de développement de la fonction 
d'onde d'état arbitraire de la particule à moment ! = 1 en série 
suivant ces fonctions? 

3.26. Indiquer en représentation L, la forme explicite d'opéra- 


teurs composantes du moment, des opérateurs vers le haut LE et 
vers le bas Î_ (L. = 1, + il,) du moment ! = 1. 


Quel est l'aspect des opérateurs l1 ? 

3.27. Chercher à partir de la solution de l'équation aux fonctions 
propres la fonction d'onde d'état d'une particule avec ! = 1 et la 
projection du moment l, = 0 en représentation ls 

3.28. Dans l’état d’une particule à moment ! = 1 et de sa projec- 
tion m sur l’axe z, chercher les moyennes suivantes: ln, du (nr étant 


un entier). 
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3.29. Chercher la forme explicite de l'opérateur Ê=F (al), 
où a est un vecteur ordinaire, F (x) une fonction de la variable x, 


1 l'opérateur moment de la particule. L'opérateur Ê agit dans 


l'espace d'états d’une particule à moment ! = 1 (ou bien Î sont 
les matrices du moment ! — 1). 


3.30. Chercher la forme explicite de l'opérateur R (ç,;) d’une 
rotation du système de coordonnées d'angle g, (voir 3.1 et 3.19) 
agissant dans l'espace d'états d’une particule à moment ! = 1. 

3.31. En se servant du résultat du problème précédent, chercher 
la relation angulaire liant la fonction d'onde W-+_ (6, ) d’état 


man 
d'une particule à moment ! — 1 et de projection de ce dernier m = 0 


sur l’axe z dont la direction est définie par les angles &, 6. Comparer 
avec 3.22. 
3.32. Dans l’espace d'états d’une particule à moment ! = 1 


chercher les opérateurs projectifs P (m) (m = 0, +1) sur les états 
à projection déterminée du moment m sur l'axe z. 
3.33. Généraliser le résultat du problème précédent au cas d’axe 


z de direction quelconque. 


En se servant de la forme obtenue des opérateurs P (m), chercher 
(en représentation 2.) la fonction d'onde d'’état d’une particule à 


projection du moment m = 0 sur l'axe Z. 
Chercher de même par le procédé indiqué la fonction d'onde 
Fm (0 p) d'état de la particule à moment ! = 1. Comparer aux 


résultats des problèmes 3.22 et 3.31. 
$ 3. Addition des moments 


3.34. Les moments /, et L, de deux systèmes en faible interaction 
s additionnent en un moment résultant de grandeur Z. Montrer 
que dans de tels états (avec valeur déterminée de L) les produits 


scalaires 1,1,, 1,L, 1,L possèdent également des valeurs déterminées. 
3.39. Quel est le spectre d'une grandeur physique constituant 
un carré du produit vectoriel de deux moments L, et /,? 
3.36. Chercher les commutateurs suivants: | 


a) [L, (U)}, Ile (rp2)l, [La (rr)l; 
b) [L, Ti]: [L;, EP g=f{l,L]; 
C) [Lys Zintoils [Lis TinPuls 


où 1,, 1, sont des opérateurs morrents de deux particules, FL, — L+L 
l'opérateur du moment sommé. 
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3.37. On a deux systèmes d'états 1 et 2 en faible interaction que 
caractérisent les nombres quantiques (L,, m,) et (L., m.) du moment 
et de sa projection sur l’axe z. 

Indiquer les valeurs possibles du moment total Z du système 


réuni (1 + 2) et calculer les valeurs moyennes L et L? dans l’état 
considéré. 


Centrer l'expression obtenue pour L* pour tous les états aux 
valeurs différentes de m, et m, en les considérant équiprobables et 
comparer le résultat à la valeur moyenne correspondante obtenue 
après une étude classique. 

3.38. Aux conditions du problème précédent, calculer les pro- 
babilités de différentes valeurs du moment sommé Z dans le cas 
particulier de m, = L,, ma = lo — 1. 

3.39. Les moments de deux systèmes de faible interaction et de 
grandeurs égales (Z, — !, — l) sont sommés en un moment résultant 
L. Montrer que la fonction d'onde W;(m,, m:) d'état du système à 
valeur déterminée de la grandeur ZL en représentation /,,/,. est douée 
d’une symétrie déterminée relativement à la permutation des va- 
riables m, et m, *). Quelle relation lie la symétrie de la fonction 
d’onde à la valeur de la grandeur L? 

3.40. En se servant du résultat du problème précédent, déter- 
miner les probabilités de différentes valeurs du moment sommé L 
dans l’état de deux systèmes aux moments L identiques et aux projec- 
tions déterminées des moments additionnés sur l'axe z égales à 
m, = Let m, = | — 1. Comparer avec le résultat du problème 3.38. 

3.41. Deux systèmes aux moments / identiques sont dans l’état 
à valeur déterminée Z du moment sommé égal à: a) L = 21; b) L = 
— 21 — 1 et à projection du moment sommé sur l’axe z égale à 
M = 21 — 1 (dans les deux cas). 

Déterminer les probabilités de différentes valeurs de projec- 
tions des moments additionnés sur l'axe z dans l’état considéré. 

3.42. En se servant de résultats des problèmes 3.37 et 3.39, 
chercher les probabilités de différentes valeurs du moment sommé 
dans l'état de deux systèmes aux moments égaux à l'unité et aux 
projections de ces moments sur l'axe z égales à zéro. 

Généraliser le résultat du problème au cas de valeurs des moments 
l quelconques (mais identiques) de chacun des systèmes et de projec- 


*) Pour éviter des malentendus, soulignons le double sens de la lettre m, 


à savoir: m représentant la v.p. de l’opérateur L. et m, variable en représenta- 
tion {, (d’ailleurs cette remarque concerne également la grandeur physique 
arbitraire f). 

Rappelons à ce prapos qu'on tend à suivre l'écriture de la f.p. W; (g) dans 
laquelle q est la variable de la représentation utilisée, tandis que f indique la 
v.p. correspondante. 
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tions des moments additionnés identiques sur l'axe z égales à m, — 
= Mo = L'— 1. 

3.43. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
le cas L, = !, = 1 et m, = 1. m, = —1. 

Généraliser ce résultat au cas de valeurs quelconques de moments 
L — L, = L de chacun des systèmes et des projections de moments 
sur l'axe z égales à m, = l, m, = l—2 

3.44. En se servant du résultat du problème 3.39, montrer que 
dans l’état de deux systèmes en faible interaction aux moments | 
identiques répondant à une valeur déterminée Z du moment sommé 
et de sa projection 17 sur l’axe : les probabilités des valeurs des 
projections sur l’axe z des moments additionnés m,(:, = met mi(s = 
= : — m sont identiques. 

3.45. En se basant sur les résultats obtenus dans 3.37 et 3.39, 
chercher les restrictions supérieure et inférieure aux probabilités 
des valeurs possibles ZL du moment sommé de deux systèmes de 
faible interaction possédant des moments égaux L, — L, = 2 et 
des projections de ces derniers sur l'axe z égales à m, — m, = (. 

3.46. Les moments de deux systèmes sont égaux en grandeur 
(l, = l, = 1); une fois sommés. ils donnent un moment résultant L 
nul: L = 0. 

Chercher la fonction d'onde de cet état en représentation /,.l,., 
ainsi que les probabilités de différentes valeurs des projections des 
moments additionnés sur un axe arbitraire. 


En résolvant le problème, utiliser les opérateurs L.. 

3.47. Les moments de deux particules valent L, — L, — 1. Cons- 
truire les fonctions d'ondes W, ,; d'états à valeur déterminée ZL du 
moment somme et de sa projection À sur l'axe z. 

Discuter spécialement la relation angulaire de l’état à L = 0. 

Chercher pour les états considérés W,,, les probabilités de dif- 
férentes valeurs des projections des moments additionnés sur l'axe z 

On invite à résoudre le problème en s'inspirant des résultats 
obtenus dans les problèmes 3.39 et 3.46. 

3.48. Classer les états possibles d’un système composé de trois 
sous-systèmes en faible interaction possédant des moments l, — 
= l, = et l, = Î suivant les valeurs du moment sommé L du systè- 
me. 

3.49. Dans l'espace d'états différents des moments L, et /, de deux 
systèmes en faible interaction, chercher les opérateurs projectifs 


P (L) sur les états à valeur donnée Z du moment sommé. 
3.90. Dans l’espace d'états différents de moments L, et !, de deux 
systèmes en faible interaction. chercher les opérateurs projectifs 


P (L, M) sur les états à valeur donnée L du moment sommé et de 
sa projection M sur l’axe z. 
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3.51. Les moments de deux systèmes en faible interaction valent 
l, = l, = 1. En se servant d'opérateurs projectifs, chercher (en 
représentation /,.l,.) la fonction d'onde W;:., d'état à valeur L = 0 
du moment sommé. Comparer au résultat obtenu dans 3.47. 

3.52. A partir des relations de commutativité [L;, fx] = ie:yfu 
liant les opérateurs composantes du moment L; et de la grandeur 


vectorielle arbitraire f;, qui caractérisent un certain système, mon- 
trer que: 

a) les éléments matriciels non diagonaux de l'opérateur f, sont 
nuls : 


mn, L,MIlf.ln, L,M') =0, M&M", 


où x est la collection de nombres quantiques, qui avec L et M cons- 
titue un jeu complet ; 


b) les éléments matriciels diagonaux Î- possèdent la dépendance 
de À] de la forme 


(n, L, M|fln, L, M) = an, L) M, 


où a (n, L) est un nombre ne dépendant que des nombres quantiques 
n et L (mais non pas de À/). 
Il s'ensuit ainsi de a) et b) l’égalité « conditionnelle » 


fan, LL, 


qui doit être interprétée au sens que les éléments matriciels des 
deux membres de l’égalité entre des états arbitraires répondant aux 
mêmes valeurs de net ZL (et aux valeurs de W, AJ” quelconques) sont 
égaux. 

c) Généraliser les résultats de a) et b) au cas de composantes 
x et y d'opérateurs et établir l’égalité « conditionnelle » (au sens 
mentionné plus haut) 


fa (nr, L) L. 
d) Montrer que la grandeur a (n, L) vaut 
M lÎLiin, L, M) 
L(L+1) 
Vu que l’opérateur (fL) est un opérateur grandeur scalaire qui 


commute avec L, les éléments matriciels diagonaux de cet opéra- 
teur sont donc indépendants de M (voir 3.20). 

3.53. En se servant du résultat obtenu dans le problème précé- 
dent, chercher les éléments matriciels de l'opérateur d’une grandeur 


a(n, L)= ue 


$ 4] FORMALISME TENSORIEL EN THÉORIE DU MOMENT 41 


physique f — [1] entre états répondant à une valeur déterminée ZL 


du moment sommé (L = 1, + 1). 
3.54. Chercher les valeurs moyennes des composantes d’une 


grandeur physique vectorielle u = gl, — Solo d'états à valeur don- 


née L du moment sommé (L = 1, + 1.) et de sa projection H sur 
l'axe 2. 

Déterminer 1, et 1, de ces états. 

3.55. Il est connu que le problème de l’addition des moments. 
de deux systèmes L, et l, en un moment résultant L se résout sous. 
forme générale au moyen de la relation suivante: 


LM (1 (2 
Wim - D) PTE DL (à M = ms + M, 


OÙ CT eme SONt les coefficients de Clebsch-Gordan (pour lesquels 
il existe une expression fermée) ; Y{!. 2), des fonctions d'ondes normées. 
décrivant les systèmes dont les moments sont sommés en un moment 


résultant L:; W;n, la fonction d'onde normée du système entier. 


En utilisant les opérateurs vers le haut (vers le bas) Le chercher 
les coefficients de Clebsch-Gordan dans le cas particulier de L — 
li; el: 

3.56. Même question que dans le problème précédent, mais. 
pour le cas particulier de L, = L,, L = 0 


$ 4. Formalisme tensoriel en théorie du moment 
3.97. Montrer que la fonction de la forme 
Vs (r) — Eh... .nTilh ce. Th (r), 


où f (r) est une fonction arbitraire, &;r...n, le tenseur de rang { symé- 
trique pour tout couple d'indices avec trace nulle, &;;p.n =0 
est une fonction propre de l'opérateur carré du moment de la par- 
ticule qui répond à la valeur du moment égale à L. 

3.58. Montrer que le nombre de composantes indépendantes d’un 
tenseur symétrique de rang À à trace nulle (voir problème précé- 
dent) vaut 21 + 1, comme le nombre de fonctions sphériques Y ,». 
On démontre ainsi que la relation angulaire de la fonction d'onde 
étudiée au problème précédent est la plus générale pour les états de: 
la particule à moment L. 

3.99. Selon le problème 3.57, la relation la plus générale liant 
les variables angulaires 6, de la fonction d'onde d’état d'une par- 
ticule à moment ! = 1 est de la forme VW, — (en), n = r/r. Quelle 
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condition remplit le vecteur æ& si la fonction d'onde est normée à 
l'unité : 


| lin 1e dQ = 1? 


3.60. Dans les cas particuliers des valeurs du moment d'une 
particule !{ = 1 et ! = 2, chercher les composantes du tenseur cor- 
respondant (e; (m), e;k (m)) pour lesquelles la fonction W;,, intro- 
duite dans 3.57, décrit l’état de la particule à valeur déterminée 
du moment et de sa projection m sur l’axe z, autrement dit est une 
fonction sphérique Y’rn. 

3.61. En se servant des valeurs de composantes des vecteurs 
:e (m) obtenues dans le problème précédent, chercher les composantes 
du tenseur de la forme 


| 
ï 
à | e? (m) e, (m). 


3.62. En accord avec le résultat obtenu dans le problème 3.57, 
la relation la plus générale liant les variables angulaires de la fonc- 
tion d'onde d'état d’une particule à moment ! = 1 est de la forme 
Vu — (En), où € un vecteur complexe arbitraire. À quelles con- 
-ditions doit satisfaire ce vecteur pour qu'on puisse indiquer dans 
l’espace l’axe la projection du moment sur lequel acquiert une valeur 
déterminée égale à 

a) m =0; b) m = +1? 

3.63. Montrer que pour un état arbitraire d’une particule à mo- 


ment / — 1 on peut indiquer dans l’espace un axe z la probabilité 


de la projection du moment m = 0 sur lequel est nulle. 

3.64. La relation angulaire de la fonction d'onde d'état d'une 
particule à moment ! = 1 est de la forme Wn., —= (en), où & est un 
‘vecteur complexe arbitraire. Chercher les probabilités de différentes 


valeurs de la projection du moment sur l'axe z dont la direction 
est définie par le vecteur unitaire n,. 
3.69. Chercher les valeurs moyennes des composantes du tenseur 


ninr dans l’état arbitraire d’une particule à moment L — 1. La rela- 
tion angulaire liant la fonction d'onde d'un tel état, selon 3.57, est 
-de la forme W,., = (en). 

3.66. Chercher les valeurs moyennes des composantes du vecteur 
de moment I! d'état arbitraire d’une particule à moment ! = { (la 
forme de la fonction d'onde de cet état est donnée dans le problème 
précédent). 

3.67. Selon 3.57 la relation angulaire liant la fonction d onde 
d'état arbitraire d’une particule à moment ! = 1 est de la forme 
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Win = (an), autrement dit est complètement définie par le vec- 
teur complexe a. Aussi, en étudiant les états à moment ! = {, peut- 
on passer à la représentation (disons vectorielle) dans laquelle la 
fonction d'onde est la collection des composantes du vecteur a, 
c'est-à-dire que W, = az (k = 1, 2, 3). 

Chercher la forme explicite des opérateurs composantes du 
moment en représentation vectorielle. 

Etablir la correspondance entre les représentations vectorielle 
et L.. 

3.68. Pour un système composé de deux particules ayant 
des moments !, = !, — 1, chercher: 

a) la forme la plus générale de la relation angulaire liant la 
fonction d'onde; 

b) la forme la plus générale de la relation angulaire des fonc- 
tions d'ondes Y, décrivant les états du système à valeur déterminée 
L (L = 0, 1, 2) du moment réuni; 

c) la relation angulaire des fonctions d'ondes VW; décrivant les 
états du système à valeur déterminée L du moment réuni et de sa 
projection Af sur l’axe z. 

Utiliser les résultats obtenus dans les problèmes 3.57 et 3.60. 


CHAPITRE 4 
MOUVEMENT DANS UN CHAMP CENTRAL 


$ 1. Systèmes à symétrie axiale 


&.1. Chercher les fonctions d'ondes d’états stationnaires et les 
niveaux d'énergie d’un rotateur *) plan de moment d'inertie J. 

Quelle est la multiplicité de dégénérescence des niveaux ? 

4.2. L'état d’un rotateur plan est décrit par une fonction d'onde 
Y = Cocos" (n étant un entier). Chercher les fonctions de distri- 
bution du rotateur en énergies et en projections du moment, ainsi 
que les valeurs moyennes de ces grandeurs dans l’état considéré. 

4.3. Chercher les fonctions d'ondes d'états stationnaires et les 
niveaux d'énergie d’un rotateur spatial à moment d'inertie J. 


*) On appelle rotateur un système en rotation (dans un plan ou dans l’es- 
pace) de deux particules rigidement liées l'une à l’autre. Le moment d'inertie 
du rotateur vaut / = paï, où p est la masse réduite des particules, a, la distance 
qui les sépare. 


44 MOUVEMENT DANS UN CHAMP CENTRAL [CE 


Quelle est la multiplicité de la dégénérescence des niveaux ? 

4.4. L'état d’un rotateur spatial est décrit par la fonction d'onde 
de la forme: 

a) P = Cocos 8; b) Y = Ce’iv. 

Dans les états mentionnés, chercher les fonctions de distribution 
du rotateur en énergie, en carré du moment et de sa projection 
sur l'axe z, ainsi que les valeurs moyennes de ces grandeurs. 

4.5. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d’ondes d'états 
stationnaires d’un oscillateur harmonique plan. 

Déterminer la multiplicité de dégénérescence des niveaux éner- 
gétiques. 

4.6. Dans l’état stationnaire W,, d'un oscillateur plan (voir 
solution du problème 4.5), chercher les probabilités de différentes 
valeurs de la projection du moment sur l’axe perpendiculaire au 
plan d'oscillations. 

4.7. Une particule se trouve dans un champ à symétrie axiale 
U (p). 
Quelle est dans le cas général (c’est-à-dire en l’absence de dégé- 
nérescence accidentelle) la multiplicité de dégénérescence des niveaux 
d'énergie d’un spectre discontinu du mouvement « transversal » 
de la particule (c’est-à-dire du mouvement s’effectuant dans le 
plan perpendiculaire à l'axe de symétrie du champ) ? 

La multiplicité de dégénérescence du premier niveau excité du 
mouvement « transversal » peut-elle être égale à 3, 4? 

4.8. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d'ondes d'états 
stationnaires d’une particule dans un puits de potentiel bidimen- 
sionnel de profondeur infinie 

0, p<a, 


v'= | 7 


4.9. Chercher les niveaux d'énergie d’un spectre discontinu d'une 
particule dans un puits de potentiel bidimensionnel U (p) de la 
forme 

— Us, p< a; 


U (= | à 


qui répondent à la valeur m — 0 de la projection du moment de la 
particule sur la direction perpendiculaire au plan du mouvement. 

Discuter spécialement le cas d’un puits peu profond ua°U /h? « 
< 1: comparer au cas d’un mouvement unidimensionnel. 

4.10. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
le cas de m = 0. 

Obtenir la condition d'existence d'états du spectre discontinu 
d’une particule à valeur non nulle de la projection du moment m. 

4.11. Pour une particule se trouvant dans un champ bidimension- 
nel L (0) = —aô (p — a), chercher les niveaux d'énergie du spectre 
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discontinu à projection nulle du moment: m = (0. 

Discuter spécialement les cas limites des puits peu profond 
uaa/hk®< 1 et profond uaa/k? 5 1. Comparer au cas d'un mouve- 
ment unidimensionnel. 

4.12. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
le cas de m #0. 

Obtenir la condition d'existence d’états du spectre discontinu 
d'une particule à valeur non nulle de la projection du moment m. 

4.13. Chercher les niveaux d'énergie d’une particule du spectre 


discontinu dans un champ bidimensionnel U (p) = —«/p. Déter- 
miner la multiplicité de dégénérescence des niveaux. Comparer 
avec le cas d’un champ coulombien U (r) = —«/r. 


4.14. Pour une particule se trouvant dans un puits de potentiel 
bidimensionnel de profondeur infinie de la forme indiquée dans 4.8, 
chercher de façon approchée l'énergie de l’état fondamental par la 
méthode variationnelle en approximant la fonction d'onde par des 
expressions de la forme (p < a): 

a) Vo (p) = A(a—p); b) Yo(p) = B cos (19/20). 

Comparer les résultats obtenus à la valeur exacte. 

4.15. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
une énergie En =0. 1 m1=1 du premier état excité d'une particule à 
projection du moment | m | — 1. Approximer la fonction d’onde 
radiale par un polynôme de second degré satisfaisant aux conditions 
aux limites nécessaires aux points p — 0 et p = a. 

4.16. Fournir la valeur approchée de l'énergie d’état fondamen- 
tal d'un oscillateur plan par la méthode variationnelle en se servant 
de la fonction d'essai de la forme 


Vo (p) = C'exp (—«æp), où « est un paramètre variationnel. 


Comparer à la valeur exacte (voir 4.5). 

4.17. Dans le cas bidimensionnel, chercher la fonction de Green 
de l'équation de Schrôüdinger pour une particule libre d'énergie 
E < 0 qui décroît pour p —+ co. 

4.18. Dans le cas bidimensionnel, chercher la fonction de Green 
G) (op, p') de l'équation de Schrôdinger pour une particule libre 
d'énergie E > 0. Les indices (+) de la fonction de Green indiquent 
la nature de son asymptotique pour p —+ o : 


GE co exp[+iV 2uE/R2p]. 


4.19. Chercher la fonction de Green GE (, œ’) d’un rotateur 
plan (voir 4.1). 

En assimilant la fonction de Green G£ à une fonction analytique 
de la variable complexe £, montrer qu’elle possède des points singu- 
liers, des pôles, et établir la correspondance entre les positions de 
ces pôles dans le plan Æ et les niveaux d'énergie du rotateur. 
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$ 2. Etats du spectre discontinu dans des champs centraux 


4.20. Comment varient les valeurs Æ, ; des niveaux d'énergie 


d'une particule d'un spectre discontinu : 

a) pour une valeur fixée de L avec l’accroissement de n, ; 

b) pour une valeur fixée de n, avec l'accroissement de /? 

4.21. Pour une particule se trouvant dans un champ central 

a) existe-t-il des niveaux doublement dégénérés ? 

b) quelle multiplicité de dégénérescence peut acquérir le premier 
niveau d'excitation? 

c) que peut-on dire des nombres quantiques d'un niveau si sa 
multiplicité de dégénérescence vaut 7; 9? 

4.22. Notons Ex la valeur de l'énergie du V-ième niveau du 
spectre discontinu d'une particule dans un champ central (les ni- 
veaux sont numérotés suivant l'accroissement de l'énergie; à l’état 
fondamental correspond À = 1). Indiquer les limites imposées 
aux valeurs maximales possibles : 

a) du moment de la particule aux états possédant cette éner- 
gie Ex; 

b) de la multiplicité de dégénérescence de ce niveau. 

4.23. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d'ondes nor- 
mées d'états stationnaires d’un oscillateur sphérique U (r) = kr*/2 
en utilisant la méthode de séparation des variables dans l'équation de 
Schrôdinger donnée en coordonnées cartésiennes. Déterminer la 
multiplicité de dégénérescence des niveaux. 

4.24. Classer les quatre niveaux inférieurs de l’oscillateur sui- 
vant les valeurs des nombres quantiques »,, L et la parité sur la base 
de la seule valeur (voir problème précédent) de la multiplicité de 
dégénérescence des niveaux. 

Quelle combinaison des fonctions d'ondes Pninon répond à l’état 
d’un oscillateur de moment ! = 0 (pour N =n, + n, + n; = 2)? 

4.25. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions propres 
Wrim (r, 0, ) de l’opérateur de Hamilton d'un oscillateur sphéri- 
que à partir de la solution de l'équation de Schrôdinger en coordon- 
nées sphériques. Classer les états de l’oscillateur répondant au VN-ième 
niveau énergétique suivant les nombres quantiques n,, let la parité. 
Quelle est la multiplicité de dégénérescence des niveaux ? 

4.26. Montrer que pour un oscillateur spatial les opérateurs 


Tin 7 PiPa/u + kr 


commutent avec l'hamiltonien H = p/2u + kr°/2. 


En s’assurant que le commutateur des opérateurs 1° et T;, est 
différent de zéro, expliquer la dégénérescence « accidentelle » des 
niveaux d'énergie de l’oscillateur. 
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4.27. En mécanique classique, avec le mouvement d'une par- 
ticule dans un champ coulombien U (r) — —aœ/r le vecteur A — 
= [pMlj/u — œr/r est l'intégrale du mouvement. Indiquer l'aspect 


de l'opérateur hermitien A qui peut être assimilé à la grandeur vecto- 
rielle classique A. 


Chercher les commutateurs [H, A;l et [l°?, A4;] et sur leur base 
expliquer la nature « accidentelle » de la dégénérescence des ni- 
veaux énergétiques d'une particule dans un champ coulombien. 

4.28. Dans l'état fondamental d’un atome hydrogénoïde (de 
l'ion) chercher r" pour l'électron. 

4.29. Chercher le potentiel efficace (moyen) œ (r) agissant sur 
une particule chargée qui passe à travers un atome d hydrogène non 
excité (en négligeant la polarisation de ce dernier). Obtenir les 
valeurs limites œ (r) pour les grands et petits éloignements de l’atome. 

4.30. Chercher le champ électrique moyen de l’atome d’hydro- 
gène en état 2p à valeur déterminée m = 0 de la projection du mo- 
ment de l’électron sur l’axe z à de grandes distances de l’atome. 

4.31. Chercher le champ électrique moyen ainsi que sa fluc- 
tuation (fluctuation des composantes du champ) à de grandes dis- 
tances de l'atome d'hydrogène se trouvant dans l’état fondamental. 

Noter la nature de décroissance des grandeurs obtenues avec 
l'augmentation de la distance. 

4.32. L'état stationnaire de l’électron dans l'atome d'hydrogène 
est caractérisé par les nombres quantiques « paraboliques » n, — 1, 
Ra = 0 et le nombre quantique magnétique m = 0. 

Chercher la distribution des probabilités de la coordonnée de 
l’électron z et de son moment / dans cet état (2 est l’axe de la quan- 
tification parabolique). Déterminer le moment dipolaire moyen de 
l'atome dans l’état mentionné. 

4.33. Chercher les niveaux d'énergie E, : et les fonctions d'on- 
des W, 1m d'états stationnaires d'une particule dans un puits sphé- 


rique de profondeur infinie 
, TK, 


(9) 
U (= | OO r>a. 


4.34. Chercher les niveaux énergétiques d’une particule dans 
le champ 
U (r) = —aù (r — a). 


Quelle est la condition d'existence d’états du spectre discontinu 
de moment Î? 

4.35. Chercher les niveaux d'énergie du spectre discontinu 
d'états s d'une particule dans le champ 


U (r) = —U, exp (—r/a). 
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Obtenir la condition d'existence de ces états. 

Quelle est la condition de l'apparition de nouveaux états s du 
spectre discontinu d’une particule avec l’approfondissement du 
puits? Discuter spécialement le cas d’un puits profond ua°U,/R? > 1. 

4.36. Chercher la correspondance entre les niveaux énergétiques 
En,o et les fonctions d'ondes normées W,, 59 (r) d'états s stationnai- 
res (1 — 0) du spectre discontinu d’une particule dans un champ 
central U (r), et les niveaux E, et les fonctions normées Y, (x) 


dans un champ unidimensionnel U (x) de la forme 


U(z), 2z>0,. 
CO, z <<. 


En se servant de la correspondance établie, chercher la condi- 
tion d'existence d'états du spectre discontinu dans le champ 


UT . 
v(= | e ra 


4.37. Généraliser le résultat du problème 2.18 au cas d'états s 
d'une particule dans le champ central U (r). 

Chercher la condition d'existence du spectre discontinu dans le 
champ 


r >. 


ü CO, ra, 
—ar", r>a (n>2). 


4.38. Notons E, et E, les valeurs du #-ième niveau d'énergie du 


spectre discontinu dans les champs U (r) et Û (r) liés par la con- 
dition 


U(n=Utr)+ôU(r, ôU (r>0. 


Montrer que E, > Le: 
4.39. Montrer que si les paramètres du champ central 


U (r) = —U,/sh* (r/a) 


sont tels qu’il ne se produit pas dans le champ de « chute » de par- 
ticules sur le centre du champ, les états du spectre discontinu ne 
s'y établissent alors pas. 

4.40. Chercher la pression moyenne exercée par une particule 
se trouvant dans l’état stationnaire dans un puits sphérique de 
profondeur infinie (voir 4.33) sur la « paroi » du puits. 
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4.41. Obtenir la valeur approchée de l'énergie d’état fondamental 
d'une particule dans le champ coulombien U = —œ/r par la méthode 
variationnelle en se servant de fonctions d'essai de la forme 


C(a—r), r<a, 
0, r>a, 


où «, a sont les paramètres variationnels. Comparer à la valeur 
exacte. 

4.42. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
un oscillateur U — kr°/2 et des fonctions d'essai de la forme: 
C(a—r), r <a, 

0, r> a. 


a) F—Cexp(—a?r"); b) v= | 


a) W(r)=Cexp(—aær); b) v()=| 


4.43. Obtenir la valeur approchée de l'énergie d'état 2p d’une 
particule dans un champ coulombien par la méthode variationnelle 
en se servant de la fonction d'essai de la forme 


Y (r) = (ar) exp (—%x"r"), 


où a est un vecteur constant (voir 3.59 et 3.60), x, un paramètre 
variationnel. Comparer à la valeur exacte. 

4.44. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
le premier état d’excitation d’un oscillateur de moment = 1 et 
une fonction d'essai 


Y (r) = (ar) exp (—ar). 


4.45. Chercher la fonction de Green GE (r, r’) de l’équation de 
Schrôdinger pour une particule libre et une énergie E << 0 qui 
décroît pour r — co. À l'aide de la fonction de Green écrire l’équa- 
tion de Schrôüdinger pour des états d'une particule du spectre dis- 
continu dans le champ UÜ (r), décroissant pour r —+ co, sous forme 
d'une équation intégrale. 

4.46. Comme on le sait, pour une particule dans un champ d'at- 
traction central U (r) <0, U(r) +0 pour r —+ co, les états du 
spectre discontinu n'apparaissent pas toujours. Montrer que la 
condition nécessaire d'existence de ces états est la réalisation de 
l'inégalité 


| rIU (r)] dr >#2/2u. 
0 


Comparer la condition nécessaire ainsi établie avec la condition 
exacte d'existence d'états du spectre discontinu dans les champs: 

a) d’un puits rectangulaire (voir 4.36); b) d’un puits exponen- 
tiel examiné dans 4.35. 
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4.47. Montrer que la réalisation de l'inégalité 
| r[U (r)l dr >(21 + 1) R2/2u 
0 


est nécessaire pour l'existence dans un champ d'attraction central 
U (r) < 0, U (r) — 0 pour r — co, d’au moins un niveau du spectre 
discontinu d'une particule de moment L. 

4.48. Sur la base du principe variationnel et en se servant de la 
fonction d'essai de la forme W = Cexp (—%xr) (x > 0 étant un 
paramètre variationnel), obtenir la condition suffisante d'existence 
dans un champ central U (r) <0, U(r) 0 pour r —+ , d’au 
moins un niveau d'énergie du spectre discontinu de la particule. 

Appliquer la condition obtenue aux champs: 

a) de puits de fonction à (voir 4.34); b) de puits exponentiel 
(voir 4.35) et comparer à la condition exacte. 

4.49. Pour les champs indiqués plus bas comparer les trois va- 
leurs suivantes du paramètre E = ua*U,/h° (caractérisant la pro- 
fondeur du puits de potentiel correspondant) : £ — valeur du para- 
mètre £ nécessaire à l'existence dans le champ d'états du spectre 
discontinu correspondant au résultat obtenu dans le problème 4.46; 
Eo — valeur exacte et £; valeur correspondant à la condition suffi- 
sante (d’après le problème précédent) d'existence d'états du spectre 
discontinu. 

a) puits de fonction 6 (voir 4.34): U (r) — —U,aô (r — a); 

b) puits exponentiel (voir 4.35): 

c) potentiel de Yukawa U (r) — —U,a exp (—r/a)/r (la valeur 
Eo — 0,84 obtenue par calcul sur ordinateur). 

4.50. Même question que dans 4.48, mais pour une particule se 
trouvant dans le champ 


U (r) = —U, exp (—r“/a°) 
et la fonction d'essai de la forme 
Y = C'exp (—x°r"). 


Chercher de même la condition nécessaire d'existence d'états 
du spectre discontinu selon 4.46. 

4.51. Même question que dans 4.48, mais pour l’état du spectre 
discontinu à moment £ — 4. Choisir la fonction d'essai sous la 


forme 
W = (ar) exp (—xr). 


Appliquer la condition obtenue au potentiel de Yukawa U = 
= —ae""i"/r et comparer à la condition nécessaire calculéc dans 4.47 
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4.52. Chercher la distribution en impulsions d'une particule 
dans 4 fondamental au sein d’un champ coulombien U = 
= —a/r. 

4.53. Pour l’état fondamental d’une particule dans un puits de 
potentiel sphérique de profondeur infinie (voir 4.33) chercher la 
fonction de distribution en impulsions de la particule. 

4.54. Résoudre le problème d'états du spectre discontinu de 
moment ! — 0 dans le champ U (r) = —aô (r — a), en partant de 
la solution de l'équation de Schrüdinger en représentation d’impul- 
sion. 

4.55. Chercher la solution de l'équation de Schrüdinger du 
problème précédent à la condition aux limites ® (p) — 0 pour 
P < Po (Po > Ü). 

Montrer qu'en posant ainsi le problème il existe dans un puits 
de profondeur arbitraire un état du spectre discontinu au sein duquel 
la particule se localise dans un domaine limité de l’espace et chercher 
l'énergie de liaison de la particule au cas d’un puits peu profond 
uaa/k® & 1 (comparer au résultat obtenu dans le problème précé- 
dent). 

La formation d'un état lié de la particule dans la situation 
esquissée dans le problème en présence d’une attraction si faible 
qu’elle soit constitue ce qu'on appelle l'effet Cooper, phénomène 
constituant la base du mécanisme microscopique de la supraconducti- 
vité. 

4.56. Chercher les niveaux d'énergie quasi discrets (leur position 
et largeur) d'états s d’une particule dans le champ U (r) = «ô (r — a). 

Discuter spécialement le cas d'une barrière peu pénétrable 
naa/h? 5 1 et de niveaux quasi discrets pas trop excités. 


CHAPITRE 5 
SPIN 


$ 1. Formalisme du spin s= 1/2 


» 


5.1. Pour une particule de spin s — 1/2 chercher à partir de la 
solution du problème aux fonctions propres et aux valeurs propres 
les fonctions de spin W,, (i — 1, 2, 3) décrivant les états de la 
particule à projection déterminée du spin sur les axes z, y, z du 
système de coordonnées. 


£® 


52 SPIN [CH 5 


5.2. Indiquer l'aspect de l’opérateur projection du spin s, sur 
une direction arbitraire définie par le vecteur unitaire n. 

A quoi est égale la valeur moyenne de la projection du spin sur 
l’axe n en état à projection déterminée du spin s. — +1/2 sur l’axe 2? 

Quelles sont les probabilités de la projection du spin +1/2 sur 
la direction n dans les états mentionnés ? 


5.3. Chercher les valeurs propres de l'opérateur Î — a — bo 


(a étant un nombre, b un vecteur ordinaire, 6 des matrices de Pauli). 
5.4. Est-ce que les carrés des projections du spin d'électron sur 
les axes x, y, z peuvent prendre simultanément des valeurs déter- 
minées ? 
5.5. Un opérateur linéaire arbitraire L agissant dans l’espace 
des RL ULe de spin d’une particule à s — 1/2 est une matrice 
carrée de 2-ième rang. Quelles restrictions sont imposées aux élé- 


ments de la matrice par l’hermiticité de l'opérateur L? 
Chercher les valeurs propres de cet opérateur hermitien. 
9.6. Se convaincre que les systèmes composés de quatre matrices 


à deux lignes 1, x. y O. sont complets. 
Montrer que les coefficients du développement d'une matrice 


carrée arbitraire de 2-ième rang À en ces matrices 


A=a@o1+4,0,+ 4,6, -- 4,0, = & + a6 


peuvent être calculés à l’aide des formules 


a=7SpA, à a — + Sp (6À). 


5.7. Quelle est la forme explicite des opérateurs [0.[, 16]. 6 [oo]? 
5.8. Simplifier l'expression (ac), où a est un vecteur ordinaire 


(numérique), o des matrices de Pauli, r un entier. 
5.9. Chercher l'expression explicite de l'opérateur de la forme 


F =F (a + bo), où F (x) est une fonction arbitraire de la variable 
z, a = const, b un vecteur ordinaire. 


Etudier, en particulier, l'opérateur Ê — exp (iao). 
5.10. Indiquer la forme possible des opérateurs de projections 


du spin d'électron s,, s,, s, en représentation s.. 


Chercher la forme de l'opérateur unitaire Ü réalisant le passage 
de la représentation s, à la représentation s.. 


$ 1] FORMALISME DU SPIN s — 1/2 53 
EE 


5.11. Indiquer pour le spin s — 1/2 l'aspect des opérateurs vers 
le haut et vers le bas S4 et étudier leur action sur les fonctions propres 


Y,. Quel est l’aspect des opérateurs s ? 
5.12. Montrer que pour l’état décrit par la fonction d'onde de spin 


cos & 
went . | 
sin aeil 


(c'est la forme la plus générale de la fonction d'onde normée d'état 
de spin d’une particule de spin s — 14/2, 0 <a < 11/2,0 < B << 2x) 
on est en mesure d'indiquer dans l’espace un axe la projection du 
spin sur lequel possède la valeur déterminée —1/2. Chercher les 
angles polaire et azimutal de cet axe (comparer au résultat obtenu 
dans 3.62 pour le moment Z = À). 

En se servant du résultat obtenu, résoudre le problème 5.1. 


5.13. Chercher les opérateurs projectifs P,—:,. sur les états 
à valeur déterminée de la projection du spin s, — —+1/2 sur l'axe z. 


9.14. Chercher les opérateurs projectifs pe sur les états 


à valeur déterminée de la projection du spin +1/2 sur l’axe dont 
la direction est définie par le vecteur unitaire n. 

En se servant de ces opérateurs, chercher les fonctions de spin 
Vs,=+12. Comparer au résultat du problème 5.12. 


5.15. Pour une particule de spin s — 1/2 indiquer la loi de trans- 


formation de la fonction d'onde de spin Y = t4 au cours de la 


rotation du système de coordonnées d'angle ç, par rapport à l’axe 
dont la direction est définie par le vecteur unitaire ns. 
Montrer que la grandeur D*Y = qiy, + q°1, ne varie pas dans 
la transformation mentionnée, autrement dit est un scalaire. 
9.16. Montrer que dans la rotation du système de coordonnées 


les grandeurs V = @*oŸ (v = Ÿ qe (Giapt 5) se transforment 
a, 


comme des composantes du vecteur. 

9.17. Pour deux particules de spin s — 1/2 chercher les fonctions 
propres Yss. d'opérateurs de spin total (plus précisément, de son 
carré) et de sa projection sur l'axe z. 

La forme des fonctions Y,, et W,, doit être recherchée par l'un 
des procédés suivants (en tenant compte de l'aspect le plus général 
de la fonction répondant à S. = 0: 


tee Go) (1),+& (4) Co), 
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a) directement de l'équation aux fonctions propres de l'opérateur 
S1 ; 
b) en se servant des opérateurs $. : 


c) en s'appuyant sur les propriétés de symétrie des fonctions Ys 
relativement à la permutation des variables de spin des deux parti- 


« 


cules, qui sont analogues à celles établies dans 3.39. 


9.18. Montrer que l’opérateur 0102 aux états du système de deux 
particules répondant à une valeur déterminée du spin total possède 
également une valeur déterminée. 


5.19. Deux particules de spin s — 1/2 se trouvent dans l’état 
décrit par la fonction de spin de l'aspect Yes = PeXs (&, B = 1, 2 
étant les variables de spin de chaque particule ; les fonctions de spin 
des deux particules sont normées à l'unité, ainsi, par exemple, 


O = (oi: Lo À + Ip l* = 1), c'est-à-dire qu'entre les états de 
spin des particules il n'y a pas de corrélation. 


Quelles sont les probabilités de différentes valeurs du spin total 


dans cet état? Que vaut la valeur $2? Etudier, en particulier, 
le cas de Pa = La. 


5.20. Représenter l'expression (6,6,)° sous la forme contenant les 


matrices de Pauli 6,, au degré non supérieur au premier. Les indi- 
ces 1, 2 des matrices signifient que ces dernières sont des opérateurs 
agissant dans l’espace des variables de spin de la {-ière et de la 
2-ième particules. 


9.21. Chercher la forme explicite de l'opérateur Ê=F (a + 
+ bo,6:), où F(x) est une fonction arbitraire de la variable zx, a 
et b étant des nombres quelconques. 

9.22. En se servant du résultat obtenu dans le problème 5.18, 


chercher les opérateurs projectifs Pass . Sur les états de deux parti- 
cules de spin s — 1/2 répondant à une valeur déterminée du spin 
total des particules. 

5.23. Pour un système de deux particules de spin s = 1/2 chercher 


l'opérateur d'échange de spin C dont l’action sur la fonction de spin 
Vos (a, B = 1, 2 étant les variables de spin de la 1-ière et de la 
2-ième particules) est la suivante: Yes = CE es = V,,, autrement 
dit cet opérateur permute les variables de spin des deux particules 


(le problème consiste à expliciter l'opérateur C'au moyen de matrices 
de Pauli). 
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5.24. Pour un système de deux particules de spin s = 1/2 chercher 


les opérateurs projectifs Pss. sur les états à valeur déterminée du 
spin total S et de sa projection S, sur l’axe z. 


5.25. Chercher les fonctions propres et les valeurs propres d’opé- 
rateurs suivants: 


a) Ÿ, ele 

Les en a, b sont er de sorte que les opérateurs V;, 4 
sont hermitiens. 

5.26. Les spins de W particules, égaux chacun à s, s’additionnent 
en un spin résultant S — Vs. Quel est le spin total de toutes 2; 
3; ...; n particules dans l’état indiqué? 


5.27. La fonction de spin d’un système de NW particules de spin 
s — 1/2 est de la forme 


Po) Co). (0) (ue (1) 


Chercher dans l'état indiqué la valeur moyenne du carré du 
spin total du système de particules. 

5.28. Dans les conditions du problème précédent aux cas parti- 
culiers de nr = 1 et r — N — 1 chercher les probabilités de diffé- 
rentes valeurs de la grandeur S du spin total du système de parti- 
cules. 

5.29. L'état d'une particule de spin s — 1/2 est caractérisé par 
des valeurs déterminées des nombres quantiques !, m, s.. Chercher 
dans l’état indiqué les probabilités de différentes valeurs du moment 
total j — 1 + s de la particule. 

5.30. L'état d'un système est caractérisé par des valeurs détermi- 
nées des nombres quantiques J (moment du système) et J,. = J. 
Chercher les probabilités de différentes valeurs de la projection du 
moment J, sur l’axe dont la direction dans l'espace est définie par 
le vecteur unitaire n. 

5.31. Les moments de deux sous-systèmes en faible interaction 
valant 1 et 1/2 sont sommés en un moment résultant J. Dans les 
états suivants du système réuni: 

a) J = 3/2, J. = +1/2; b) J = 1/2, J, = +1/2, 
chercher les probabilités de différentes valeurs des projections 
des moments additionnés sur l’axe z et leurs valeurs moyennes. 


En résolvant le problème, utiliser les opérateurs J.. 

9.32. Montrer que la fonction de spin du système de particules 
de spin s — 1/2 répondant à l’état à valeur maximale possible de 
S — N/2 du spin total est symétrique relativement à la permutation 
des variables de spin de n'importe quelles deux particules. 
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Les fonctions de spin possèdent-elles une symétrie déterminée 
lorsqu'elles répondent à d’autres valeurs du spin total? Comparer 
au cas de V — 2. 

9.33. Dans un système de trois particules de spin s — 1/2 on 
a huit états de spin différents. Classer ces états suivant les valeurs 
du spin total du système. 

Chercher le système complet des fonctions de spin Wss. décri- 


vant les états à valeurs déterminées S, S, du spin total. 
9.34. Classer les états de spin d’un système à quatre particules 
de spin s — 1/2 suivant les valeurs du spin total S du système. 
9.35. Quelles valeurs moyennes non nulles des moments multi- 
polaires (d; — électrique dipolaire, u; — magnétique dipolaire, 
D;1 — électrique quadripôle) peut posséder un système se caracté- 
risant par une valeur déterminée J du moment complet valant: 
a) J = 0; b) J — 1/2? 


$ 2. Etats spatiaux de la particule avec spin 


9.36. Les états d’une particule à valeur déterminée de la projec- 
tion du spin sur la direction de l’impulsion sont appelés états héli- 
coidaux. Pour une particule de spin s — 1/2 chercher les fonctions 
d'ondes Y,,:1 décrivant les états à impulsion p, déterminée et 
à hélicité À — +1/2. 

9.37. Indiquer l'aspect de l'opérateur hélicité et montrer que 
cet opérateur commute avec l'opérateur moment total j = 1 +s 
de la particule. 

9.38. Pour une particule de spin s — 1/2, montrer que la dépen- 
dance spin-angulaire la plus générale de la fonction d'onde d'état 
Pie d'une particule (c'est-à-dire, d'état à moment orbital ! — 1 
et moment total j — 1/2) est de la forme 


W—(on)x, c'est-à-dire Ÿ, —0,pn/p; 


où % — () est un spineur arbitraire indépendant de la direction 


du vecteur n (n = r/r ou n = p/p suivant la représentation choisie, 
en coordonnées ou d'impulsion). 

Normer à l'unité la fonction d'onde mentionnée. 

Quelle est la distribution de l'impulsion de la particule dans 
l'état indiqué suivant les directions? Comparer au cas d'état s,,2. 

Après avoir calculé la valeur moyenne du vecteur moment total 
de la particule dans l'état considéré, établir la relation liant j au 
choix concret du spineur %. Chercher la forme des fonctions décri- 
vant les états à valeur déterminée j. — +1/2 de la projection du 
moment total sur l'axe z. 


8 2] ÊTATS SPATIAUX DE LA PARTICULE 57 


5.39. Analyser les états de la particule de spin s — 4/2 dont les 
fonctions d'ondes sont liées en représentation d’impulsion par la 
dépendance spin-angulaire de la forme 


Wi = ({+on)%x n = p/p 


(le spineur 4 = (;) ne dépend pas du vecteur n) suivant les valeurs 


des nombres quantiques suivants: du moment total de la parti- 
cule j, du moment orbital Î, de la parité, de l'hélicité À. 

5.40. Pour une particule de spin s — 1/2, montrer que la dépen- 
dance spin-angulaire la plus générale de la fonction d'onde d'état 
Py2 est de la forme 


Y — {2 (en) + i (enl o} z 


(le vecteur arbitraire c et le spineur % — (,) ne dépendent pas du 


vecteur n). 

Pour quel choix concret des composantes du vecteur c et du 
spineur % la fonction mentionnée plus haut décrit l’état p,. de la 
particule à valeur déterminée j, — +1/2, 3/2 de la projection du 
moment total sur l’axe z? 

5.41. Pour une particule de spin s — 1/2, chercher la dépendance 
spin-angulaire des fonctions d'ondes W;;; d'états aux valeurs 
déterminées du moment orbital /, du moment total j et de la projec- 
tion j- du moment total sur l’axe z au cas de j = L + 4/2. 

Résoudre le problème proposé par les deux procédés suivants: 


a) en utilisant les opérateurs projectifs P;: 


b) en se servant des opérateurs vers le haut (vers le bas) j+. 

9.42. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
le cas de j — ? — 1/2. 

5.43. Montrer que les fonctions W;;. étudiées dans les deux 


problèmes précédents sont liées par la relation 


Vans, = (on) Pass Lio j+ 1/2, n=— (ou a+). 


Le corollaire de cette relation est la forme identique des distri- 
butions angulaires en directions de l’impulsion de la particule dans 
les états aux valeurs données j et j, et aux différentes valeurs du 
moment orbital L,, — j + 1/2. 

9.44. Pour une particule de spin s — 1/2, chercher la dépendance 
spin-angulaire des fonctions d’ondes Y;5x (en représentation d'im- 
pulsion) décrivant les états de la particule aux valeurs déterminées j 
du moment total, de sa projection j, sur l'axe z et de l’hélicité À. 
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5.45. Pour une particule chargée de spin s — 1/2, chercher la 
valeur moyenne du vecteur du moment magnétique d'états W;1;. 


L'opérateur moment magnétique u est de la forme 
A a eh ES 
U=ho0+5— |, 


où lt, est le moment magnétique de spin de la particule (pour l'élec- 
tron u, — —e#i/2mc, pour le proton u, — 2,79e.k/2m,c, etc. 
e >> 0 est la grandeur de la charge de l’électron), e, sa charge. 


CHAPITRE 6 


MOUVEMENT DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE 


$ {. Particule chargée sans spin dans un champ magnétique 


6.1. Montrer qu'avec un calibrage déterminé du potentiel vec- 
toriel l'hamiltonien d'une particule chargée dans un champ magné- 
tique *) 


Â=g (p—< A (r)) 


peut prendre l'aspect 
; pee ee n en 
H — 2 Ap+ ; ce A?, 


Se convaincre de l’hermiticité de l’hamiltonien. 


6.2. Chercher l'opérateur vitesse v d'une particule chargée 
dans un champ magnétique. Etablir les relations de commutativite 


entre les différentes composantes de cet opérateur [v;, v,|, ainsi que 


[us, za]. 
6.3. Chercher pour une particule chargée se trouvant dans un 
champ magnétique homogène les opérateurs de coordonnées du 


centre de l'orbite D, du mouvement transversal (perpendiculaire au 


*) On utilise dans les problèmes de ce chapitre la représentation en coordon- 
nées, de sorte que À (r. f) == À (r, t). 
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champ magnétique), du carré du rayon vecteur de ce centre p° et 


du carré du rayon de l'orbite Piar. 

Etablir les relations de commutativité entre ces opérateurs et 
avec l’hamiltonien. 

6.4. Chercher les fonctions d'ondes normées de façon adéquate 
d'états stationnaires et les niveaux d'énergie d’une particule chargée 
sans spin dans un champ magnétique homogène pour des calibrages 
suivants du potentiel vectoriel : 

a) A, = 0, A, = ox, A: = 0; 

b) À; == — 8 0, À = 0, À; = (. 

6.5. Dans le problème précédent on a obtenu deux systèmes 
complets de fonctions Yp,p, €t Wnp,p. décrivant des états station- 


naires d'une particule chargée dans un champ magnétique homo- 
gène H, pour deux calibrages différents du potentiel vectoriel. 
Chercher la relation liant ces fonctions d'ondes. 

6.6. Chercher les fonctions d'ondes d'états stationnaires, ainsi 
que les niveaux d'énergie qui leur correspondent d’une particule 
chargée sans spin dans un champ magnétique homogène en se ser- 


vant du calibrage suivant du potentiel vectoriel: À — _ [Horl]. 


Quelle est la multiplicité de dégénérescence des niveaux énergéti- 
ques du mouvement transversal de la particule? Peut-on normer à 
l'unité les fonctions d'ondes d'états stationnaires du mouvement 
transversal ? 

6.7. Chercher le spectre des valeurs propres d'opérateurs 


carrés du rayon vecteur p; du centre de l'orbite du mouvement trans- 


versal et du rayon de l'orbite pi: d'une particule dans un champ 
magnétique homogène (voir 6.3). 

Montrer que les fonctions d'ondes W,,p. d'états stationnaires 
de la particule dans un champ magnétique homogène, obtenues 
dans le problème précédent, constituent les fonctions propres de 
ces opérateurs. 

6.8. Caractériser la distribution spatiale transversale d’une 
particule chargée dans un champ magnétique homogène d'états 


. . . € 
stationnaires W,,p, (voir 6.6) au cas de m = mr 


Discuter spécialement le cas de r >> 1 et effectuer le passage à la 
limite de la mécanique classique. 

6.9. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
n = 0. Discuter spécialement le cas de | m | > 1. 

6.10. Dans les problèmes 6.4 et 6.6 on a établi que les niveaux 
énergétiques du mouvement transversal d’une particule chargée dans 
un champ magnétique homogène sont discontinus. De plus, les 
fonctions propres de l’hamiltonien qui leur correspondent possè- 


60 MOUVEMENT DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE (CH. 6 


dent une propriété intéressante, à savoir: selon 6.4, elles ne se 
prêtent pas à la normalisation à l’unité (et par suite, ne décrivent 
pas la particule localisée dans un domaine limité de l’espace), or, 
selon 6.6, il existe des états stationnaires dans lesquels la particule 
est localisée dans un domaine limité de l'espace. 

Interpréter la propriété mentionnée des fonctions propres: la 
possibilité de choix de fonctions normées aussi bien que de non 
normées à l’unité. Comparer au cas d'états stationnaires du spectre 
discontinu d’une particule dans un puits de potentiel U (r). 

6.11. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d'ondes 
normées de façon adéquate d'états stationnaires d’une particule 
chargée sans spin se trouvant dans des champs magnétique et électri- 
que homogènes mutuellement perpendiculaires. 

6.12. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d'ondes 
normées d'états stationnaires d’un oscillateur sphérique chargé 
(particule chargée dans un champ central U (r) = kr“/2), placé 
dans un champ magnétique homogène. 

Au cas d’un champ magnétique faible, chercher la susceptibilité 
magnétique de l’oscillateur en état fondamental. 

6.13. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
un rotateur chargé plan (particule chargée effectuant un mouvement 
dans un plan à une distance donnée a d’un point), placé dans un 
champ magnétique homogène perpendiculaire au plan de rotation. 

6.14. Montrer que le spectre énergétique du mouvement trans- 
versal d’une particule chargée démunie de spin et placée dans le 
champ magnétique d’un solénoïde (le solénoïde est de longueur 
infinie et de section circulaire, de sorte que le champ magnétique 
a l’extérieur du solénoïde est nul et à l’intérieur est homogène et 
dirigé suivant son axe) est continu, quant au champ magnétique, 
il ne peut « lier » la particule, c’est-à-dire qu il n'existe pas d'états 
stationnaires dans lesquels la particule se localise suivant une direc- 
tion transversale au sein d’un domaine limité de l’espace. 

A la limite, quand le rayon du solénoïde R = o, il s'établit 
un champ magnétique homogène suivant tout l'espace au sein duquel 
le spectre du mouvement transversal de la particule est discontinu 
et il existe des états stationnaires localisés (voir. par exemple, le 
problème 6.6). Expliquer comment à partir d'un spectre continu 
pour À = on passe au spectre discontinu pour À = co. 

6.15. Montrer que le champ magnétique H (r), non nul dans un 
domaine limité de l’espace, ne peut « lier » une particule chargée 
sans spin, c’est-à-dire qu'il n'existe pas d'états stationnaires de la 
particule dans lesquels elle se localise dans un domaine limité de 
l’espace. 

6.16. Il est connu que dans des cas uni et bidimensionnel dans 
tout champ d'attraction une particule acquiert toujours des états 
du spectre discontinu dans lesquels elle se localise dans un domaine 


$ ? PARTICULE AVEC SPIN 61 


limité de l’espace. Pour le cas tridimensionnel ces états peuvent 
manquer si le puits de potentiel est de profondeur suffisamment 
faible. 

Montrer qu'en présence dans l'espace d’un champ magnétique 
homogène la particule chargée acquiert toujours dans un champ 
d'attraction quelconque U (r) satisfaisant aux conditions U (r) < 0, 
U (r} — 0 pour r — co, des états stationnaires dans lesquels elle 
se localise dans un domaine limité de l’espace (et non seulement 
suivant une direction transversale!), c'est-à-dire qu’en présence d'un 
champ magnétique tout puits peut «lier» la particule. 


$ 2. Particule avec spin dans un champ magnétique 


6.17. Chercher les fonctions d'ondes d'états stationnaires et les 
niveaux énergétiques qui leur correspondent d’une particule neutre 


de spin s — 1/2 et de moment magnétique de spin u, (tel que u = 


= 96) dans un champ magnétique homogène. 

6.18. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d’ondes 
d'états stationnaires du spectre discontinu du mouvement trans- 
versal d'un neutron dans le champ magnétique du solénoïde. 

6.19. Le neutron se trouve dans le champ magnétique station- 
naire de l’aspect 


lp = He = 0, PC x = H(D) 


(système de coordonnées cylindrique). Réduire le problème de la 
recherche des fonctions d'ondes d'états stationnaires du neutron et 
des niveaux d'énergie qui leur correspondent à la solution de l’équa- 
tion d'onde unidimensionnelle. 

6.20. Il existe dans un demi-espace x >> 0 un champ magnétique 
homogène de la forme 5%, = 3%, = 0, 3€, = 5€. Dans le domaine 
de zx << 0 le champ magnétique n’agit pas. Chercher le coefficient 
de réflexion des neutrons polarisés (c'est-à-dire des neutrons à valeur 
déterminée de la projection du spin sur l'axe z) sur la surface de 
séparation. 

Etudier les cas d incidence du neutron à partir de la partie de 
l’espace où se manifeste le champ magnétique ainsi que de celle où 
ce dernier ne se manifeste pas. Chercher la relation entre les angles 
d'incidence, de réflexion et de réfraction. Les neutrons incidents 
possèdent une impulsion donnée p 

6.21. Chercher les fonctions d'ondes d'états stationnaires et les 
niveaux d'énergie d'une particule chargée de spin s — 1/2 et de 
moment magnétique u, dans un champ magnétique homogène. 
Comparer aux résultats obtenus dans les problèmes 6.4 et 6.6. 
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6.22. Montrer que l’hamiltonien de Pauli d’un électron (de même 
que d'un méson pu) dans un champ électromagnétique peut se repré- 
senter sous la forme 


H= {o (p—eA/c)}? + ep (r). 
2u 

Est-ce que cette représentation de l’hamiltonien se justifie pour 
les autres particules de spin s — 4/2 (proton. neutron, etc.)? 

6.23. Montrer que dans le mouvement de l’électron dans un 
champ magnétique stationnaire la projection du spin sur la direc- 
tion de la vitesse de l'électron est une intégrale du mouvement. 

L'assertion du problème se conserve-t-elle pour une particule 
quelconque de spin s — 4/2? 

6.24. Montrer que le champ magnétique H (r), non nul dans un 
domaine limité de l’espace, ne peut « lier » l’électron, c'est-à-dire 
qu’il n'existe pas d’états stationnaires de l’électron pour lesquels 
il se localise dans un domaine limité de l’espace (comparer avec 6.15). 

dr nil se conserve-t-elle pour les autres particules de spin 
$=— 14/2? 


$ 3. Champ magnétique des courants orbitaux 
et du moment magnétique de spin 


6.25. Chercher le champ magnétique moyen H (0) se créant à l'ori- 
gine des coordonnées d’une particule chargée démunie de spin placée 
dans le champ coulombien du noyau U — —Ze*/r dans les états 
1s et 2p. 

6.26. Dans les conditions du problème précédent, chercher les 
éléments matriciels de l'opérateur moment magnétique de Ja 
particule entre les différents états se rapportant au niveau d'énergie 
au nombre quantique principal n = 2. 

6.27. Etablir la relation entre les valeurs moyennes des vecteurs 
du moment orbital Ï et du moment magnétique u pour une particule 
chargée démunie de spin placée dans un champ magnétique. 

Montrer que la relation obtenue ne contredit pas l’invariance de 
jauge. 

6.28. Chercher les composantes de la densité de courant pour une 
particule chargée démunie de spin placée dans un champ magnétique 
homogène dans l'état stationnaire YW,,,, (voir problème 6.6). 

6.29. Chercher les composantes de la densité de courant pour 
une particule chargée de spin s — 1/2 et de moment magnétique u, 
placée dans un champ magnétique homogène en état stationnaire 
Vamv.s. (voir problème 6.21 et comparer au résultat obtenu dans le 


problème précédent). 
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6.30. Un électron est placé dans le champ coulombien du noyau 
de charge Ze dans l’état fondamental. Chercher le champ magnétique 
moyen créé par l’électron dans l’espace. 

6.31. Chercher le champ magnétique moyen créé à l'origine des 
coordonnées par une particule de spin s = 1/2 et un moment'magné- 
tique u, se trouvant en état stationnaire s au sein d'un champ cen- 
tral. 


CHAPITRE 7 


VARIATION D'ÉTAT EN FONCTION DU TEMPS 


$ 1. Particules sans spin 


7.1. Déduire la règle de dérivation en temps du produit de deux 
opérateurs. 


A 


7.2. Chercher la forme de l'opérateur vitesse Y = r d'une parti- 
cule chargée démunie de spin placée dans un champ électromagnéti- 
que arbitraire. Comparer à 6.2. 


7.3. Chercher l'opérateur accélération w — v d’une particule 
chargée dans un champ électromagnétique. 

7.4. Montrer que la valeur moyenne de la dérivée en temps d'une 
grandeur physique, qui ne dépend pas explicitement du temps, est 
nulle dans l'état stationnaire du spectre discontinu. 

7.5. Montrer que la valeur moyenne de la force s'exerçant sur 
une particule en état stationnaire du spectre discontinu est nulle. 

On invite à résoudre le problème de deux manières: 

a) en se servant du résultat obtenu dans le problème précédent ; 

b) directement, en centrant l'opérateur force. 

7.6. Démontrer le théorème du viriel de la mécanique quantique. 

On invite à résoudre le problème par trois procédés : 


a) par centrage de l'opérateur d (pr)/at (de façon analogue à la 
démonstration utilisée en mécanique classique); 

b) en utilisant les propriétés extrémales des valeurs propres de 
l'opérateur de Hamilton (des niveaux d'énergie du système) et en 
étudiant la transformation d'échelle des fonctions d’ondes d'états 
stationnaires du système ; 

c) en utilisant le résultat obtenu au problème 1.28. 
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7.1. Montrer que pour le système de W particules chargées se 
mouvant dans un domaine limité de l'espace se vérifie l'égalité 
(la soi-disant « règle des sommes »; voir de même 14.18) 


2 9 . « 
5 Di (Em — En)daml2=N (i=1, 2, 3), 


mi 


Où (d;)hm Sont les éléments matriciels du moment dipolaire du systè- 
me, la sommation s'effectuant en tous les états stationnaires du 
système, pu et e — la masse et la charge de chaque particule. 

7.8. Discuter la question de conservation de la normalisation de 
la fonction d'onde d'état (sous forme intégrale et locale) d'une 
particule au cas où son interaction avec le champ extérieur se décrit 
par un potentiel hermitien non local, autrement dit quand l'opéra- 
teur énergie potentielle (en représentation de coordonnées) est un 
opérateur intégral à noyau U (r, r’): 


ÜY (r) = | U(r, r’) Ÿ (r’)dV”. 


Comparer au cas ordinaire de potentiel local ÜU = U (r). 

7.9. Etudier l'équation de Schrôdinger dans laquelle l'énergie 
potentielle est une fonction complexe: U (r) = U,(r) + iU, (r); 
L'os VU, étant des fonctions réelles (le soi-disant potentiel optique). 

Déterminer si la normalisation de la fonction d'onde se conserve 
dans le temps au cours du mouvement de la particule dans un tel 
champ. La variation de normalisation, en fonction du temps, de la 
fonction d'onde d'état peut s'’interpréter comme une absorption 
(ou une production) de particules dans le champ extérieur. Comment 
est lié le signe de la partie imaginaire du potentiel à la nature de ce 
processus ? 

1.10. L'état de la particule se trouvant dans un puits de potentiel 
rectangulaire de profondeur infinie et de largeur a (0<zxr<a) 
à l'origine des temps est de l’aspect 


YW(z, t—0) —A sin, 


Chercher la fonction d onde en un moment de temps arbitraire. 
Démontrer qu'au bout d'un certain temps T7 la particule revient 
à l’état initial. 

7.11. Comment varie en fonction du temps l’état d’un rotateur 
plan si à l'origine (t — 0) il se décrivait par la fonction d'onde 


Y (p, t = 0) = À sin? p? 
7.12. Un rotateur spatial à { — 0 se trouve dans l’état décrit 


par la fonction d'onde Y = À cos* 6. Chercher la fonction d'onde 
du rotateur en un moment de temps arbitraire. 
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3.13. L'état d'une particule libre au temps t = 0 est décrit 
par la fonction d'onde de la forme 


Y (zx, t=0)= Aexp(— +), 


Chercher la variation de l’état de la particule en fonction du 
temps, ainsi que les grandeurs moyennes suivantes: xt), p (t), 
(Az (t))*, (Ap (t))* (voir de même les problèmes 7.19 et 7.36). 

7.14. Aux conditions du problème précédent montrer que la 
largeur du paquet d'onde (Az (t)}* au temps t indépendamment des 
paramètres définissant la fonction d'onde de la particule pour { = 0, 
ne peut devenir aussi petite que l'on veut. 

7.15. Etudier pour t = 0 le paquet d'ondes normé 


Y(z, t=0) = | c(E) Ye(x) dE, | |Y 247 = 1, 


composé de fonctions propres YE (x) de l’hamiltonien d’une parti- 
cule, répondant aux niveaux énergétiques Æ du spectre continu. 

Montrer que dans l’état considéré la densité de probabilité de 
présence de la particule en tout point fixé de l’espace pour { + 
tend vers zéro (cette circonstance ne contredit pas la conservation de 
la normalisation de la fonction d'onde vu qu'avec la diminution 
de densité de probabilité la largeur du paquet s'accroît, le paquet 
s'étale). 

7.16. L'état d’une particule dans un puits fonctionnel 6 (voir 2.11) 
est décrit à l’origine des temps par la fonction d'onde 


Fr t=0)=Aexp(—$lzl, B>0. 


Quelle est la probabilité de rencontrer la particule sur le tronçon 
(x, x + dx) pour { —+ oo? Chercher la valeur de l'intégrale 


| [Y (x, = 00)|2 dx 


et la comparer avec sa valeur initiale. Interpréter le résultat obtenu. 

7.17. L'état d’une particule libre au temps t — 0 est décrit par 
la fonction d'onde normée Y, (x) (de plus, la fonction d'onde ®, (p) 
en représentation d’'impulsion est supposée connue). Chercher le 
comportement asymptotique de la fonction d’onde Y (x, t) pour 
{ — oo. Se convaincre de la conservation de la normalisation de la 
fonction d’onde. 

En guise d'illustration du résultat obtenu, étudier pour t{ —+ co 
la forme du paquet d’ondes examiné dans 7.13. 


5—-01572 
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7.18. Un oscillateur harmonique pour ?{ — 0 se trouve dans l'état 

décrit par la fonction d'onde de l'aspect 

Y(z, t=0)=Aexp| — En + ip |, 
où a — (h/mow)"/*. Chercher la variation d'état de l'oscillateur en 
fonction du temps, ainsi que les grandeurs moyennes suivantes: 
x (t), pt), (Az (t)}*, (Ap (t))* (voir de même 7.36). 

7.19. Chercher la fonction temporelle de Green G(x, t; x’, t”) 
pour une particule libre. Cette fonction satisfait à l'équation de 
Schrôdinger (en variables x, {) et pour t — t’ est égale à Ô (x — x’). 

En se servant de la fonction de Green obtenue, résoudre le problè- 
me 7.13. 

Généraliser le résultat obtenu au mouvement non gêné de la 
ss dans l’espace, c'est-à-dire chercher la fonction de Green 
Gr. t; t'). 

7.20. Cherchér la fonction temporelle de Green G (p, t; p’, t’) 
d’une particule libre en représentation d’impulsion. 

7.21. Chercher la fonction temporelle de Green pour le cas d’un 
mouvement non gêné de la particule sur un demi-axe, c'est-à-dire 
dans le champ 


oo, xz>0, 
U (= | 0, x<t(. 


7.22. Une paroi impénétrable décrite par le potentiel du problè- 
me précédent est frappée par un paquet d'ondes présentant pour 
t = 0 l'aspect 


2a2 


W(z, t=0)=Aexp [ “pee — Ets | 


(Po > 0, xo > 0; on suppose que x, > a, de sorte qu’on peut estimer 
W(z,t = 0) = 0 pour x > 0). 

Etudier la réflexion d'un paquet d'ondes de la paroi en se servant 
de la fonction temporelle de Green obtenue dans le problème précé- 
dent. 

7.23. Pour une particule placée dans un champ homogène U (x) = 
= —F,x, chercher la fonction temporelle de Green en représentation 
d’'impulsion. 

7.24. Pour une particule placée dans un champ homogène U (x) = 
— —F,x, chercher la fonction temporelle de Green en représentation 
de coordonnées. 

En se servant du résultat obtenu, étudier l’étalement du paquet 
d'ondes prenant pour t — 0 la forme 


W(z, 1=0)= Aexp [Re Ed), 
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7.25. Chercher la fonction temporelle de Green d'un escillateur 
harmonique. 

7.26. Chercher l'opérateur unitaire correspondant à la transfor- 
mation de Galilée, c’est-à-dire au passage à un nouveau système de 
référence inertiel. Se convaincre de l'invariance de l'équation de 
Schrôdinger relativement à cette transformation. 

Comment varie dans cette transformation la fonction d'onde 
de la particule en représentation de coordonnées et d'impulsion ? 

7.27. Chercher l'opérateur unitaire correspondant à la transfor- 
mation de jauge des potentiels du champ électromagnétique. Se 
convaincre de l’invariance de l'équation de Schrôdinger dans cette 
transformation. 

7.28. Comment faut-il transformer l’opérateur de Hamilton d'un 
système pour que dans une transformation unitaire dépendant 
manifestement du temps l'équation de Schrôdinger conserve sa 
forme? Comparer à la transformation canonique en mécanique 
classique. 

7.29. Chercher les opérateurs coordonnée et impulsion en 
représentation heisenbergienne de la particule libre. 

On invite à résoudre le problème de deux manières: 

a) en se servant de la transformation unitaire liant les opérateurs 
des grandeurs physiques en représentations heisenbergienne et 
schrôdingérienne:; 

b) en résolvant les équations du mouvement pour les opérateurs 
heisenbergiens. 

7.30. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
une particule placée dans le champ homogène Ü (x) = —F,x. 

7.31. Même question que dans les deux problèmes précédents, 
mais pour un oscillateur harmonique linéaire. 

7.32. Pour une particule chargée placée dans un champ magnéti- 
que homogène, chercher les opérateurs rayon vecteur, vitesse et 
impulsion de la particule en représentation heisenbergienne. Utiliser 
le jauge du potentiel vectoriel de la forme À = (0, 4x, 0) (le 
champ magnétique est dirigé suivant l'axe 2). 

On invite à résoudre le problème de deux manières mentionnées 
dans les conditions du problème 7.29. 

7.33. En partant des équations de mouvement d'opérateurs de 


Heisenberg, montrer que [p; (t), Th (t)] + Ôine 

7.34. Chercher la valeur du commutateur « hétérotemporel » 
[p (t), x (t’)] pour: 

a) une particule libre; b) une particule dans un champ homo- 


gène; c) un oscillateur. 
7.35. Pour les systèmes étudiés dans 7.29-7.31, chercher l'hamil- 


tonien H (t) et le comparer à H (t = 0). 
5e 
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7.36. En utilisant la forme des opérateurs de Heisenberg p (£), 


z (t). chercher la relation temporelle des grandeurs moyennes sui- 
vantes: x({f), pt). (Az (t)}*, (Ap (t))* pour: 
a) une particule libre: b) une particule dans un champ homo- 
gène: c) un oscillateur 
dans l'état décrit par la fonction d'onde de la forme 
L ; E Pot (z — 0)" 
Y (x) — A exp [Re Es |. 


2a 


7.37. L'hamiltonien d’un système est de la forme À — H, + Ÿ, 


‘où l'hamiltonien « non perturbé » Ho ne dépend pas manifestement 
du temps. Etudier la transformation unitaire de la représentation de 
Schrüdinger à une nouvelle, appelée représentation d’interaction, 


réalisée par l'opérateur unitaire U = exp (iH,t/i) (pour Ÿ =0 
cette transformation décrit le passage à la représentation de Heisen- 
berg). 

Quelle est la liaison entre les opérateurs des grandeurs physiques 
en représentation de Schrüdinger et en représentation d interaction ? 
Comment varient dans le temps les opérateurs et la fonction d'onde 
du système en représentation d'interaction ? 

7.38. Chercher la forme d'opérateurs coordonnée et impulsion, 
ainsi que celle de l'équation d’onde en représentation d'interaction 
pour une particule dans un champ homogène, en choisissant en 
guise d’hamiltonien non perturbé l'opérateur de Hamilton d’une 
particule libre. 

7.39. Mème question que dans le problème précédent, mais pour 
un oscillateur. 


$ 2. Particules douées de spin 


7.40. Chercher les opérateurs vitesse v et accélération w (en 
représentation de Schrôüdinger) d’une particule neutre à moment 
magnétique de spin non nul (par exemple, d’un neutron) placée 
dans un champ magnétique. 

7.41. Chercher la relation temporelle de la fonction d'onde de 
spin et des valeurs moyennes des composantes du spin d’une parti- 
cule neutre de spin s — 1/2 et de moment magnétique u placée 
dans un champ magnétique stationnaire homogène. 

7.42. Généraliser le résultat obtenu dans le problème précédent 
au cas d'un champ magnétique homogène non stationnaire dont la 
direction demeure invariable, c’est-à-dire H ({) = “#(t) ns. 

7.43. Montrer que dans le mouvement d’une particule chargée 
au spin et au moment magnétique de spin différents de zéro dans un 
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champ magnétique homogène, variable en fonction du temps H ({) 
(et un champ électrique arbitraire) la dépendance de la fonction 
d’onde de la particule des variables de spin et d'espace se distingue. 

7.44. Une particule de spin s — 1/2 et de moment magnétique u 
est placée dans un champ magnétique homogène H ({) de la forme 


Ex = F0 cos Wof, y — F0 sin Woo PA z = DÈ 4 


Où “L'or S£ys 0 Sont des constantes. 

Pour t = 0 la particule se trouvait dans l’état à projection du 
spin sur l’axe z égale à s, — 1/2. Chercher les probabilités des diffé- 
rentes valeurs de la projection du spin sur l’axe z au temps t. Discu- 
ter, en particulier, le cas où | 0/3, | & 1 ; noter dans ce cas l'effet 
de résonance intervenant dans la dépendance de la probabilité de 
« renversement » du spin de la pulsation «,. 

7.45. Pour une particule de spin s — 1/2 et de moment magnéti- 
que u placée dans un champ magnétique homogène stationnaire 


chercher les opérateurs vecteur du spin s ({) en représentation de 
Heisenberg. 

On invite à résoudre le problème de deux manières: 

a) en se servant de la transformation unitaire liant les opérateurs 
des grandeurs physiques en représentations de Heisenberg et de 
Schrôdinger ; 

b) en résolvant les équations de mouvement pour les opérateurs 
de Heisenberg. 

Déterminer la relation temporelle des valeurs moyennes des 
composantes du spin (comparer à 7.41). 

7.46. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
le cas d’un champ magnétique homogène non stationnaire dont la 
direction se conserve invariable. 

7.47. Résoudre le problème 7.44 en utilisant la représentation 
d'interaction (voir, par exemple, 7.37) et après avoir choisi en 
guise d’hamiltonien non perturbé 


H,= — pu 5610. 
7.48. Une particule de spin s — 1/2 et de moment magnétique pu 


est placée dans un champ magnétique homogène stationnaire de la 
forme 


TE x = 9 y =0, CR 2 = PE qe 


En se servant de la représentation d'interaction (voir, par exem- 
ple, 7.37) à hamiltonien de spin non perturbé À, = —u #10, cher- 
cher les probabilités de différentes valeurs de la projection du spin 
sur l'axe z à l'instant t si pour t — 0 la projection du spin de la 
particule sur l'axe z vaut s, — 1/2. 
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7.49. Aux conditions du problème 7.41 chercher la fonction tem- 
porelle de Green G,g (ft, t’) d’une particule (les indices &, B = 1, 2 
décrivent la variable de spin, c'est-à-dire que «&, sont des indices 
de spin). 

7.50. Mème question que dans le problème précédent, mais aux 
conditions du problème 7.42. 

7.51. Pour une particule neutre de spin s — 1/2 et de moment 
magnétique u placée dans un champ magnétique homogène station- 
naire chercher la fonction temporelle de Green Gg (r, t; r”, t’) 
(&œ, B étant les variables de spin). 

7.52. Généraliser le résultat obtenu dans le problème précédent 
au cas d’un champ magnétique homogène non stationnaire dont la 
direction se conserve invariable, c'est-à-dire H (t) = #£ (t) n,. 


CHAPITRE 8 


CALCUL DES PERTURBATIONS. 
PERTURBATIONS BRUSQUES ET ADIABATIQUES 


$ 1. Calcul des perturbations stationnaire 


8.1. Pour une particule placée dans un puits de potentiel de 
profondeur infinie et de largeur a (0 x << a), chercher en premier 
ordre du calcul des perturbations le déplacement des niveaux énergé- 
tiques sous l’action d’une perturbation de la forme (fig. 16): 


a) V(x)= (a —|2r—al); 
V,, b<xz<a—b, 
b) v (2) = | 0, 0O<r<b, a—b<r<a. 


Indiquer les conditions d’applicabilité du résultat obtenu. 

8.2. Montrer que la correction de premier ordre EU) apportée 
aux niveaux d'énergie de la particule du problème précédent pour 
une perturbation arbitraire V (x) ne dépend pas de nr au cas des 
valeurs suffisamment grandes de ce dernier. 

8.3. À un oscillateur linéaire chargé est imposé un champ électri- 
que homogène E dirigé suivant l’axe d'oscillation. En assimilant 
l'action du champ électrique à une perturbation, calculer en deux 
premiers ordres du calcul des perturbations le déplacement des 
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niveaux énergétiques de l'oscillateur. Comparer le résultat obtenu 
à la solution exacte (voir 2.6). 
8.4. Représentons l’hamiltonien de l’oscillateur sous la forme 


5 pt, ki, ot 
LE en dogs 


En assimilant de façon formelle le terme ax*/2 à une perturbation, 
calculer en deux premiers ordres du calcul des perturbations le 
déplacement des niveaux énergétiques de l’oscillateur. Comparer la 


UUx) 


Fig. 16 


réponse à la solution exacte. Quelle est la condition de convergence 
d’une série du calcul des perturbations ? 

8.5. À une particule se trouvant dans un puits de potentiel de 
profondeur infinie et de largeur a (0 zr<<a) est imposée une 
perturbation de la forme 


V(z)=", cos? , 


Calculer la variation des niveaux énergétiques de la particule 
en deux premiers ordres du calcul des perturbations. 

8.6. Aux conditions du problème précédent, chercher la correc- 
tion de troisième ordre à apporter à l'énergie d'état fondamental 
d'une particule. 

8.7. Chercher en deux premiers ordres du calcul des perturbations 
le déplacement des niveaux d’énergie d'une particule aux conditions 
du problème 8.1 sous l'effet de la perturbation V (x) — &ô (x — 
— a/2). Indiquer les conditions d’applicabilité du résultat obtenu. 

8.8. On sait que le calcul approché des fonctions propres de 
l'hamiltonien d'après le calcul des perturbations aboutit en pre- 
mier ordre à l'expression de la forme 


(0) LUS (0) .  __ Vr 
Pn & Pa +S ci k ’ Chh = = Tr » k=Æn, 
: = 
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quant à la valeur du coefficient Can elle demeure indéterminée 
(généralement elle est choisie égale à zéro: c;};} = 0). 

Expliquer la nature de cette indétermination de la valeur ci. 
Est-ce que cette indétermination demeure avec le calcul de ct?) dans 


l'approximation d'ordres supérieurs du calcul des perturbations? 

8.9. Un rotateur plan de moment d'inertie Z et de moment 
électrique dipolaire d est placé dans un champ électrique homogène 
E, se trouvant dans le plan de rotation. En assimilant l’action du 
champ à une perturbation, chercher la polarisabilité de l’état fonda- 
mental du rotateur. 

8.10. Aux conditions du problème précédent, chercher en deux 
premiers ordres du calcul des perturbations le déplacement et la 
fission des niveaux énergétiques d'états excités du rotateur. Indiquer 
les fonctions correctes de l’approximation zéro. Discuter spéciale- 
ment le cas du premier niveau excité. 

8.11. Un rotateur spatial de moment d'inertie Z et de moment 
dipolaire d, parallèle à l’axe du rotateur, est placé dans un champ 
électrique homogène E, assimilé à une perturbation. Chercher la 
polarisabilité de l’état fondamental du rotateur. 

8.12. Aux conditions du problème précédent, chercher en premier 
ordre du calcul des perturbations le déplacement des niveaux d'’éner- 
gie d'états excités du rotateur. Quelle est dans ce cas la nature de la 
levée de dégénérescence des niveaux? Observe-t-on en ordres supé- 
rieurs du calcul des perturbations une levée subséquente de dégéné- 
rescence ? 

8.13. Chercher la fission du premier niveau d'énergie excité d’un 
oscillateur harmonique plan sous l’effet d’une perturbation de la 
forme V = axy (le plan x, y est celui des oscillations) en premier 
ordre du calcul des perturbations. Indiquer les fonctions correctes 
de l’approximation zéro. Comparer à la solution exacte. 

8.14. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
le second niveau d'énergie excité de l’oscillateur. 

8.15. Une particule se trouve au sein d’un ellipsoïde de révolu- 
tion impénétrable, c’est-à-dire 


2 3 
0, EL + < 1, 


U (x, y, z) = s _2 
o, EP + +4, 


a? 


avec | a — b | € a. Chercher en premier ordre du calcul des pertur- 
bations le déplacement du niveau énergétique d'état fondamental 
de la particule par rapport au niveau d’une particule dans un puits 
sphérique de même volume que celui de l’ellipsoïde. 

8.16. Généraliser le résultat obtenu dans le problème précédent 
au cas d'états excités de la particule. Discuter la question de la 


& 1] CALCUL STATIONNAIRE 13 


nature de la levée de dégénérescence d'après les projections du: 
moment de la particule en approximation du premier et d'ordres 
supérieurs du calcul des perturbations. 

8.17. Une particule se trouve dans un champ central de la forme: 
_ Vo 
U(r)— 7” exp(r/a)—1 ? 
avec ma°U ,/k* 5 1. Chercher en premier ordre du calcul des pertur- 
bations la différence entre les niveaux énergétiques du bas du spectre- 


et les niveaux d'énergie dans un champ coulombien U (r) = —U,air. 
Noter la levée de dégénérescence coulombienne « accidentelle » des- 
niveaux. Indiquer la condition d’applicabilité du résultat obtenu. 

8.18. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
le potentiel de Yukawa U (r) — —« exp (—r/a)/r avec la condition 
maalh? 51. 

8.19. Chercher la forme approchée des fonctions d'ondes d'états. 
stationnaires et les niveaux d'énergie du bas du spectre d'un rotateur 
plan de moment dipolaire d dans un champ électrique intense E,, 
pour lequel Jd& ,/k° 5 1. Indiquer la condition d’applicabilité du 
résultat obtenu. 

8.20. Pour une particule se trouvant dans un champ central 
de la forme 


U(r) = —œ/rr, 0<p<2, 


chercher les niveaux d'énergie EA 1 du spectre discontinu à grande- 


valeur du moment ! 5 1 (et à valeur pas trop grande du nombre: 
quantique radial n,). Indiquer la condition d'applicabilité du résul- 
tat obtenu. Au cas d’un champ coulombien (p = 1), comparer à la 
solution exacte du problème. 

8.21. Chercher les niveaux énergétiques du mouvement « trans- 
versal » d’une particule chargée dans le champ d'un filament infini 
chargé uniformément au cas de grandes valeurs de la projection dw 
moment de la particule sur la direction du filament. Indiquer les 
conditions d’applicabilité du résultat obtenu. 

8.22. En s'appuyant sur les résultats des problèmes 2.57 et 2.59: 
dans lesquels on a établi la forme intégrale de l'équation de Schrô- 
dinger et on a obtenu pour les coefficients de réflexion et de pénétra- 
tion des particules les expressions au moyen de valeurs de la fonction 
d'onde dans le domaine d'action du potentiel ; discuter la possibilité- 
de calcul de ces coefficients en recourant au calcul des perturbations. 
(en approximation de premier ordre). Indiquer les conditions d'appli- 
cabilité de l'étude menée. Comparer au résultat obtenu dans 8.37. 

Appliquer le résultat obtenu au champ U (x) admettant une solu- 
tion exacte du problème (par exemple, 2.47, 2.48, 2.52). 
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$ 2. Calcul des perturbations non stationnaire. 
Transitions dans le spectre continu 


8.23. Sur une particule se trouvant pour t —— — en état fonda- 
mental au sein d’un puits de profondeur infinie et de largeur a agit 
un champ homogène de faible intensité variant avec le temps sui- 
vant la loi: 

a) V(z, t) = —zxF, exp (—t*/+°); 

b) V(x, t) = —xF, exp (—|t [/r); 

c) V(z, t) = —2F iii + (t/x)]. 

Calculer en premier ordre du calcul des perturbations les proba- 
bilités d’excitation de différents états de la particule pour t — co. 
Indiquer les conditions d’applicabilité des résultats obtenus. 

8.24. Un oscillateur linéaire est soumis à l’action d’un champ 
électrique homogène variant avec le temps suivant la loi: 

a) £ (t) = 6, exp [— (t/x)°]; 

b) € (t) = ésexp(— |t |[/x). 

En admettant qu'avant la mise en action du champ (pour t + 
— —oo) l'oscillateur se trouve dans le n-ième état stationnaire, 
chercher en premier ordre du calcul des perturbations les probabi- 
lités d’excitation de ses différents états pour { —+ oo. 


8.25. Résoudre le problème précédent pour un champ variant 
suivant la loi: 


e (t) cn [1 + (t/x)° lt, 


pour une impulsion donnée de la force P,. Discuter les cas limites 
OT 1 et ot > 1. 

8.26. Sur un rotateur plan à moment dipolaire d agit un champ 
électrique homogène variant avec le temps E (t) = f(t)E,. Avant 
la mise en action du champ, le rotateur possédait une valeur déter- 
minée m de la projection du moment. Calculer en premier ordre du 
Calcul des perturbations les probabilités de différentes valeurs de la 
projection du moment et de l'énergie du rotateur pour t —+ co. 
Etudier les relations concrètes 6({) de l'aspect mentionné dans les 
conditions du problème 8.24. 

8.27. Résoudre le problème, analogue au précédent, pour un 
rotateur spatial dont le moment dipolaire est parallèle à son axe. 
Avant la mise en action du champ, le rotateur se trouvait dans 
l’état aux nombres quantiques !, L. = m; le champ électrique est 
dirigé suivant l'axe z. 

8.28. Obtenir l'expression de l'amplitude de transition du systè- 
me du n#-ième état initial (pour t —> —c) du spectre discontinu 
au k-ième état final (pour t —— +) en deuxième ordre du calcul des 
perturbations non stationnaire. On pose que la perturbation pour 
{— +oo est nulle. 
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8.29. Comme on le sait, l'application du calcul des perturbations 
non stationnaire au calcul des probabilités de transition du système 
du n-ième état initial au k-ième état final en premier ordre aboutit 
aux amplitudes de transition valant 


O0 
i | 10 nt : 
Gun ah — 7 | Vin(tetantdt; kæn, 
— © 


on 
Ann 1—+ À V,, (t)dt. 


La grandeur W, — | a,, |* est la probabilité du système de 
conserver son état initial. Si l’on profite de l’expression mentionnée 
plus haut de l’amplitude «,,, on aboutit à W, > 1, ce qui est en 
contradiction avec la conservation de la normalisation de la fonction 
d'onde d'état. Fournir l'explication de ce paradoxe et dégager la 
loi de conservation de la normalisation de la fonction d’onde d'état 
avec prise en compte des transitions en premier ordre du calcul 
des perturbations. 

8.30. Aux conditions du problème 8.24, chercher en deuxième 
ordre du calcul des perturbations les probabilités des transitions 
de l'oscillateur interdites en premier ordre *). Comparer les proba- 
bilités W(n— n + 2) et Win—n+i). 

8.31. Sur un rotateur plan de moment dipolaire d et se trouvant 
dans l’état fondamental agit un champ électrique homogène de 
faible intensité E (t) = é(t) n, situé dans le plan de rotation et 
variant avec le temps suivant la loi 


0, t<0, 


8, —| Épexp(—tit), t>0. 


Chercher en deuxième ordre du calcul des perturbations non station- 
naire les probabilités des transitions du rotateur (pour t —> co) 
interdites en premier ordre. Comparer aux valeurs des probabilités 
des transitions permises en premier ordre du calcul des perturba- 
tions. 

8.32. Mème question que dans le problème précédent, mais pour 
un rotateur spatial se trouvant avant la mise en action du champ en 
état fondamental (voir de même 8.27). 


*) C'est-à-dire des transitions pour lesquelles WG) (n —> k) — 0. 
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8.33. Sur un système se trouvant pour { 0 au n-ième état 
stationnaire du spectre discontinu de l’hamiltonien H, est superposée 


pour t >> 0 une perturbation de l'aspect V (ft) = V, sin ot, où V, 
est indépendant du temps. Chercher la fonction d'onde du système 
pour t > 0 en premier ordre du calcul des perturbations. [Indiquer 
les conditions d’applicabilité de l'étude. Discuter spécialement le 
cas où la pulsation d’excitation w, est proche d’une des pulsations 
de transition wo — (Ef° — Eh (le k-ième état appartient 


également au spectre discontinu de l’hamiltonien À). 
8.34. Sur un système se trouvant pour { — —o au n,-ième état 


stationnaire du spectre discontinu de l’hamiltonien H,, correspon- 
dant à la double dégénérescence du niveau £E’, est superposée une 


perturbation de l'aspect V — V,f(t), où V, est indépendant du 
temps, |f1< 1, f(t)—0 pour { — — co. Chercher la fonction 
d'onde du système en approximation « zéro » à l'instant quelcon- 
que t. Pour simplifier, on peut supposer que les éléments matriciels 
de la perturbation possèdent les propriétés 


(Vo)nins = (Volnins = 0 (Vo)nins = (Vo)nin = Vo; 
M, NA étant deux états indépendants se rapportant au niveau double- 


ment dégénéré E} de l’hamiltonien non perturbé A 

À quelle condition pour le calcul de la fonction d'onde Y (t) 
en premier ordre du calcul des perturbations pourrait-on appliquer 
l'approche standard exposée, par exemple, dans la solution du 
problème 8.28? 

8.35. Sur une particule se trouvant pour t << 0 en état fondamen- 
tal au sein du champ U (x) — —aû (x) (voir 2.11) agit, pour t > 0, 
un champ homogène de faible intensité de l'aspect V (x, t) = 
—= —2F, sin œ,t. Chercher la probabilité W, (ft) qu’à l'instant t la 
particule demeure liée au champ du puits. Poser w, > |E, | 
(| £o | étant l’énergie de liaison de la particule: pour des particules 
d'énergie E © | E, | l’action du potentiel peut être assimilée à une 
perturbation, voir 8.22 et 8.37). | 

8.36. Résoudre le problème précédent pour une pulsation o, 
d'excitation arbitraire. Est-ce que la particule peut « quitter » le 
puits si ko << | E, |? 

8.37. Une particule se trouve dans un champ unidimensionnel 
U (x); U (x) — 0 pour x — + oo. En assimilant l’action du champ 
à une perturbation, chercher les coefficients de réflexion et de péné- 
tration des particules d'énergie E en recourant au calcul des perturba- 
tions dans un spectre continu. Indiquer les conditions d’applicabilité 
de ET engagée. Comparer au résultat obtenu dans le problè- 
me 8.22. 
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S 3. Perturbations brusques 


8.38. Dans le cadre du calcul des perturbations non stationnaire, 
obtenir les expressions de probabilités des transitions du système 
sous l'effet de perturbations caractérisées par la relation temporelle 
suivante : 


a) inclusion instantanée : V (t) — Fon (t). c'est-à-dire 


| 0, 1<0, 
V (4) : : >: : 
V,, 10. (Ÿ, est indépendant du temps) ; 


b) opération « impulsionnelle »: V (t) = WW, (t). 

Quelle est la condition d’applicabilité des expressions obtenues 
si l'inclusion (et la mise en arrêt dans le cas b)) de la perturbation 
n'est pas instantanée mais dure le temps fini T? 


8.39. Le système décrit par l’hamiltonien À, se trouve dans le 
n-ième état stationnaire du spectre discontinu. Pour t = 0 l’hamil- 
tonien du système varie brusquement et devient égal (pour t >> 0) 


à À — He + A (H, ÿ, ne dépendent pas du temps). Chercher les 
probabilités de différents états stationnaires du système pour { > 0. 


Pour une petite perturbation Vo, comparer au résultat obtenu dans 
le problème précédent. 


8.40. L'hamiltonien du système est de la forme H — À, + 


— W”,6 (t). Pour t 0 le système se trouvait dans le n-ième état 
stationnaire du spectre discontinu. Chercher les probabilités de 
différents états stationnaires du système pour { > 0. Pour une 


petite perturbation V — W,6 (£), comparer au résultat obtenu dans 
le problème 8.38. 


Pour le cas de W, — —zxP,, fournir une interprétation parlante 
du résultat obtenu. 

8.41. Une particule se trouve en état fondamental au sein d'un 
puits de potentiel de profondeur infinie et de largeur a (0 x < a). 
A un certain instant de temps la paroi droite du puits se déplace 
en un temps bref t au point b (b > a). Chercher les probabilités 
d’excitation de différents états stationnaires de la particule après 
l'arrêt de la paroi. Indiquer les conditions d'applicabilité des résul- 
tats obtenus. Etudier le cas de b = 2a. 

8.42. Une particule se trouve en état fondamental au sein d’un 
puits de potentiel rectangulaire de faible profondeur et de largeur a. 
Brusquement la largeur du puits varie jusqu’à la valeur b — a, la 
profondeur restant la même. Quelle est la probabilité pour la parti- 
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cule de quitter le puits? Quelle est l'énergie moyenne de la parti- 
cule quittant le puits? 

8.43. Résoudre le problème analogue au précédent pour le cas 
de variation brusque de n fois (nr — 1) de l'énergie potentielle, 
c'est-à-dire de la profondeur, la largeur demeurant inchangée. 

8.44. Üne particule se trouve en état fondamental au sein d’un 
puits fonctionnel 6, c'est-à-dire que U (x) = —«ô (r). Brusquement 
le paramètre & caractérisant la « profondeur » du puits varie et 


devient égal à &. Chercher la distribution en impulsions des parti- 
cules quittant le puits à la suite de ce processus. Poser que les 
fonctions d'ondes du spectre continu peuvent être approximées au 
moyen d'ondes planes. Indiquer les conditions d’applicabilité du 
résultat obtenu. 

8.45. Üne particule se trouve en état fondamental au sein du 
champ UÙ (x) — —aô (x). Pour t — 0 le puits commence à se mou- 
voir à la vitesse V. Chercher la probabilité de l’entraînement de la 
particule par le puits. 

8.46. Sur un oscillateur chargé se trouvant en état fondamental 
agit brusquement un champ électrique homogène dirigé suivant 
l’axe des oscillations. Chercher les probabilités d'excitation de 
différents états de l'oscillateur après inclusion du champ. 

8.47. Le «point de suspension » d’un oscillateur linéaire se 
trouvant en état fondamental commence à se mouvoir avec une 
vitesse constante V à l'instant { — 0. Chercher les probabilités 
d'excitation de différents états de l'oscillateur pour t > 0. 


$ 4. Approximation adiabatique 


a) Approximation adiabatique dans les problèmes non stationnaires 


8.48. L'hamiltonien H (p, q, À (t)) d'un système exécutant un 
mouvement fini unidimensionnel *) dépend manifestement du temps. 
Pour chaque instant t on suppose connus le spectre des valeurs 
propres £, (t) de l’hamiltonien « instantané » et le système complet 
de fonctions propres orthonormées correspondantes W, (q, t). 

Ecrire l'équation d'onde du système en représentation dont la 
base est le système de fonctions Y, (q, t). 

8.49. L'hamiltonien du système caractérisé au problème précé- 
dent constitue une fonction du temps t variant lentement. En posant 


._*) La restriction aux systèmes unidimensionnels adoptée dans les pro- 
blèmes 8.48 et 8.49 n’a rien de catégorique, et l'étude menéc dans ces problèmes 
peut être généralisée aux systèmes à plusieurs degrés de liberté. 


8 4] APPROXIMATION ADIABATIQUE 19 


que le système se trouve pour t — 0 dans le n-ième état quantique. 
chercher sa fonction d'onde pour t > 0 en premier ordre du calcul 
des perturbations adiabatique et indiquer les conditions d'applica- 
bilité du résultat obtenu. 

8.50. Sur un oscillateur chargé se trouvant pour { —— — © ei 
état fondamental agit un champ électrique homogène de la forme: 


a) € (t)=Æ€oexp(— 11/7) ; 


} 0, t<U, 
b) € o= | Eo(l— et), 1>0. 
Chercher les probabilités d’excitation de différents états de l’oscilla- 
teur pour t—> + oo en premier ordre du calcul des perturbations. 
adiabatique. Indiquer les conditions d’applicabilité des résultats 
obtenus. 

8.51. Sur un rotateur plan à moment dipolaire d et se trouvant. 
en état fondamental agit pour t > 0 un champ électrique homogène: 
de la forme Et) — é(t)n,, où ét) = € 11 — exp (—t/x)]. 
Chercher la fonction de distribution suivant les projections du 
moment du rotateur pour {—> + oo au cas où dé 1 > K°, mais 
d£El® € Th° (un champ intense qu'on inclut lentement). 

8.52. Une particule se trouve dans le champ de deux puits fonc- 
tionnels 6 


U (x, t) = —a [6 (x — L (t)/2) + 8 (x + L (t)/2)1. 


Pour { —> — les puits se situaient à une distance infinie l'un: 
de l’autre et la particule était liée à l’un des puits. La distance. 
entre les puits L (t) diminue lentement et à un instant T les puits. 
«se confondent » en un seul: U (rx) — —2aë (x). Quelle est la 
probabilité de ce que dans ce cas la particule demeure en état lié? 


b) Approximation adiabatique dans les problèmes stationnaires 


8.53. L'hamiltonien du système composé de deux sous-systèmes. 
est de la forme 


À = H,(x)+V(x, D +4, (®, 


où z, ë sont les coordonnées du 1-er et du 2-ième sous-systèmes. 
V (x, £) décrit l'interaction entre ces derniers. En posant que les 
fréquences caractéristiques du 1Â-er sous-système (« rapide ») sont 
beaucoup plus grandes que celles caractérisant le 2-ième sous-système 
(« lent »), réduire le problème du calcul approché des niveaux énergé- 
tiques et des fonctions d'ondes qui leur correspondent du système 
complet à la solution d'équations de Schrôdinger des sous-systèmes 
particuliers. 
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8.54. Une particule se trouve dans le champ bidimensionnel 
U (x, y) de la forme 


D. it 

TE | 
U(x, y) = ENS ni | 
CO, TT : 


avec b >> a. Chercher les niveaux énergétiques de la partie inférieure 
«du spectre et les fonctions d'ondes qui leur correspondent. 

8.55. Une particule se trouve à l’intérieur d'un ellipsoïde de 
révolution impénétrable, c’est-à-dire 


0, + E<t, 
U (x, y, 5) = 


z+y® 2! 
D, —5-+r> 1, 


avec b € a (un ellipsoïde très applati). Chercher les niveaux d’éner- 
gie de la partie inférieure du spectre et les fonctions d'ondes qui leur 
‘correspondent. 

8.56. Mème question que dans le problème précédent, mais pour 
le cas de b 5 a (un ellipsoïde très allongé). 

8.57. L'hamiltonien d’un système est de la forme 


A A 


P= (22 y2 
+ + EE Lazy, al <E, 


avec M 5 m (deux oscillateurs couplés aux masses fortement dif- 
férentes). Chercher les niveaux d'énergie du système et les fonctions 
d'ondes qui leur correspondent en se servant de l’approximation 
adiabatique. 

Ce problème possède une solution exacte. Chercher cette solution 
‘et la comparer au résultat de l'étude adiabatique. 

8.58. Deux particules aux masses se distinguant fortement 
M 5 m se situent dans un puits de potentiel de profondeur infinie 
et de largeur a. Les particules interagissent entre elles, tels des 
points impénétrables, c'est-à-dire 


0, Ix—ml>e, Ee<a, 


U LT -| 
interact (Zi, T2) O0, |[ti—2|<E 


(zx, 2 étant les coordonnées des particules). Chercher les niveaux 
d’ énergie de la partie inférieure du spectre et les fonctions d'ondes 
qui leur correspondent. 
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CHAPITRE 9 
APPROXIMATION QUASI CLASSIQUE 


$ 1. Quantification des niveaux d’énergie. Fonctions d’ondes 
quasi classiques 


9.1. Obtenir l'expression quasi classique des niveaux d'énergie 
d’un oscillateur harmonique linéaire. Indiquer la condition d'appli- 
cabilité du résultat obtenu. Comparer à la 
solution exacte. 

9.2. Obtenir la règle de quantification 
des niveaux d'énergie et chercher les fonc- 
tions d’ondes quasi classiques qui leur cor- 
respondent au cas d’un potentiel de la for- 
me donnée sur la figure 17. 

9.3. Obtenir l'expression quasi classi- 
que des niveaux d'énergie d’une particule 
placée dans un champ de pesanteur homo- 
gène pour le cas où son mouvement est 
limité par le bas par un miroir parfait. Indi- Fig. 17 
quer la condition d’applicabilité du résul- 
tat obtenu (quoique pour les niveaux énergétiques inférieurs nr — 1 
l'approximation quasi classique soit formellement inapplicable, il 
est utile de comparer le résultat obtenu pour r = 0 à la valeur 
exacte de l’énergie d'état fondamental (voir 2.15)). 

9.4. Pour une particule se trouvant dans le champ 


U(z) = Uolzlal; U,>0, v>0, 


chercher dans l’approximation quasi classique comment varie 
l'écartement entre des niveaux d'énergie voisins avec l’accroisse- 
ment de » en fonction de la valeur du paramètre v. Quelle est la 
densité d'états du spectre discontinu ? 

9.5. Chercher dans l’approximation quasi classique la densité 
d'états du spectre discontinu d’une particule située dans un puits 
de potentiel unidimensionnel à un minimum de l'énergie poten- 
tielle. 

9.6. L'énergie potentielle de la particule au voisinage du point 
z, prend la forme U(r)& +alz—zx, |; v > 0. Pour quelles 
valeurs du paramètre v la solution de l’équation de Schrüdinger est 
de l'aspect quasi classique au voisinage de ce point? Est-ce que la 
solution est de la forme quasi classique pour v = 2? 

9.7. Pour une particule se trouvant dans le champ central U (r) = 
= —ar*; &œ > 0, v > 0, établir dans quel domaine de l’espace la 
solution de l’équation de Schrôdinger pour l’état s d'énergie £ = Ü 
possède une forme quasi classique. 


@—01572 
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9.8. En se servant de l’approximation quasi classique, chercher 
les niveaux énergétiques supérieurs du spectre discontinu (c’est-à- 
dire les niveaux à E, — 0) d’une particule dans le champ U (x) 
de la forme 


—afx*, 2z2>a (a>0), 
CO, IT a. 


LUE 

Indiquer les conditions d’applicabilité du résultat obtenu. 

9.9. Obtenir dans l’approximation quasi classique les fonctions 
d'ondes et les niveaux d'énergie d'états s d’une particule dans le 
champ coulombien U (r) — —a/r. Comparer le résultat obtenu à la 
solution exacte du problème. 

9.10. Généraliser le résultat du problème précédent au cas d’un 
champ central de la forme Ù (r) = —ar"; 0<v<2. 

9.11. Généraliser le résultat du problème 9.9 au cas d'états 
stationnaires d’une particule dans le champ coulombien à moment 
non nul. 

9.12. En se servant de l’approximation quasi classique, chercher 
les valeurs des paramètres du potentiel 


_ L'oa 
PRE res : 

correspondant aux nouveaux états du spectre discontinu de la parti- 
cule engendrés par l’approfondissement du puits. Indiquer les 
conditions d’applicabilité du résultat obtenu. 

9.13. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
le cas d’un potentiel 

Uoa* 

7 a+ 

9.14. Une particule se trouve dans un puits de potentiel U (x) 
acquérant pour zx — oo la forme U(xr) | x |; v > 2. 

Obtenir dans l’approximation quasi classique la formule permet- 
tant de déterminer les valeurs des paramètres du potentiel auxquelles 
dans le champ sont engendrés de nouveaux états du spectre discon- 
tinu à mesure que le puits s’approfondit. 

9.15. Pour une particule se trouvant dans le champ U (x) = 
= U,|zxla |" (Us > 0, v > 0), établir aux quelles valeurs du para- 
mètre v on est en mesure d'utiliser les formules standard de l’appro- 
che quasi classique: règle de quantification de Bohr-Sommerfeld 
et conditions de raccordement des fonctions d'ondes quasi classi- 
ques au voisinage des points de rebroussement, s'appuyant sur 
l'approximation linéaire de l'énergie potentielle. 

9.16. En partant de la règle de quantification de Bohr-Sommer- 
feld, obtenir l'expression du déplacement des niveaux énergétiques 


U (x) — 
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d’une particule avec la variation de l'énergie potentielle de la 
petite grandeur ÔU (x). 

Montrer que le résultat acquis concorde bien avec celui vbtenu 
en premier ordre du calcul des perturbations stationnaire. 

9.17. Démontrer le théorème du viriel dans le cadre de l’appro- 
ximalion quasi classique. 

9.18. En posant connu le spectre énergétique Æ£, d’une particule, 
chercher son énergie cinétique moyenne dans le n-ième état station- 
naire pour nr >> 1. 

9.19. En approximation quasi classique, chercher les éléments 


matriciels Fr de l'opérateur F de la forme F — F (x) au cas où 
|m—nl1, c'est-à-dire à des états voisins en énergie. Etablir la 
correspondance entre les éléments matriciels F,,, et les composantes 


de Fourier À, de la fonction F(x(t)) en mécanique classique 


F(z(t)) = >, Feisut, F,= + 


== = © 


F(z(t)e-isst dt. 


©, Vu] 


où T = 2x/w est la période de mouvement au sein du champ con- 
cerné d’une particule classique d'énergie £, Æ Em. 

Chercher en approximation quasi classique les éléments matri- 
ciels de la coordonnée de l’oscillateur et les comparer aux valeurs 
exactes. 

9.20. Généraliser le résultat obtenu au problème précédent au 


cas de l'opérateur F — F (p). La fonction F (2) peut être développée 
en série F = > c,zk. 

9.21. Le champ U (x) est constitué de deux puits de potentiel 
identiques (7 et II, voir fig. 18) séparés par une barrière. Si la bar- 
rière était étanche pour la particu- 
le, il existerait des niveaux d'’éner- U( x) 
gie répondant au mouvement de la 
particule seulement dans un des 
puits (le premier ou le second), 
les mêmes pour les deux puits. 
La possibilité de franchir la bar- 
rière conduit à la levée de la dégéne- 
rescence et à la fission de chacun | 
de ces niveaux en deux niveaux —a —b 0 b a x 
voisins correspondant à des états Fio 48 
dans lesquels la particule se meut ë 
simultanément dans les deux puits. 

Déterminer l'ampleur de la fission des niveaux en approximation 
quasi classique. 

9.22. En se servant de l'approche quasi classique, établir la 


ç6* 
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règle de quantification du moment et chercher la forme asymptotique 
des fonctions sphériques Y'/m. 

Indiquer les conditions d'applicabilité des résultats obtenus. 

9.23. Méme question que dans le problème précédent. mais pour 
le cas de l—Im|l-1(Im|>1). 

9.24. Même question que dans les deux problèmes précédents, 
mais pour le cas de Ï|m|— 1. 

9.25. A partir de la solution de l'équation de Schrüdinger pour 
un osCillateur linéaire en approximation quasi classique, chercher 
l'asymptotique des polvnômes d'Hermite H, (x) pour n — œ (et 
un zx fixé). 


$ 2. Franchissement des barrières de potentiel 


9.26. Calculer en approximation quasi classique le coefficient 
de transparence d’une barrière parabolique de la forme 


U,(1—zx°;a), |x| <a, 
F = 
FE 0, Iz|> a. 


Indiquer le critère d'’applicabilité du résultat obtenu (avec 
discussion spéciale du cas des particules lentes E — O0). 

9.27. Apprécier en approximation quasi classique le coefficient 
de transparence de la barrière de la forme 


u Ô, z<ÜÛ, 
— 
(x) U,(i—zx/a), > 0. 


Quelle est la précision du résultat obtenu (comparer à 9.31 
et 9.32)? 

9.28. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
une barrière de la forme 


0, 0, 
U (= | 2 


Usexp(—z/a), x>0 
(voir de même 9.31). 
9.29. Calculer en approximation quasi classique le coefficient 
de transparence de la barrière 
bo 
ch° (z/a) ° 


U (x) — 


Comparer le résultat obtenu à la valeur exacte (voir 2.52). 
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9.30. Chercher en approximation quasi classique le coefficient 
de transparence de la barrière 


- ue Ua? 
PU 
pour une énergie suffisamment petite de la particule. 
9.31. Chercher sous une forme quasi classique le facteur préex- 
ponentiel du coefficient de transparence de la barrière de la forme 


Ô, z< 0, 
U (x) — 2 
U(x), zx>0 


(il est admis que pour x >> 0 sont remplies les conditions d’applica- 
bilité de l’approche quasi classique). 

9.32. Dans l'expression du coefficient de transparence de la bar- 
rière étudié dans 9.27 faire une correction sur le facteur préexponen- 
tiel en accord avec le résultat obtenu dans le problème précédent et 
comparer à la solution exacte (voir 2.53). 

9.33. Discuter les conditions d’applicabilité de l'expression quasi 
classique standard pour le coefficient de transparence de la barrière 


X3 
D (E) = exp | — 2 | | p dr | au cas d’un potentiel décroissant pour 


X1 
zx — +o en puissance : U (x) © | x |-"Y pour des petites énergies de 
la particule £ —+ 0. Chercher la loi de décroissance D (E) pour E —+ 0 
au cas où ces conditions sont remplies. 
9.34. Chercher le coefficient de pénétration des particules à tra- 
vers une barrière quasi classique quand l'énergie de’laY particule 


U(x) 
Eo 


Fig. 19 


Eo = Umax = U (20), c'est-à-dire quand elle est égale à la valeur 
maximale de l'énergie potentielle (fig. 19). On pose que U” (x,) = 0. 
Indiquer les conditions d’applicabilité du résultat obtenu et, au cas 
du potentiel mentionné au problème 9.29, comparer à la valeur 
exacte (voir 2.52). 
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CHAPITRE 10 


IDENTITÉ DES PARTICULES 


$ 1. Symétrie des fonctions d’ondes 


10.1. Pour un système de deux particules identiques de spin s 
chercher le nombre de différents états de spin symétriques et antisy- 
métriques par rapport à la permutation des variables de spin des 
deux particules. 

Quelle est la nature de la symétrie d'états de spin à valeur déter- 
minée du spin total des deux particules ? 

10.2. Soient @;, (r) les fonctions représentant les éléments d'es- 
pace des fonctions d’ondes d’états stationnaires d’une particule dans 
un champ extérieur. Deux de ces particules identiques de spin s et 
interagissant faiblement entre elles se trouvent dans ce champ en 
états orbitaux aux nombres quantiques donnés f, et f.. 

Chercher le nombre total d'états, compte tenu des degrés de li- 
berté de spin, en posant que les particules sont: a) des bosons; 
b) des fermions. 

Etudier les cas des nombres quantiques f,,. identiques et diffé- 
rents. 

10.3. Montrer que si r particules identiques de spin s se trou- 
vent dans des états orbitaux différents æ, (r), P}, (r), -.., p,, (rh 


le nombre total d’états, compte tenu des degrés de liberté de spins, 
est alors égal à G = (2s + 1)" indépendamment de la statistique à 
laquelle appartiennent les particules. 

10.4. Soient 1, (6) les fonctions d'ondes d'états uniparticulaires 


normées à l'unité (f; étant la collection de nombres quantiques 
d’un jeu complet; ë = (r, ©), ©, une variable de spin). Ecrire les 
fonctions d'ondes normées à l'unité] d'états du système composé de 
trois bosons identiques se trouvant dans les états aux nombres quan- 
tiques fi. fo fs. 

10.5. Trois bosons identiques de spin s = 1 se trouvent dans des 
états orbitaux identiques décrits par les fonctions d'ondes ® (r). 
Ecrire les fonctions d'ondes normées d'états indépendants possibles 
du système de la forme mentionnée compte tenu des degrés de liberté 
de spins. Quel est le nombre de ces états ? 

10.6. Trois bosons identiques interagissant faiblement entre eux 
de spin s — 0 se trouvent dans des états stationnaires aux mêmes 
nombres quantiques », et !, avec L — 1 au sein d’un champ central. 
Quel est le nombre d'états différents du système de l’aspect indi- 
qué ? 
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10.7. Aux conditions du problème précédent, montrer que le 
moment total Z du système de trois bosons ne peut prendre la valeur 
L = 0. 

10.8. Indiquer pour l’état du système de deux bosons identiques 
de spin s — 0 décrit par la fonction d’onde normée Y (r,, r,) la pro- 
babilité de ce qu’une particule appartienne au volume dV,, tandis 
que l’autre au volume dV.. Se convaincre de la régularité de la nor- 
malisation de l’expression obtenue. 

Quelles sont les probabilités de ce 

a) que les deux particules se trouvent à l’intérieur d’un volume Y ; 

b) qu’une des particules se trouve au sein du volume V, tandis 
que l’autre est à l’extérieur de ce volume ? 

10.9. Dans un système composé de deux bosons identiques de 
spin s — 0 l’une des particules se trouve dans l’état décrit par la 
fonction d'onde w, (r) et l’autre par 1, (r). Ces fonctions sont nor- 
mées à l'unité et possèdent des parités déterminées et opposées. 
Chercher dans l’état indiqué du système la distribution en coordon- 
nées d’une des particules quand la position de l’autre est arbitraire 
(non fixée). Quelles sont les probabilités de ce 

a) qu’une particule; b) que les deux particules 
se trouvent dans le domaine de l’espace z > 0? Comparer les va- 
leurs obtenues au cas de particules discernables. 

10.10. Résoudre le problème analogue au précédent pour le cas 
d’un système composé de deux fermions identiques se trouvant dans 
un même état de spin. 

10.11. Pour un système de deux bosons identiques de spin s = O0, 
chercher la fonction de distribution en écartement relatif des parti- 
cules. Comment se manifeste dans la distribution obtenue l'identité 
des particules ? Quelle est la signification de l’expression 


[IT r) Par 


(F (r,, r.) étant la fonction d'onde normée du système) ? 

10.12. Comme on le sait, dans le problème à deux corps le mou- 
vement du centre de masse et le mouvement relatif sont indépen- 
dants. Se convaincre de ce que la condition de symétrie de la fonc- 
tion d'onde du système de particules identiques relativement à leur 
permutation ne déroge pas à cette indépendance. 

10.13. Quelles valeurs peut acquérir le spin total S de deux bo- 
sons identiques de spin s en état à moment orbital relatif L (L étant 
le moment du s.c.i.), c’est-à-dire quels états 2S+1L sont possibles 
dans un système de deux bosons identiques ? Etudier, en particulier, 
le cas de bosons de spin s = 0. 

10.14. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
des ne identiques. Etudier spécialement le cas de fermions de 
spin : 
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10.15. Deux bosons identiques de spin s = 0 sont liés par le po- 
tentiel U = k (r, — r.)*/2. Quel est le spectre énergétique du systè- 
me ? 

10.16. Un système est composé de trois particules identiques; 
r1.2.8 Sont les rayons vecteurs des particules dans le système du centre 
d'inertie. Comment se comporte la grandeur r,r. avec la permutation 
des positions de la 1-re et de la 3-ième particules? Symétriser la 
crandeur mentionnée par rapport à la permutation de n'importe 
quelles deux particules du système. 

10.17. Montrer que dans un système de trois particules (non for- 
cément identiques) les états à moment orbital total L = 0 du s.c.i. 
possèdent une parité positive bien déterminée. 


$ 2. Fondement du formalisme de la seconde quantification 


10.18. Chercher la relation de commutativité d'opérateurs cons- 
tituant les éléments hermitien et antihermitien de l’opérateur de 
Bose d’annihilation & (ou de production &*). 


10.19. Construire à partir d'opérateurs de coordonnée x et d’im- 


pulsion p d’une particule les opérateurs a et a* doués de propriétés 
d'opérateurs de Bose d’annihilation et de production. 

Chercher la fonction d'onde Y, (x) d'état de la particule qui, en 
termes de « particules » fictives, opérateurs d’annihilation et de pro- 
duction &, 4* introduits plus haut, est vide. 

10.20. Chercher les fonctions propres et les valeurs propres d'opé- 
rateurs de production et d'annihilation. Dans les états étudiés cher- 
cher la distribution en nombre de particules. 

Discuter les cas d'opérateurs de Bose et de Fermi. 

10.21. À partir des relations d’anticommutativité associées aux 


opérateurs de Fermi d’annihilation b et de production b+, montrer 
que les valeurs propres de l’opérateur nombre de particules nr = 


= b*b sont 0 et 1. 

10.22. Est-ce que le passage d'opérateurs 4, 4* aux nouveaux 
opérateurs & = à + @&, 4'* — &* + œ* (œ étant un nombre com- 
plexe) constitue une transformation unitaire ? Etudier les cas d’opé- 
rateurs de Bose et de Fermi de production et d’annihilation. 

Faire l'analyse de l’état de vide de « nouvelles » particules 
] 0") (particules dont les opérateurs d’annihilation et de production 
sont 4’, 4’*) en termes de particules initiales, c’est-à-dire chercher la 
distribution en nombre de ces particules. 

10.23. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
la transformation de la forme 
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(æœ, B étant des nombres réels; établir au préalable pour quelles va-. 
leurs de æ, B la transformation concernée est unitaire). 

10.24. Peut-on pour la transformation de la forme 

a'=at, a*—a 

assimiler 4’, &’* à des opérateurs d’annihilation et de production de- 
certaines AE particules ? 

Faire l’analyse d’états | nr’) (c’est-à-dire d'états à valeur déter- 
minée nr de nouvelles particules) en termes des particules initiales. 

10.25. Supposons que les opérateurs 4. constituent des opéra- 
teurs de production d’une particule en état Ÿ,. (f; étant la collection: 


de nombres quantiques du jeu complet). L' état uniparticulaire arbi- 
traire | 1) peut se représenter sous la forme 


|1)=Y Cf 10). 


Quel est en mécanique quantique le sens des coefficients C, ? 
Etudier, en particulier, l’état uniparticulaire d’une particule: 
démunie de spin de la forme 


LA | œ (r) Ÿ+ (r) dr | U). 


10.26. Les opérateurs âÿ, . âÿ, et TRE à. , Sont des opérateurs de- 


production et d’ annihilation d'une particule en états définis par les- 
nombres quantiques f; et g, de deux jeux complets différents. 

Indiquer les relations liant ces opérateurs. 

10.27. Un état biparticulaire d’un système de bosons (ou de fer- 
mions) identiques est décrit par un vecteur d'état | 2) = à,4f, | 0), 
où à, est l'opérateur de production de la particule d’état défini 
par les nombres quantiques f; d’un certain jeu complet. 

Normer le vecteur d'état à l'unité. Etudier les cas de nombres: 
quantiques identiques et différents jf, et f,.. Indiquer la forme des. 
fonctions d'ondes normées d'états étudiés en représentation de coor- 
données (pour les bosons et les fermions). 

10.28. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
un état triparticulaire |3) = 4,4; 4;, | 0). Pour fixer les idées, li- 
mitons-nous au cas où toutes les trois collections de nombres quanti- 
ques 1, f2, fa sont distinctes. 

10.29. Pour un système de particules identiques d’une catégorie- 
déterminée, indiquer la forme d'opérateurs suivants dans l’espace de- 
nombres d'occupation : 


a) de l’hamiltonien H, en posant les particules libres ; 
b) de l'impulsion totale P: 
c) du rayon vecteur du centre d'inertie R. 1. 
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10.30. En utilisant les résultats du problème précédent, cher- 


cher l’opérateur vitesse du centre d'inertie V,.,. d’un système de N 
particules identiques libres. 

10.31. Pour un système composé de particules identiques, cher- 
cher en représentation des nombres d'occupation la forme des opéra- 


teurs densité du nombre de particules n (r) (au point d'espace r) et 


du nombre de particules N (v) occupant un certain volume v. 
10.32. Démontrer les relations 


LB, Pi (LP, Ÿ+ (ne = ik + (nr), 


où P, Y (r) sont des opérateurs impulsion et champ (opérateurs Y) 
en représentation des nombres d'occupation d’un système de bosons 
identiques de spin s = 0. 

Généraliser les relations au cas de bosons à spin différent de zéro 
et au cas de fermions. 

10.33. Chercher en représentation de nombres d'occupation la 


forme de l’opérateur F* carré d’une grandeur additive (F = ÿ fa) . 
a 
On invite à résoudre le problème de deux manières: 


a) en partant de l'égalité F? = FF et en utilisant la forme connue 
de l'opérateur uniparticulaire (voir 10.29); 
b) en partant de l'égalité 


(EF) = Fe Eu) +Z À Ge) À Bo) 


et en utilisant la forme standard d'opérateurs uni et biparticulaires 
du schéma de la seconde quantification. 

Comparer les résultats obtenus. 

10.34. Chercher en représentation de nombres d'occupation l’opé- 
rateur produit de densités du nombre de particules n,n., en différents 
points de l’espace r;,. r, (r, # r2). 

Notons que la valeur moyenne n,n, est utilisée pour la descrip- 


tion de la corrélation spatiale de fluctuations de la densité (voir 10.36 
et 10.38). 


$ 3. Systèmes composés d’un grand nombre de W © 1 particules 


10.35. Dans l’état fondamental du gaz de Bose composé de W 
particules n'interagissant pas entre elles et de spin s = 0, qui occu- 
pent un volume Ï'. chercher la densité moyenne du nombre de par- 
ticules, le nombre moyen de particules occupant un certain volume v 
æt la fluctuation de ce nombre de particules. 
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On invite à résoudre le problème par centrage d'opérateurs adé- 
quats en représentation de nombres d'occupation. 

10.36. Aux conditions du problème précédent, étudier la corré- 
lation spatiale des fluctuations de densité du nombre de particules. 
Pour un système homogène cette dernière se caractérise par la fonc- 
tion de corrélation v (r) (r = r, — r.) égale à 


vi)= ln) (mæn(r), ete.), 


où n est la densité moyenne du nombre de particules. 

Comparer au résultat correspondant du système de W particules 
classiques n’interagissant pas entre 2lles et occupant le volume V. 

10.37. Dans l’état fondamental du système de V fermions n'’in- 
teragissant pas entre eux et se trouvant dans le volume V (gaz de 
Fermi parfait) chercher la densité moyenne du nombre de particules 
et le nombre moyen de particules d’un certain volume v. 

On invite à résoudre le problème par centrage d'opérateurs adé- 
quats en représentation de nombres d'occupation. 

10.38. Aux conditions du problème précédent, étudier la corré- 
lation de densités du nombre de particules aux valeurs déterminées de 
la projection du spin sur l’axe z en différents points de l’espace: 
chercher n(r;, Su) nr (r2, S.+) et Comparer au produit n (r1, S:) X 
X n(r:, S-+). Etudier le cas de valeurs identiques et différentes de 
Sa OÙ S29- 

Chercher la fonction corrélative de la densité (voir 10.36). 

10.39. En assimilant l'interaction des particules à une perturba- 
tion, chercher en premier ordre du calcul des perturbations l’énergie 
de l’état fondamental du gaz de Bose composé de particules de 
spin s = 0 et occupant le volume V (l'interaction mutuelle des par- 
ticules est décrite par le potentiel de répulsion double U(|r, — 
— r, |) 0 agissant à courte distance). 

10.40. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
le gaz de Fermi de spin s — 1/2. On admet que le potentiel de l’in- 
teraction double est indépendant du spin et satisfait à la condition 
krRo & 1, où R, est le rayon du potentiel, #k- l'impulsion limite. 

10.41. Ün gaz de Fermi parfait composé de particules neutres 
douées du spin s — 1/2 et possédant un moment magnétique u, 


(de sorte que u = u,6) se trouve dans un champ magnétique exté- 
rieur homogène. 

Pour l’état fondamental du système concerné chercher : 

a) les nombres d'occupation d'états uniparticulaires : 

b) la susceptibilité magnétique du gaz (au cas d’un champ suffi- 
samment faible). 

L'interaction mutuelle des moments magnétiques est négligem- 
ment faible. 
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CHAPITRE 11 
ATOMES ET MOLÉCULES 


$ 1. Etats stationnaires d’atomes à un et deux électrons *) 


11.1. Chercher la correction à apporter aux niveaux d'énergie de 
l’atome hydrogénoïde **) aux dépens de la relation relativiste liant 
la masse de la particule (de l’électron) à la vitesse en premier ordre du 
calcul des perturbations. Comparer la grandeur de la correction aux 
valeurs des niveaux d'énergie de l’atome. 

Pour une particule démunie de spin le résultat obtenu fournit 
une structure fine de niveaux de l’atome hydrogénoide. Par contre, 
pour l’électron, comme il s'ensuit de l’équation de Dirac, outre la 
correction mentionnée, l’hamiltonien comporte encore un terme 
décrivant la soi-disant interaction spin-orbite dont l'effet sur le 
déplacement des niveaux est du même ordre de grandeur que la cor- 
rection calculée dans le présent problème. 

11.2. Calculer en première approximation du calcul des pertur- 
bations l’écartement du niveau énergétique d'état fondamental de 
l'atome hydrogénoïde dû à la nature non ponctuelle du noyau. Le 
noyau est assimulé à une sphère de rayon R, suivant le volume de 
laquelle se distribue régulièrement la charge Ze. Apprécier la valeur 
numérique de la correction et la comparer à l'effet relativiste (voir 
problème précédent). 

Quelle est l'importance de la non-ponctualité du noyau du mé- 
soatome Lu? 

11.3. Etudier le mouvement du méson u (muon) chargé négative- 
ment dans le champ du noyau de charge Ze (assimilé à une sphère de 
rayon À chargée régulièrement suivant le volume; R—1,2 AS X 
X 10-% cm, À = 27, À étant le numéro atomique du noyau); la 
nature de l'interaction du muon et du noyau est purement électro- 
statique. 

Chercher les fonctions d'ondes d'états stationnaires et les niveaux 
d'énergie du muon aux cas limites de valeurs petites et très grandes 
de Z. Apprécier l'énergie des quanta y rayonnés au cours des transi- 
tions atomiques dans la partie inférieure du spectre énergétique du 
mésoatome y. 

11.4. Etudier la structure hyperfine des niveaux d'états s d'un 


*) Dans les problèmes de ce chapitre on utilise, sans le mentionner spé- 
cialement, les unités atomiques (u. a.): e = À = me = 1. 

**) On appelle atome ou ion hydrogénoiïde (et de façon analogue, hélio- 
génoïde) un «système composé du noyau de charge quelconque et d'un ou de 
deux électrons. 
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atome hydrogénoïde liée à l’interaction des moments magnétiques 
de l’électron et du noyau. Le noyau est doué du spin 7 et du moment 


magnétique u,, de sorte que u — Lo f et est supposé ponctuel. Appré- 


cier la grandeur de la fission hyperfine et la comparer aux écarts de 
la structure fine (voir problème 11.1; les valeurs caractéristiques des 
moments magnétiques du noyau sont eñ/m,c, m, étant la masse du 
proton, I — 1). 

Au cas de l’atome d'hydrogène, comparer le résultat obtenu à la 
valeur expérimentale de la fission hyperfine (HFS) d'état fondamen- 
tal Avyre = AEurs/2ah — 1420 MHz *);: le moment magnéti- 
que du proton vaut nu, — 1,39 ef/mc. 

11.5. Calculer en premier ordre du calcul des perturbations l’éner- 
gie d'état fondamental d’un atome (ou ion) à deux électrons en assi- 
milant l'interaction des deux électrons à une perturbation. Obtenir 
la valeur du potentiel d'ionisation du système et la comparer aux 
données expérimentales pour l’atome de l’hélium et les ions du li- 
thium. du bérvilium, du carbone: 7 (He) — 24,5 eV; 7 (Lit) = 
= 75,6 eV; Z (Be**) — 153,6 eV ; 7 (C:*) — 393 eV. 

11.6. Calculer en premier ordre du calcul des perturbations l’'éner- 
gie d'état fondamental et le potentiel d’ionisation d’un atome (ou 
d'un ion) à deux électrons en choisissant un hamiltonien non perturbé 
de la forme 


A 


H, — — 7 (As + A3) —Zorr (++) 

(le système d'unités choisi est atomique). Le paramètre Z,/, doit être 
choisi dans cet hamiltonien sur la base d'annulation de la correction 
de premier ordre au niveau énergétique du système. Comparer au 
résultat obtenu dans le problème précédent (voir de mème problé- 
me suivant). 

11.7. Chercher l'énergie et le potentiel d’ionisation d'état fonda- 
mental d’un ion à deux électrons en se servant du principe variation- 
nel. En guise de fonction d'essai, choisir le produit de fonctions 
d'hydrogène douées d’une charge effective Z,r jouant le rôle de 
paramètre variationnel. Comparer au résultat obtenu dans le pro- 
blème 11.5 et aux données expérimentales qu'on y a fournies. 

Peut-on sur la base du résultat obtenu conclure à l'existence 
d'un ion hydrogène stable H-? 

11.8. Chercher l'énergie moyenne d'un ion à deux électrons à 
ee de charge Ze dans l’état décrit par la fonction d'onde de la 
orme 


Wrss re) = CTexp(—ar, — Br.) + exp (—Br, — ar.)]. 


*) L'énergie correspondant à la fréquence v — 1 MHz vaut e = 4,14 X 
X 10-28 eV. 
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En se servant de l'expression obtenue et une fois choisies les 
valeurs des paramètres &« — 1, B — 0,25, démontrer l'existence de 
l'ion hydrogène stable H-. 

11.9. Chercher de façon approchée les niveaux énergétiques du 
spectre discontinu et les fonctions d'ondes qui leur correspondent 
pour un système composé du noyau de charge Ze, d’un électron et 
d’un méson 

11.10. Calculer la fission hyperfinc d'état triplet 2%S de l'atome 
d'hélium à noyau He (le spin du noyau vaut 72 — 1/2. le moment 
magnétique u — —41,064 eñ/m,c). Dans les calculs, utiliser la forme 
approchée de la fonction d’onde d'état 238 en négligeant l'interac- 
tion mutuelle des électrons. Comparer le résultat obtenu à la va- 
leur expérimentale de la grandeur de fission hyperfine Avars = 
= AEnrs/2rh = 6740 MHz. 

11.11. Quelles valeurs peut prendre le moment du mouvement 
relatif de l’électron en états ortho et para d’atomes héliogénoïdes ? 

11.12. Chercher les niveaux d’énergie et les potentiels d ionisa- 
tion d'états excités d’atomes héliogénoïdes en approximation dans 
laquelle on tient effectivement compte de l'interaction des élec- 
trons en l’assimulant au blindage de la charge du noyau par l'élec- 
tron se trouvant dans l'état fondamental Âs. Comparer le résultat 
Eee aux données expérimentales fournies dans la solution du pro- 

ème. 

11.13. Calculer les niveaux énergétiques et les potentiels d'ioni- 
sation d'états 2S singulet et triplet de l’atome (de l'ion) à deux élec- 
trons en assimulant l'interaction des électrons à une perturbation. 

Comparer les résultats obtenus aux données expérimentales pour 
l'atome d’hélium: 1e (238) & 0,175 u.a. & 4,76 eV, Inme (2'S) Æ 
= 0,146 u.a. = 3,97 eV et pour l'ion de lithium Li*: 71 (28) & 
& 0,605 u.a. & 16,5 eV. 

11.14. Chercher l’énergie et le potentiel d’ionisation de l'état 
2°S d’un atome héliogénoïde par la méthode variationnelle. En guise 
de fonction d'essai, choisir le produit convenablement symétrisé des 
fonctions d'hydrogène d'états 4s et 2s à charge effective du noyau 
Zer jouant le rôle de paramètre variationnel. 

Pour l'atome d’hélium et l’ion de lithium Li*, comparer le ré- 
sultat obtenu aux données expérimentales (voir 11.13). 

11.15. Montrer que pour les atomes héliogénoïdes tous les états 
excités stables (c’est-à-dire stables relativement au dédoublement 
en atome hydrogénoïde et en électron libre) possèdent la configura- 
tion électronique 1snl, c’est-à-dire qu un des électrons se tronve 
obligatoirement dans l’état fondamental 1s. 

11.16. Généraliser le résultat obtenu dans le problème précédent 
au cas d’atomes lithiogénoïdes (trois électrons dans le champ coulom- 
bien du noyau de charge Ze, Z > 3): montrer que ne sont stables 
que les états du système dont la configuration électronique est de 
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la forme (1s)*nl, c’est-à-dire que deux électrons sont obligatoirement. 
dans l'état fondamental {s. 

11.17. Apprécier les valeurs des potentiels d’ionisation de l’état. 
fondamental *S (configuration électronique (1s)*2s) et du premier 
état excité *P (configuration électronique (1s)*2p) d’atome lithiogé- 
noïde en posant que l'interaction des électrons d'état fondamentaf 
avec un électron « excité » se réduit au blindage de deux grandeurs 
de charge du noyau. 

Au cas de l’atome de lithium, comparer les valeurs obtenues avec 
celles d'expérience : Z (?S) — 5,37 eV et 1 (*P) = 3,52 eV. 

11.18. Calculer par la méthode variationnelle l'énergie de 1 état 
fondamental d'un atome lithiogénoïde. Les fonctions d'ondes des: 
électrons sont choisies sous forme de fonctions adéquates d’hydro- 
œène à charge effective du noyau Ze qui joue le rôle de paramètre. 
variationnel. 

Le calcul doit être mené par deux procédés : 

a) en négligeant les effets d'échange ; 

b) en choisissant en guise de fonction d'onde le produit convena- 
blement symétrisé de fonctions d'ondes uniparticulaires. 

Au cas de l’atome de lithium, comparer les résultats obtenus aux 
valeurs expérimentales E, = —203,4 eV Æ —7,48 u.a. 


$ 2. Atomes à électrons multiples 


11.19. Chercher les termes possibles d'états excités d'un atome à 
configuration électronique (en plus des couches remplies; nr n°): 

a) nsn'p; b) npn'p; c) npn'd. 

11.20. Chercher les termes possibles d’un atome dont la confi- 
guration électronique est la suivante (en plus des couches remplies) : 

a) (np}°: b) (np); c) (np}*; d) (nd)°. 

En appliquant la règle de Hund, indiquer le terme normal de 
l'atome. 

11.21. Déterminer les termes fondamentaux des atomes N, CI 
et des ions N*, CI*. 

11.22. Quelle est la parité des termes atomiques présentant une 
configuration électronique (en plus des couches remplies): 

a) (ns)*; b) (np}°; c) (nd)*: d) (np}* (nd)? 

11.23. Indiquer les termes atomiques possibles pour la configu- 
ration électronique (nl)°. 

11.24. Quels sont la multiplicité 2S + 1 et le moment orbital 
total L d'état fondamental de l’atome à configuration électronique 
(nl), en plus des couches remplies ? 

11.25. Quel est le nombre de différents états indépendants (mais 
pas de termes!) d’un atome répondant à la configuration électroni- 
que (71), en plus des couches remplies ? 
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11.26. Quel est le nombre de différents états indépendants d’un 
atome à configuration électronique (nl) répondant à la valeur S = 
— 3/2 du spin total des électrons ? 

11.27. Aux états excités de l'atome à configuration électronique 
.nsn'l (n = n') répondent deux termes : !L et “L (L étant le moment 
‘orbital total, L — Î). En assimilant l'interaction des électrons à une 
perturbation. montrer que l'énergie du terme triplet est inférieure à 
celle du terme singulet. Ne pas expliciter la forme des fonctions ra- 
diales d'électrons ns et n’L. 

11.28. Un atome comporte, en plus des couches remplies, deux 
‘électrons np équivalents. En assimilant l'interaction des électrons à 
“une perturbation, chercher l'ordre de disposition des niveaux d’éner- 
gie des termes possibles !S, 1D, $P de l’atome. Se convaincre que 
les valeurs des nombres quantiques $S et L du terme normal confir- 
ment la règle de Hund. 

Conseil. Avec l’établissement des fonctions correctes de l’appro- 
ximation « zéro » répondant à une valeur déterminée Z du moment, 
il est commode de se servir du formalisme tensoriel (voir problèmes 
du $ 4, chap. 3). Ne pas expliciter la forme de la dépendance radiale 
des fonctions d'ondes d'électrons np. 

11.29. En utilisant l'expression de la densité électronique d’un 
-atome neutre conformément au modèle de Thomas-Fermi, chercher 
la dépendance de Z de l'écartement moyen de l’électron du noyau, 
ainsi que la valeur moyenne du carré de cette grandeur. Quelle va- 
leur prend r" pour r > 3? 

11.30. Chercher la distribution des électrons en impulsions dans 
‘un atome neutre à charge du noyau Z selon le modèle de Thomas- 
Fermi. Tenir compte de ce que la fonction universelle y (x) de ce 
modèle, qui définit la densité volumique des électrons, décroît de 
façon monotone avec l'accroissement de x. 

En utilisant le résultat obtenu, chercher la dépendance de la 
charge du noyau Z des grandeurs moyennes de l'impulsion et de 
l'énergie cinétique de l’électron. 

11.31. Dans le cadre du modèle de Thomas-Fermi de l'atome 
neutre, chercher la dépendance de la charge du noyau Z: 

a) de la grandeur caractéristique du moment orbital de l’élec- 
tron ; 

b) de l'énergie d'ionisation totale de l'atome. 

11.32. Déterminer la dépendance de Z du nombre d'électrons se 
trouvant à l’état s de la distribution de Thomas-Fermi. 

11.33. Exprimer dans le modèle de Thomas-Fermi de l'atome 
neutre, en se servant de la densité électronique nr (r), l'énergie ciné- 
tique des électrons, l'énergie de leur interaction mutuelle et avec le 
noyau. 

En se servant des expressions ainsi obtenues, du théorème du vi- 
ciel et du comportement à de petites distances r — 0 du potentiel 
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électrostatique du champ self-consistent des électrons et du noyau 
p(r) = Z — 1,80 Z“*, 


obtenir la valeur numérique de l'énergie d’ionisation totale 
de l’atome. 

11.34. Dans l'approximation de Thomas-Fermi, obtenir l’ex- 
pression de l’énergie totale d’un atome neutre au moyen de la densité 
électronique n (r). 

En étudiant la fonctionnelle E [n (r)}, montrer que la fonction 


normée | n (r) dv =2) minimisant cette fonctionnelle est la solu- 


tion de l'équation de Thomas-Fermi. 

En se servant du résultat obtenu, chercher l’énergie d’ionisation 
totale de l'atome par la méthode variationnelle en choisissant en 
guise de fonction universelle y (x) du modèle la forme essai (Z) — 
— A exp (—ax), « étant le paramètre variationnel. Comparer l'ex- 
pression obtenue de l’énergie d'ionisation et la fonction d'essai 
{essai (x) pour des petits x aux résultats connus de la solution numéri- 
que exacte. 

11.35. En utilisant les propriétés extrémales de la fonctionnelle 
E [n (r)l, établies au problème précédent, démontrer dans le cadre 
du modèle de Thomas-Fermi : 

a) le théorème du viriel; b) la relation VU, ny = —1U entre 
les énergies d'interaction mutuelle des électrons l/.. et avec le noyau 
U noy- 


$ 3. Principales représentations de la théorie moléculaire 


11.36. Classer les termes possibles d’un ion moléculaire d’hydro- 
gène H5 *). Indiquer les valeurs que peut prendre le moment orbital 
de l’électron Z (par rapport au centre de symétrie de l'ion) pour dif- 
férents termes de Îl ion. 

11.37. L'état d’un système de deux électrons est décrit par la 
fonction d'onde Y -= yep (r,, r.), où %es est la fonction de spin, 
ne que 1 (r,. r.) est la fonction des variables d'espace qui prend 
a forme: 


a) vp—=f(r, re); 
b) W—(rm+rno)f(ri ro); 


*) Notons que dans les problèmes attachés à la classification des termes de 
molécules il s'agit de la description de certaines propriétés formelles de systè- 
mes atomiques pour une position fixée de noyaux, car dans ce cas demeure 
irrésolu le problème de stabilité d’un tel système relativement à la « parti- 
tion» de ce dernier en atomes (ou ions) séparés. En cas d'ion H# seul l’état 
Zg (A = 0) est stable. 
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c) p—=([rr]ln)f(rs, Pro); 
d) Ÿ—(rino+ ren0)([rir2] no) f (ri, F2) 


(n, étant un vecteur constant). 

Procéder à la classification adoptée en théorie de molécules biato- 
miques d'états mentionnés. 

11.38. Indiquer les termes de l’ion moléculaire d'hydrogène H3 
qu'on peut obtenir en combinant le proton à l’atome d'hydrogène se 
trouvant dans l'état à nombre quantique principal n = 2. 

11.39. Déterminer les termes des molécules biatomiques N., 
LiH, HCI, NO qu'on peut obtenir en combinant les atomes corres- 
pondants se trouvant en état fondamental. 

11.40. Peut-on obtenir par dilution adiabatique des noyaux- 
protons à partir des termes d’une molécule d'hydrogène H, deux 
atomes d'hydrogène, se trouvant tous les deux en état excité ? 

11.41. Est-ce que les termes de la molécule LiH peuvent donner 
un atome d'hydrogène en état excité par dilution adiabatique de 
noyaux (rappelons que le potentiel d'ionisation d'état fondamental 
de l’atome de lithium vaut 7 — 0,20 u.a.)? 

11.42. Apprécier pour une molécule biatomique, en ordre de 
grandeur, le rapport des grandeurs suivantes: 


a) d’écarts entre les niveaux électroniques, de vibration et ro- 
tationnels ; 

b) d’écartement entre les noyaux et d'amplitude de vibrations 
zéro des noyaux; 

c) de périodes caractéristiques et de vitesses des mouvements 
d'électrons et de noyaux. 

11.43. En supposant connues les caractéristiques suivantes de la 
molécule d'hydrogène H, : 

a) l'énergie de dédoublement d'état fondamental de la molécule 
en deux atomes non excités d'hydrogène 7, — 4.46 eV; 

b) la pulsation des vibrations w, de la molécule. #w, = 0,54 eV; 

c) la constante rotationnelle B, — 7,6-10-% eV, 
chercher les grandeurs correspondantes des molécules HD et D., 
c'est-à-dire des molécules où un ou deux noyaux-protons sont rem- 
placés par le deutéron. 

Comparer les grandeurs de l’effet de déplacement isotopique des 
niveaux de l’atome et de la molécule d'hydrogène. 

11.44. Quels sont les états rotationnels possibles des molécules 
d'hydrogène H,, du deutéron D. et de HD se trouvant en état fonda- 
mental Z? suivant la valeur du spin nucléaire total des molécules 
(sa = 1)? 

11.45. Discuter la question de possibilité d'existence d’un mo- 
ment dipolaire électrique moyen différent de zéro dans un système à 
deux atomes en états stationnaires : 
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a) du terme électronique, c'est-à-dire du sous-système électro- 
nique à position fixée de noyaux ; 

b) de la molécule. 

Etudier les états de différentes valeurs de À (A = 0; À Æ 0) et 
les cas où les noyaux d'atomes sont: 

a) identiques ; b) des isotopes d’un même élément ; c) différents, 

11.46. Obtenir l'expression d'énergie E, (R) du terme principal 
de l’ion moléculaire d'hydrogène Fl* par la méthode variationnelle, 
en approximant la fonction d’onde du terme par la fonction de la 
forme 


œr 


Vessai (7) = Ver 


où r est l’écarternent de l'électron du centre du tronçon reliant les 
noyaux-protons, « étant le paramètre variationnel. 

Après avoir choisi dans l'expression obtenue Æ, (R, a) le para- 
mètre &« — 1,9 (avec cette valeur de « la fonction de deux variables 
E, (R, a) présente un minimum absolu pour un certain À, à calcu- 
ler), chercher la dimension de l'ion R, (R, étant la distance séparant 
les noyaux des ions en position d'équilibre), l'énergie minimale du 
terme £, et l'énergie des vibrations zéro des noyaux-protons de l'ion 
Ep... Comparer les résultats obtenus aux données expérimentales 
R, & 2,0 u.a., E, Æ —0,60 u.a., E,i1p..0 Æ 0,0044 u.a. 

Peut-on sur la base de la solution du problème conclure à l'exis- 
tence de l'ion stable H° ? 

11.47. Pour un système de deux particules dont l’une a un mo- 
ment !, — 4 chercher la dépendance angulaire des fonctions d'ondes 
Vys,A d'états du système répondant aux valeurs déterminées de son 


moment total J = 0,1, de sa projection J, sur l'axe z et de la pro- 
jection du moment À sur la direction du rayon vecteur de la seconde 
particule (se limiter au cas de À = O0). 

Généraliser les résultats obtenus au cas de valeurs arbitraires des 
grandeurs L,, J, J, (mais toujours avec À = 0). 

Conseil. Dans la résolution du problème il est commode d'utiliser 
le formalisme tensoriel (voir 3.68). Cette situation se présente pour 
des molécules biatomiques où le rôle de la « première » particule est 
joué par le sous-système électronique et celui de la « seconde » par le 
sous-système nucléaire (il est vrai que les moments orbitaux d'élec- 
trons et de noyaux n'ont pas séparément de valeur déterminée), 

11.48. Pour une particule de spin s — 1/2 chercher la relation 
spin-angulaire des fonctions d'ondes Wyy à d'états de la particule 


aux valeurs déterminées J — 1/2 du moment total de la particule, 
de sa projection J, — +1/2 sur l'axe z et de la projection déter- 
minée À (À — —+1/2) du spin de la particule sur la direction de son 


re < 


100 ATOMES ET MOLÉCULES (CH. 11 
RÉ RE ER SE A RER 


rayon vecteur. Quels sont le moment orbital de la particule et la 
parité de ces états ? 

11.49. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d'ondes 
correspondantes d'états stationnaires d'une toupie asymétrique de 
moment J — 1 en représentation J,J%. 

11.50. Les moments d'inertie principaux d’une toupie asymétri- 
que satisfont aux conditions 7, — I, ÿ I.. Chercher les niveaux 
d'énergie de la toupie en premier ordre du Calcul des perturbations. 
Quelle est la nature du spectre énergétique et, en particulier, quelle 
est la multiplicité de dégénérescence des niveaux en cette approxi- 
mation ? En quel ordre du calcul des perturbations se produit la le- 
vée subséquente des dégénérescences des niveaux ? 

11.51. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
le cas où les moments d'inertie principaux satisfont à la condition 
In—-11<D- ls. 


$ 4. Atomes et molécules dans des champs extérieurs. 
Interaction entre atomes et molécules 


11.52. Comme on sait, la polarisabilité $, d'état fondamental de 
l’atome se définit par l'expression (il est posé que J = 0) 


" [| d 0) |? 
R-2> 16e DE | (1) 
où 
d=—e ra 


est l'opérateur du moment dipolaire de l’atome (la sommation est 
effectuée par rapport à tous les électrons); n, — un vecteur unitaire 
quelconque ; dans l'expression (1) la somme est prise pour tous les 
états excités du système (mais si les états | À) se rapportent au spec- 
tre continu, il faut assimiler la somme à l'intégrale). 

Montrer que la polarisabilité f, satisfait à l'inégalité (avec, évi- 
demment, Ps >> 0) 


2 
Bo < Free D OI rare] 0), 


a, bd 


où Ef” est l'énergie du premier état excité de l'atome. 

Obtenir de même la restriction inférieure à la grandeur f, en ne 
prenant dans la somme (1) que le premier terme non nul. 

Dans le cas de l'atome d’ hydrogène, calculer les restrictions 
mentionnées par le bas et par le haut à la grandeur f, et comparer à 
la valeur exacte égale à B, — 9/2 u.a. — 9aÿ/2, a, étant le rayon de 
Bohr. 
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11.53. Préciser les restrictions par le bas et par le haut à la va- 
leur de la polarisabilité B, d'état fondamental de l'atome d'hydro- 
œène, obtenues dans le problème précédent, en incluant dans l'étude 
encore un terme (état excité) dans la somme (1) (voir problème pré- 
cédent). 

11.54. Caïculer la polarisabilité d'état fondamental de l'atome 
d'hydrogène par la méthode variationnelle. En résolvant le proble- 
me, se servir des fonctions d'essai de la forme: 


a) Pesau—=CPlr){{+aEr]=CY, (r) [1 +aré, cos]; 
b) essai = C (Vo +. ai), 
où 


Î —r/a 4 3 r —r/20e 
= € Fe Y,— — COS0 ——— € 
Vrai : an 2 V 6aè 


sont les fonctions d'ondes de l’état fondamental (nr — 1, L = 0, 
m — 0) et du premier état excité (2. 1, 0) de l’atome d'hydrogène en 
l'absence du champ électrique extérieur; l’axe z est dirigé suivant 
le champ, « étant le paramètre variationnel. Comparer les résultats 
obtenus à la valeur exacte B, — Jaÿ/2 (voir de même problème 
suivant). 

11.55. Préciser le résultat du problème précédent en se servant 
des fonctions d'essai de la forme 


Yo 


essai = C[Yo+a85YŸ,) =—— Le" +a£, VYr cosBe-vr], 


où &, y sont des paramètres variationnels. 

En obtenant la valeur numérique de la polarisabilité 6,.., choi- 
sir pour le paramètre y = 0,8. 

11.56. Etudier l'effet Stark pour les états excités de l’atome d’hy- 
drogène au nombre quantique principal rz — 2 en premier ordre du 
calcul des perturbations. En résolvant le problème. se servir des 
fonctions propres de l’hamiltonien non perturbé en variables sphé- 
riques W,r- Indiquer les conditions d’applicabilité des résultats ob- 
tenus (en tenant compte du fait que dans la solution du problème on 
néglige les effets relativistes aboutissant à une structure fine du ni- 
veau ; l’intervale de la structure fine du niveau à n = 2 vaut AEz;s & 
 4,5-10-5 eV). 

11.57. En utilisant la valeur connue f, — . a+ u.a. de la 
polarisabilité de l’atome d'hydrogène en état fondamental, obtenir 
la valeur approchée de la polarisabilité d'état fondamental de l'ato- 
me d'hélium : 

a) en négligeant complètement l'interaction mutuelle des élec- 
trons ; 
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.b) en tenant compte de l'interaction des électrons comme le ré- 
sultat d’un blindage partiel de la charge du noyau (la charge effec- 
tive du noyau choisir égale à Zerr — 27/16. voir 11.7). 

. Calculer la perméabilité diélectrique de l’hélium aux conditions 
normales et comparer à la valeur expérimentale €, Æ 1,000070 (à 
cette grandeur de €, correspond la valeur de la polarisabilité B =- 
= 1,40 u.a.). 

11.58. Apprécier l’ordre de grandeur de la polarisabilité du modè- 
le d'un atome Thomas-Fermi, c'est-à-dire le rapport entre le mo- 
ment dipolaire d d'électrons Thomas-Fermi, créé sous l’action du 
champ électrique joint, et l'intensité du champ 6. 

Comparer avec la contribution à la polarisabilité de l’atome 
d'électrons de valence. 

11.59. Apprécier pour des molécules biatomiques l’ordre de gran- 
deur de la polarisabilité f d'état fondamental aux cas où : 

a) le moment dipolaire moyen de la molécule d = 0 (dans le 
système de coordonnées relié de façon rigide à l’axe de symétrie de 
la molécule); 

b) d Æ 0. 

Par hypothèse le terme principal de la molécule est !Z. 

Comparer les grandeurs obtenues l’une à l’autre et à la grandeur 
caractéristique de la polarisabilité de l'atome. 

11.60. Chercher la désintégration de Stark des composantes de 
rotation du terme électronique !Z d’une molécule biatomique possé- 
dant un moment dipolaire constant (la désintégration de Stark est 
supposée petite par rapport à l’écartement entre les niveaux rotation- 
nels voisins). Comparer au résultat obtenu dans le problème 8.12. 

11.61. Etudier l'effet Zeeman pour un mésoatome hydrogénoïde 
de spin du méson s — 0. L’interaction du méson avec le noyau (sup- 
posé ponctuel) est posée purement électrostatique. Quelle est la na- 
ture de la levée de dégénérescence des niveaux au nombre quan- 
tique principal n ? 

11.62. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
l'atome d'hydrogène. Le champ magnétique est considéré à un tel 
point intense que la décomposition de Zeeman est de beaucoup supé- 
rieure à la structure fine des niveaux. Indiquer pour le niveau à 
n = 2 les conditions d’applicabilité des résultats obtenus (l’inter- 
valle de la structure fine de ce niveau est AErs Æ 4,5-107S eV). 

11.63. Etudier l'effet Zeeman pour les composantes triplet et 
singulet d’une structure hyperfine d'état fondamental de l’atome 
d'hydrogène (le noyau est le proton) en posant la décomposition de 
Zeeman petite par rapport à la grandeur de la fission hyperfine. 

11.64. Eclaircir l'influence de la finalité de la masse du noyau 
sur les effets Stark et Zeeman dans un atome hydrogénoïde (ou dans 
un mésoatome). 

11.65. Chercher la décomposition de Zeeman des niveaux du po- 
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sitronium (état lié de l’électron et du positron) en la posant beau- 
coup plus grande que la structure fine. Comparer au cas de l'atome 
d'hydrogène. 

11.66. Chercher la susceptibilité magnétique %2 de l’atome 
d'hélium en état fondamental en utilisant la forme approchée de la 
fonction d'onde établie dans 11.7. Calculer la susceptibilité magné- 
tique de un cm* de gaz d’atomes d’hélium %,,, dans des conditions 
Sr et la comparer à la valeur expérimentale valant —8,6 X 
xX 107. 

11.67. Au cas de l'état triplet 2°P de l'atome d'’hélium les ter- 
mes suivants sont possibles : %P,, %P,, SP, qui, compte tenu d'effets 
relativistes, sont doués d'énergies variées (structure fine). Apprécier 
la susceptibilité magnétique de l’atome en état *P, et la comparer à 
la susceptibilité magnétique et à la polarisabilité d'état fondamental 
de l’atome. 

11.68. Chercher la décomposition de Zeeman des composantes 
rotationnelles du terme électronique ?Z d’une molécule biatomique 
(la décomposition de Zeeman est supposée petite par rapport à 
l’écartement entre les niveaux rotationnels voisins). 

11.69. Chercher l'énergie d'interaction d’une particule chargée 
(proton, méson, électron, etc.) avec un atome d'hydrogène non excité 
à des grandes distances l'un de l’autre. 

11.70. Etudier le système composé de deux particules chargées et 
de l’atome d'hydrogène neutre en état fondamental, la distance entre 
l’atome et les particules chargées étant beaucoup plus grande que le 
rayon de Bohr. Chercher l'énergie d'interaction du système con- 
sidéré. Est-elle douée de propriétés additives ? 

11.71. Chercher l'énergie d'interaction d’une particule chargée et 
d'une molécule biatomique situées à une grande distance l’une de 
l’autre. On pose que la molécule est douée d’un moment dipolaire 
constant d (dans le système de coordonnées lié de façon rigide à l’axe 
de la molécule) et se trouve dans l’état fondamental pour tous les 
nombres quantiques. Le terme électronique de la molécule est !Z. 

11.72. Chercher l'énergie d'interaction de deux atomes d’hydro- 
gène situés en état fondamental à une grande distance À l’un de 
l’autre, par la méthode variationnelle. Dans les calculs, utiliser les 
fonctions d'essai de la forme: 


a) Vesai = CWPo(r;) Vo(r2) [1 + @z322] ; 
b) Vessai = Co (rs) Fo (ra) [1 --@ (Tite + YiYae — 22122)], 
où W,(r)= V — e”"/* est la fonction d'onde d'état fondamen- 


tal de l’atome d'hydrogène; r,. r. les rayons vecteurs d'électrons du 
premier et du second atomes relativement à leurs noyaux, l’axe z 
étant dirigé suivant l'axe passant par les noyaux; «& le paramètre 
variationnel. 
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En notations adoptées, l’opérateur interaction des atomes en 
approximation dipôle-dipôle est de la forme 


4 ea did2R2—3 (Rd) (Rd:) TE e? (22122 — T1Z2 — yiÿe) 
oi R° Dre, RE GE 


11.73. Chercher l'énergie d'interaction à des grandes distances 
pour deux molécules douées de moments dipolaires constants di; 
et d,. On pose que les molécules se trouvent en état fondamental 
pour tous les nombres quantiques ; les termes électroniques des mo- 
lécules sont !Z. 


$ 5. Phénomènes non stationnaires dans les atomes et les molécules 


11.74. L'atome d'hydrogène se trouve en état fondamental. Le 
noyau de l’atome est le triton, isotope superlourd d'hydrogène. Par 
suite de la désintégration $ le tritium se transforme en hélium : 


SH — e + v+SHe. 


Chercher la probabilité de ce que l’ion d’hélium formé du fait de la 
désintégration sera dans l’état fondamental. 

En calculant le phénomène, tenir compte du fait que la variation 
de la charge du noyau est l'effet dominant par rapport aux effets 
de recul du noyau (voir à ce propos 11.77 et 11.78) et d'interaction 
d’électron de désintégration B et d’électron atomique (la vitesse de 
l’électron de désintégration B est de beaucoup supérieure à celle de 
l’électron de l'atome: v > 10v,:+). 

11.75. Aux conditions du problème précédent, chercher les pro- 
babilités d’excitation des différents états de l’ion d’hélium (atome 
hydrogénoïde à Z = 2) au nombre quantique principal nr = 2. 

11.76. Aux conditions du prohlème 11.74. chercher la valeur 
moyenne de l'énergie acquise par l’électron atomique à la suite de 
la désintégration 6 du noyau. 

11.77. Le noyau de l’atome en état stationnaire Ÿ, subit un choc 
brusque de durée + et, partant, acquiert une vitesse v (par exemple, 
du fait de recul dû à l'émission d’un quantum y par le noyau excité). 

En supposant réalisées les inégalités t & T et t € a/v, où T et 
a sont les ordres de grandeurs des périodes électroniques et des di- 
mensions de l’enveloppe électronique respectivement, exprimer sous 
forme générale la probabilité de transition de l'atome dans l’état 
Y, après cette « secousse ». 

11.78. En se servant du résultat obtenu dans le problème précé- 
dent, calculer la probabilité sommée de l’excitation et de l’ionisation 
de l’atome d hydrogène (initialement se trouvant à l’état fondamen- 
tal) engendrée par la « secousse » brusque au cours de laquelle au 
noyau-proton est communiquée l'impulsion P. 
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Indiquer les conditions d’applicabilité du résultat obtenu. 

11.79. Généraliser le résultat du problème 11.77 au cas d'une 
molécule biatomique, c'est-à-dire obtenir l'expression générale de 
la probabilité de transition de la molécule de l’état stationnaire 
W, à l’état W, à la suite d’une « secousse » brusque au cours de la- 
quelle à l’un des noyaux de la molécule est communiquée une impul- 
sion P. 

11.80. Aux conditions du problème précédent, chercher la pro- 
babilité de ce que la molécule demeure dans l’état initial si la va- 
riation brusque de la vitesse du noyau V est très inférieure aux vites- 
ses caractéristiques des électrons de la molécule. Le terme électroni- 
que de la molécule est !Z, et cette dernière se trouve en état fonda- 
mental pour tous les nombres quantiques (cv — À = 0). 

11.81. Sur l’atome d'hydrogène se trouvant pour t — 0 en état 
normal agit un champ électrique homogène périodique dans le temps 
(cette dépendance du temps est de la forme sin wf). 

En utilisant le calcul des perturbations, calculer la probabilité, 
rapportée à l’unité du temps, d’ionisation de l’atome. On pose, pour 
simplifier, que dans l’état final l’électron est libre. 

11.82. Chercher la probabilité d’éjection de l'’électron À de l’ato- 
me avec la transition dipolaire du noyau du fait d'interaction élec- 
trostatique directe de l’électron avec les protons du noyau (con- 
version interne en négligeant la retardation). 

En guise de fonction d’onde initiale, utiliser la fonction Y de 
l’électron XÀ d’atome hydrogénoïde. La vitesse de l’électron à l'état 
final est posée beaucoup plus grande que celle de l’atome. 

11.83. Même question que dans le problème précédent, mais 
pour le cas où les états initial et final du noyau ont un moment nul 
(ces phénomènes sont dénommés conversion de transition monopôüle 
ou EO0). 

11.84. Chercher la probabilité d'éjection de l’électron Æ de l’état 
excité du mésoatome pu (l’atome contient un seul méson u- sur le 
niveau excité) du fait de l'effet Auger (c'est-à-dire que le méson u 
passe à l’état énergétique inférieur, tandis que l’énergie de transition 
est transmise à l’électron de l’atome du fait d'interaction électrosta- 
tique du muon et de l’électron). 

Se limiter à l’étude de la transition dite dipolaire ou transition 
P d'Auger pour laquelle la variation du moment orbital du muon 
vaut | Al| = 1. 

Dans les calculs, poser que les dimensions de l’orbite du muou 
sont de beaucoup inférieures à celles d’électrons, l’électron à l’état 
final demeurant libre. 

Indiquer les conditions d’application du résultat obtenu. Etu- 
dier, en particulier, la transition muonique 2p — {s. 

11.85. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
le cas AÏ = 0 (transitions S d’Auger). Pour simplifier, se limiter au 
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cas où le moment orbital de l’électron aux états initial et final est 
nul. 
Etudier, en particulier, la transition muonique 2s —+ 1Âs. 


CHAPITRE 12 
NOYAU ATOMIQUE 


$ 1. Notions générales sur les forces nucléaires. Deutéron 


12.1. Comme on le sait. les forces nucléaires se caractérisent par 
un petit rayon d'action et une grande intensité. C'est ainsi que les 
manifestations qualitatives de l’interaction nucléon-nucléon de bas- 
se énergie ne peuvent s'expliquer qu'en admettant le rayon de la 
force R, & 2-10-5 cm (à des plus grandes distances les forces nu- 
cléaires décroissent très rapidement), la grandeur caractéristique du 
potentiel nucléaire étant U, = 40 MeV. 

Chercher les valeurs caractéristiques des potentiels d'interaction 
coulombienne de deux protons et d'interaction magnétique de mo- 
ments magnétiques de spin de deux nucléons à la distance R, indi- 
quée et les comparer à la grandeur U,;. 

12.2. Quel serait le moment magnétique du deutéron si ce dernier 
se trouvait dans l’état *): 

a) 1$,:; b) 3%S,; c) 1P,;; d) °P,; e) %P,; f) SD,? 

Rappelons que les moments magnétiques du proton et du neutron 
libres (au sein de magnétons nucléaires) sont: u, — 2,79; pu, — 
— —141,91 ; la valeur expérimentale du moment magnétique du deuté- 
ron est 14 — 0,85 et son spin vaut J, = 1. 

Conseil. Utiliser le résultat obtenu dans le problème 3.54. 


12.3. Apprécier la valeur moyenne r* (r = r, — r) du deutéron 
en posant que la liaison entre le proton et le neutron est faible et en 
se rappelant que dans la grande majorité des probabilités le deutéron 
se trouve à l'état %S. 


*) Puisque les nombres quantiques du deutéron sont rigoureusement éta- 
blis, il peut sembler que les problèmes du genre de ceux où sont étudiés les états 
hypothétiques du deutéron aient une nature artificielle. Or il faut reconnaître que 
c'est justement la comparaison des caractéristiques physiques du deutéron, 
calculées à partir de différentes hypothèses sur ses nombres quantiques avec 
des données d'expérience qui a permis, en fin de compte, d’identifier l’état réel 
du deutéron. 
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12.4. Quel serait le moment quadrupolaire du deutéron si ce der- 
nier se trouvait à l'état: 


a) 15, b)%S,; c) !P,; d) 5P,? 
Exprimer le moment quadrupolaire du deutéron au moyen de la 


distance quadratique moyenne r°; comparer au résultat obtenu dans 
le problème suivant. 


12.5. Même question que dans le problème précédent, mais dans 
l'hypothèse que “P, est l’état du deutéron. 

Donner l’estimation numérique Q,; comparer au résultat du pro- 
blème précédent et à la valeur expérimentale du moment quadrupo- 
laire du deutéron Q, = 2,82-10-37 cm°. 

12.6. Quelles sont les fonctions propres et les valeurs propres du 
spin isotopique (de sa grandeur et projection T,) pour un système 
composé de deux nucléons ? 

12.7. Quelle est la valeur du spin isotopique d'un système com- 
posé d’un proton et d’un neutron en état du système aux valeurs 
déterminées du spin total S et du moment de mouvement relatif ZL 
des nucléons ? 

Indiquer la partie isotopique de la fonction d'onde du deutéron. 

12.8. Indiquer la forme la plus générale de l’opérateur interaction 
de deux nucléons isotopiquement invariant. 


Exprimer l'opérateur obtenu U au moyen d'opérateurs interac- 
tion nucléon-nucléon en états à valeur déterminée du spin isotopi- 
que Ur: 1- 

12.9. Pour un système à deux nucléons indiquer la structure isa- 
topique de l’opérateur interaction coulombienne de nucléons. 

12.10. En s'appuyant sur l’invariance isotopique de forces nu- 
cléaires et le fait expérimental d’existence d’un état lié unique du 
système « proton + neutron » (deutéron), montrer qu'il ne doit pas 
exister d’états liés d’un système de deux protons ou de deux neu- 
trons. 

Tenir compte des valeurs de nombres quantiques du deutéron: 
spin JA —= 1, parité P, = +1. 

12.11. De quelles propriétés de l’invariance de forces nucléaires 
réelles aurait-il fallu se priver, si l’état du deutéron avait été une 
superposition !P, + %P, (et non pas °S, + “D, comme pour un deuté- 
ron réel) ? 

Indiquer la forme possible d'interaction pouvant aboutir à l’état 
mentionné. 


12.12. Supposons que l'interaction de deux nucléons possède la 
structure isotopique suivante : 
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où V,., sont les opérateurs ne dépendant plus des variables de spins 
isotopiques (ce sont des opérateurs de l’espace de coordonnées et de 
spins, symétriques par rapport à la permutation des nucléons); 
chercher dans ce cas la forme d'interaction dans le système composé : 

a) de deux protons ; b) de deux neutrons; c) du proton et du neu- 


tron. 

Est-ce que l’interaction étudiée s'accorde avec: 

1) l’invariance isotopique; 2) la symétrie de charge de forces 
nucléaires réelles ? 

12.13. Quelles propriétés du deutéron constituent des indications 
sur la dépendance de l'interaction proton-neutron de spins des nu- 
cléons ? 

Après avoir étudié les potentiels dépendant du spin: 


a) Ü =V (r) CpOn = V (r) (2$? — 3) ; 
b) Ü —V (r) SL (interaction spin-orbite) ; 
c) Ü —V (r) (6 (Sn)2— 26°] (forces tensorielles) 
(n = r/r, r=rp—r, $ — + (CA + ©.) est l'opérateur spin total 


des nucléons}, établir lesquels de ces derniers permettent d’ex- 


pliquer les propriétés du deutéron étudiées plus haut. 


Indiquer les intégrales de mouvement des potentiels mentionnés. 
12.14. Montrer que le potentiel des forces tensorielles 


Ü,= V (r) [6 ($n)— 2$?] 


(S — + (0, +02) est l’opérateur spin total des nucléons), assimilé à 
une perturbation du potentiel symétrique par rapport au centre 
U, (r), n’engendre le déplacement du niveau d'état S qu'en second 


ordre du calcul des perturbations. 
12.15. Montrer qu'avec la prise en compte des forces tensorielles, 


quand Ü — Us (r) + Un, où Ü. =V( Ces $, = 6 ($n}° = 


_ 2$?, la fonction d'onde du deutéron, constituant la superposition 
3S, -+ %D,, peut être écrite sous la forme 


P = [fo (r) + f (r) $ sl <: 


a 


S — 8 + Sn est ici l'opérateur spin total des nucléons, 4 — |b},1la 
C 
fonction arbitraire de spin S$ — 1 en représentation S, (respective- 
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ment, l'opérateur $ et la fonction d’onde Ÿ répondant au spin total 
des nucléons $ — 1 sont aussi donnés en représentation S,). 

Pour quel choix de la fonction de spin % la fonction d’onde con- 
sidérée Ÿ décrit l'état du deutéron à valeur déterminée J,? 

Chercher dans l’état étudié (J). 

12.16. Comme on le sait, le moment magnétique du deutéron 
représentant la superposition °S, + D, vaut 


ha =(4—w)u6S,) + wu (°D,) = 0,85 magn. nucl., 


où (CE ) et u (°D,) sont les moments magnétiques du système « pro- 
ton + neutron » en états %$.,, D, (voir 12.2), w & 0, 04, la probabi- 
lité de présence du deutéron en état ‘D... 

Expliquer pourquoi pour le moment quadrupolaire du deutéron 
il n’y a pas de relation analogue à celle donnée plus haut pour le 
moment magnétique. Sous ce rapport, indiquons que le moment qua- 
drupolaire d'état S, est nul, en état “D, il est négatif, Q (°D,) < 0, 
tandis que sa valeur expérimentale pour le deutéron est Q, = 
Z& 2,82-10-27 cm° > 0. 

12.17. Apprécier les dimensions des noyaux « miroirs» du tritium 
SH et de l’hélium ‘He à partir du fait que dans la désintégration 


B H — $He + e + v l'énergie cinétique maximale de l'électron 
£o — 17 keV. Il faut prendre en compte l’invariance isotopique des 
forces nucléaires et l’absence pour les noyaux envisagés d'états exci- 
tés. Rappelons les valeurs numériques suivantes: (4, — M.) c = 
= 1,29 MeV, m,c = 0,51 MeV. 

12.18. Comme on le sait, les dimensions des noyaux sont régies 
par la relation À = r,4'/%, où À est le nombre de nucléons dans le 
noyau. 

Apprécier la valeur de r, à partir des données sur la désintégra- 
tion B* du noyau comportant Z + 1 protons et Z neutrons (de sorte 
que À — 2Z + 1) en l’exprimant en fonction de la valeur maximale 
de l’énergie &, des positrons de désintégration. Poser que le noyau se 
désintégrant et le noyau produit par la fission (constituant des 
noyaux « miroirs ») se trouvent dans les mêmes états (c'est-à-dire pos- 
sèdent des nombres quantiques identiques, exception faite pour les 
valeurs des composantes 7, du spin isotopique). L'énergie d’inter- 
action coulombienne des protons au sein du noyau est posée égale à 
l'énergie électrostatique d’une sphère régulièrement chargée dont la 
charge et le rayon sont ceux du noyau. 

ue l'estimation numérique de r, de la désintégration Si + 

FAI + et + v, où es — 3,48 MeV. 

2. 19. Même question que pour le problème précédent, mais pour 
la désintégration *5Cl —+ ŸS + e* + v, où es, = 5,52 MeV. 
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$ 2. Modèle en couches 


12.20. Dans le modèle en couches chaque nucléon du noyau est 
supposé se mouvoir dans un certain champ moyen (self-consistent)} 
engendré par les nucléons restants du noyau et présentant une symé- 
trie sphérique. 

En posant que le potentiel self-consistent peut être approximé par 
le potentiel 


U(r}= —Uo+ hr, 


chercher les niveaux d'énergie uniparticulaires. 

A quelles valeurs des nombres magiques aboutit un tel modèle de 
potentiel self-consistent ? 

Quelles variations qualitatives observe-t-on dans l’image des 
niveaux uniparticulaires pour une petite (mais de symétrie sphérique) 
perturbation ôU (r) du potentiel considéré ? 

Quelles prévisions peut-on déduire du modèle en ce qui concerne 
les moments et les parités d'états fondamentaux de noyaux ? 

12.21. Comme on le sait, l'explication des propriétés d'états 
excités fondamentaux et inférieurs de noyaux, en s'appuyant sur 
le modèle en couches, ne peut être obtenue qu'avec l'introduction, 
parallèlement au potentiel self-consistent central U (r), également 


de l'interaction spin-orbite Ürs. 
Dans le cadre du modèle, où 


U (r)=—Us+zkrt, Üy, = —alo (&œ > 0) 


(comparer au problème précédent), chercher le spectre d'énergie 


uniparticulaire. Pour &« Æ kw@/10 (wo — V k/M) tracer l’image des 
niveaux uniparticulaires inférieurs (ce modèle traduit exactement 
l’ordre de disposition des niveaux uniparticulaires qui est essentiel 
pour la description de propriétés des noyaux pas trop lourds). 

Dans le cadre du modèle concerné, chercher les moments (les 
spins) et les parités d’états fondamentaux des noyaux: ‘He, Li, 
B, '?C, “C, 5N, “C, ‘0, O, FAI, Ca. 

12.22. Chercher les niveaux uniparticulaires inférieurs du po- 
tentiel d’un oscillateur en présence d'interaction spin-orbite de la 
forme 


A aAla 
U,, === — ar? O. 


Discuter la nature de la décomposition des niveaux d°un hamil- 
tonien non perturbé. Comparer au résultat obtenu dans le problème 
précédent. 
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12.23. Dans le cadre du modèle en couches, chercher la partie 
spin-isospin des fonctions d'ondes d’états fondamentaux des noyaux 
du tritium *H et de l’hélium ‘He. 

12.24. Indiquer les valeurs possibles du moment total J et du 
spin isotopique 7 des noyaux comprenant, en plus des couches rem- 
plies, deux nucléons en état p,,, (au même n). Les noyaux possédant 
cette configuration sont “C, ‘{N, “O (deux nucléons en plus des 
couches remplies (1s,/,,) (Apse}s). 

12.25. Même question que pour le problème précédent, mais pour 
deux nucléons en état Ps». 

12.26. Dans le modèle en couches chercher le moment magnéti- 
que et le facteur gyromagnétique pour le noyau ne comportant en 
plus des couches remplies qu’un nucléon (ou possédant une vacance 
sur la couche non remplie). 

Appliquer le résultat ee aux états fondamentaux des noyaux 
suivants *): SH (J = 1/2; u = 2,91); He (1/2; —2,13); ‘B (3/2; 
2,69) ; \ #C (1/2 ; 0,70); ‘N (AJ2: —0,28) : 180 (5/2 ; 41,89) : #6; (1/2 ; 


En résolvant le problème, utiliser le schéma de niveaux unipar- 
ticulaires établi dans 12.21. 

12.27. Même question que pour le problème précédent, mais 
pour un noyau comportant, en plus des couches remplies, un proton 
et un neutron (ou possédant une vacance protonique et une vacance 
neutronique sur les couches non remplies) en états identiques 
(c'est-à-dire avec mêmes valeurs de n, L, j). 

Faire le calcul pour différentes valeurs du moment (spin) du 
noyau possibles pour la configuration nucléique donnée. Comparer 
aux données expérimentales des noyaux *) *H (J = 1; u = 0,85); 
Li (1; 0,82); ‘°B (3; 1,80); ‘IN (1; 0,40). 

12.28. Calculer le moment magnétique du noyau comportant, 
en plus des couches remplies, un proton et un neutron (ou possédant 
une vacance protonique et une vacance neutronique sur les couches 
non remplies) en états identiques dans des conditions de couplage LS 
(les niveaux du schéma à une particule se caractérisant par les nom- 
bres quantiques n, L, et non pas n», !, j comme dans le schéma de 
couplage jj). 

Appliquer le résultat obtenu à l’état fondamental du noyau Li 
doué du spin J = 1. Chercher u pour différentes valeurs possibles 
de L et de S et comparer à la valeur expérimentale uexper = 0,82 et 
au résultat du problème précédent. Les nucléons, en plus de la couche 
remplie (1s), se trouvent dans l’état 1p (c’est-à-dire ont un L = 1). 

Quel est le spin isotopique d'états concernés du noyau Li? 


*) On a indiqué entre parenthèses les valeurs expérimentales du spin J 
et du moment magnétique u du noyau. 
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12.29. Chercher dans le schéma du couplage jj le moment magné- 
tique du noyau possédant un même nombre de protons et de neutrons 
en plus des couches remplies en états identiques nlj. 

Appliquer le résultat obtenu au noyau ‘Na doué du spin J = 3 
et du moment magnétique Lexpér = 1,79. 

12.30. Même question que dans le problème précédent mais dans 
les conditions du couplage LS (voir 12.28). 

12.31. Dans le cadre du modèle en couches, chercher le rapport 
entre les moments magnétiques d'états fondamentaux de noyaux 
« miroirs ». Se limiter à l’étude des noyaux dont tous les nucléons 
(des deux états de charge), en plus des couches remplies, se trouvent 
aux mêmes états nl). 

Appliquer le résultat obtenu aux noyaux H et “He et le compa- 
rer aux données d’expérience avec prise en compte du fait que 
Hexpér (SH) = 2,91; Mexpér (He) — —2,13. 

12.32. Chercher le moment quadrupolaire du noyau ne possédant 
en plus des couches remplies qu’un proton en état: 


a) Sy25 D) Psp €) Asp 
Exprimer @, en fonction de r:. 

Quelle est la nature du moment quadrupolaire du noyau ne possé- 
dant qu’une vacance protonique sur les couches indiquées ? 

12.33. Généraliser le résultat obtenu dans le problème précédent 


au . d’un proton dans l’état à valeur arbitraire de L et à j = ! + 
+ 1/2. 


12.34. Chercher le moment quadrupolaire du noyau ne possédant 
en plus des couches remplies qu’un proton en état à valeur arbitraire 
de L'et à j — ! — 1/2 

Comparer aux résultats obtenus dans les deux problèmes précé- 
dents. 

12.35. Chercher le moment quadrupolaire du noyau ne possédant 
en plus des couches remplies qu’un neutron en état à moment orbital 
L'et à moment total j — L + 1/2. 

Conseil. Assimiler le noyau à un système composé de deux sous- 
systèmes : d’un neutron en plus des couches remplies et de nucléons 
des couches remplies (pris dans leur ensemble) se mouvant par rap- 
port au centre de masse du noyau *). 

12.36. Comme on le sait, le modèle en couches à potentiel self- 
consistent d’aspect oscillatoire 


U (r)}= —U ++ kr? 


*) L'étude des difficultés du modèle en couches liées à la fixation du cen- 


tre de masse du noyau assimilé à un système de particules indépendantes 
voir dans le livre [3]. 
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permet de comprendre et d'expliquer (compte tenu du couplage spin- 
orbite) de nombreuses propriétés de noyaux pas trop lourds. 

En admettant que la nature oscillatoire du potentiel self-consis- 
tent se conserve également pour les noyaux lourds À >> 1, obtenir 
sur la base de considérations quasi classiques l’expression de la den- 
sité de nucléons au sein de ces noyaux. En résolvant le problème, 
on peut négliger l'interaction coulombienne des protons et considé- 
rer les noyaux comme possédant le même nombre de protons et de 
neutrons. 

Est-ce que l'expression obtenue s’accorde avec les données expé- 
rimentales ? 

12.37. Même question que dans le problème précédent, mais pour 


un potentiel self-consistent de l'aspect 
0, TER: 
U = ° 
00 ;, 


r > R. 


Une fois choisi en accord avec les données expérimentales le pa- 
ramètre À du modèle d'aspect R = r,41/3 (R est le rayon du noyau, 
ro = 1,2-10-% cm), chercher l'impulsion limite p} desnucléons au 
e du noyau. Quelle est dans ce cas la vitesse maximale des nu- 
cléons ? 


CHAPITRE 13 


THÉORIE DES COLLISIONS 


S 1. Approximation de Born 


13.1. Montrer que l’amplitude de diffusion d’une particule dans 
un champ extérieur arbitraire peut s'exprimer au moyen d’une 
fonction d’onde du domaine d'action du potentiel 


f (kor K)= — | e-ikeU (r) Wik' (r) dV, 
où k,. k sont les vecteurs d’onde de la particule avant et après la 


diffusion, Y£*’, la fonction d'onde accusant pour r — œ un compor- 
tement asymptotique de la forme 


€ Ph e gp: f(k 0 k) 2k 
WE (r) A eisor _—__ — eikr, 


8—01572 
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13.2. De quelle façon doit décroître le potentiel d'interaction à 
des grandes distances r —>- pour que l’asymptotique de la fonction 
d'onde Wi*’ prenne pour r —+ co la forme indiquée au problème précé- 
dent, c ’est-à-dire qu’à des grandes distances l’onde plane ne soit pas 
perturbée par un champ extérieur ? Se limiter aux potentiels possé- 
dant pour r —+ œ une décroissance en puissance U (r) © r-". 

13.3. Etablir à quelles distances du centre de forces la fonction 
d'onde Wf,(r) peut être représentée sous forme asymptotique men- 
tionnée dans 13.1. Poser que pour r > R le potentiel est négligem- 
ment petit (R étant le « rayon » du potentiel). 
© 1 143.4. Chercher dans l’approximation de Born l’amplitude de 
diffusion et la section totale de diffusion des particules au sein des 
champs U (r) mentionnés plus bas. Etudier les cas limites des parti- 
cules de petites et de grandes énergies. Indiquer les conditions d'ap- 
plicabilité de l'étude 


a) U(r)=aô(r—R); b) U(r)=U,e-""r;: 
c) U (r) — _ e-nR; d)lC(r)=air?; 


Us, r<R, 
e) U (r)= | : r> R: f) U (r) =C Mere 


13.5. Pour les potentiels U (r) étudiés au problème précédent 
(13.4, a), b)) chercher la valeur Wi*’(0) en premier ordre du calcul 
des perturbations (W'£'(r) étant la fonction d'onde décrivant le 
processus de diffusion des particules d’impulsion ik). 

13.6. Montrer que dans les conditions d’applicabilité de l’appro- 
ximation de Born la section totale de diffusion des particules © (Æ) 
au sein d’un champ central arbitraire U (r) satisfait comme fonction 
d'énergie à l'inégalité 


7 (Eo(E)>0, 


c'est-à-dire que Eo (E) est une fonction d'énergie Æ croissant de fa- 
çon monotone. 

13.7. Montrer qu'avec la diffusion des particules dans un champ 
d'attraction (c’est-à-dire pour U (r) < 0) ou dans un champ de ré- 
pulsion (U (r) > 0) aux conditions d’ d’applicabilité de l’approxima- 
tion de Born la v valeur maximale de la section de diffusion © (E) est 
possédée par les particules d'énergie E = C. 

13.8. Obtenir l’expression de l’amplitude de diffusion des parti- 
cules en approximation de Born au cas de potentiel d'échange, 


c'est-à-dire pour ÜécnanŸ (r) = U (r) Ÿ (—r). 
Comment l’amplitude de diffusion est-elle liée dans ce cas à 
l'amplitude de diffusion au sein du champ ordinaire U (r)? Quelle 
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différence observe-t-on dans la diffusion des particules rapides à des 
potentiels « ordinaire » et d'« échange » ? 

13.9. Montrer que pour des grandes énergies de la particule 4R > 
1 (R étant le rayon d'interaction) la section totale de diffusion 
dans le champ U (r) = U (p, z) en approximation de Born peut être 
représentée sous la forme 


SE) À | | [ | U (p, :) d: | d°p. 


Oo + 


Avant la diffusion l'impulsion des particules est dirigée ie long de 
l'axe z2; pest le rayon vecteur bidimensionnel situé dans le plan 
perpendiculaire à l’axe z. 

Appliquer la formule donnée au cas d’un champ U (r) = U,e”r°/r? 

et comparer au résultat obtenu dans le problème 13.4, f). 
z 143.10. En approximation de Born l’amplitude de diffusion 
frontale des particules (d’angle 8 — 0) est une grandeur réelle 
(Im jf (8 = 0) = 0) et, par suite, ne remplit pas le théorème optique 
d’après lequel o (E) — 4x Imf(E, 6 — 0)/k. 

Expliquer pourquoi ce résultat est naturel et la violation du théo- 
rème optique ne contredit pas la description correcte des sections 
différentielle et totale de diffusion dans le cadre de l’approximation 
de Born (naturellement aux conditions de son applicabilité; voir de 
même le problème suivant). 

v 13.11. Ecrire l'expression de l'amplitude de diffusion en second 
ordre du calcul des perturbations. Chercher Im jf” (6 = 0) et expli- 
quer le résultat obtenu. 

13.12. Une caractéristique importante du processus dans l'étude 
d’amplitudes de collision des particules est la grandeur 


n (EE) = Ref(E, 68 = 0)/Imf(E, 6 = 0), 


rapport de la partie réelle de l’amplitude de diffusion d'angle « zé- 
ro » à la partie imaginaire. 

Exprimer | n (£) | au moyen de la section totale de diffusion et 

de la section différentielle de diffusion frontale des particules. Com- 
ment se comporte n (Æ) dans les conditions d’applicabilité de l’ap- 
proximation de Born? 
Le 13.13. Exprimer en approximation de Born l’amplitude de dif- 
fusion sur deux centres de forces identiques éloignés l’un de l’autre 
de a, c'est-à-dire que U (r) = U,(r) + U,(r — a), au moyen de 
l'amplitude de diffusion fB sur un centre unique U, (r). 

Chercher le rapport entre les sections de diffusion sur deux et sur 
un centre pour les cas: 

a) ka € 1 (avec une grandeur ÆR arbitraire, R étant le rayon 
d'action des forces du centre unique): 


g* 
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b) 4R = 1eta > R (la distance séparant les centres est beaucoup 
plus grande que le rayon d'action des forces de centres particuliers). 

13.14 Obtenir en approximation de Born l’expression de l’am- 
plitude de’diffusion sur un système de centres identiques se dispo- 
sant aux points a,, n — 1, 2. ..., AN, c'est-à-dire U(r) = 
= S Loir a D. 


Appliquer le résultat obtenu à l’analyse de la distribution angu- 
laire de particules diffusées au cas où les centres s’alignent sur une 
droite, l’écartement entre les centres voisins étant le même et vaut 
b, tandis que l’impulsion de particules incidentes est dirigée suivant 
l'axe des centres de diffusion. Discuter spécialement le cas de NV >> 1. 

En posant remplies les conditions: R <& b (R étant le rayon 
d'action du potentiel du centre particulier), bk << 1, mais Nbk >5 1, 
chercher la section de diffusion totale des particules par la série de 
centres mentionnés. 

13.15. Chercher en second ordre du calcul des perturbations 
l'amplitude de diffusion des particules dans le champ UÙ (r) — 
= Ce”"’R° pour des grands transferts d’impulsion qR >ÿ> 1. Com- 
parer à l’amplitude de Born. 

13.16. Comparer pour l'énergie des particules £ = 0 les valeurs 
de l’amplitude de diffusion exacte f°* (E — 0) dans le champ U (r) 
à amplitude de diffusion de l’approximation de Born jB (0) dans le 
même champ pour 

a) un champ de répulsion U (r) > 0; 

b) un champ d'attraction U (r) < 0, toutefois, non doué d'états 
du spectre discontinu (le puits de potentiel est suffisamment plat). 

Montrer que dans a) la valeur de la section de diffusion de Born 
est supérieure à l’exacte, tandis que dans b) elle est, au contraire, 
inférieure. 


$ 2. Théorie de diffusion en phase. Diffusion de particules lentes. 
Diffusions résonnantes 


13.17. Obtenir l'expression des déphasages 6, (4) dans les condi- 
tions d’applicabilité de l’approximation de Born en partant directe- 
ment de la décomposition en ondes partielles de l’amplitude de dif- 
fusion dans un champ central. 

Conseil. Se servir de la relation connue de la théorie des fonctions 
de Bessel (x, y > 0) [12i: 


sin V r*-y?—2ry COS @ 


V 2° + y — 2ry cos q 


> (21 + 7) J'issye (Ex) Ji iyo(ky) P, (cos q). 
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13.18. Obtenir l'expression des déphasages en approximation de 
Born au cas d’un potentiel d'échange (voir 13.8). 

13.19. Dans les conditions d’applicabilité de l’approximation de 
Born chercher le comportement des déphasages pour l'énergie de la 
particule £ —+ 0. Se limiter aux potentiels U (r) décroissant pour 
r + oo plus vite que toute puissance de r (par exemple, U c= er/R), 

13.20. Chercher le comportement des déphasages de Born 6 (k) à 
valeur fixée de À pour À — co. Se limiter au cas de potentiels dont le 
comportement pour r —+ 0 satisfait à la condition rU (r) —+ 0. 

13.21. En se servant de l’expression quasi classique de déphasa- 
ges, chercher leur comportement pour une valeur fixée de Let E — co. 
Comparer au résultat obtenu dans le problème précédent. 

L/ 13.22. Chercher dans l’approximation de Born les déphasages 
des ondes s (£ — 0) dans des champs: 

a) U(r) = UQRÔ (r — R); b) U (r) = Ue”"'8. 

En se servant du résultat obtenu, chercher pour les champs men- 
tionnés la section de diffusion de particules lentes. Indiquer les con- 
ditions d'’applicabilité et comparer aux résultats obtenus dans 
13.4, a), b). 

13.23. Rétablir le potentiel d'interaction U (r) suivant la phase 
de diffusion 6, (k) (1 — 0) en la posant connue pour toutes les énergies 
de la particule et sous l'hypothèse que | 6, (4) | € 1. 

En guise d'illustration du résultat obtenu, étudier les dépendan- 
ces Ô, (k) de l'aspect : 

a) do (A) —= const ; b) à, = 
Pour le cas b) comparer au résultat de 13.22, b). 

13.24. Chercher les valeurs exactes des déphasages d'ondes s au 
‘ sein des champs: 
, r<R, 


U L 

He 0, r>R; 

c) U(r)= —U,e-riR, 

En se servant des résultats obtenus, chercher pour les champs 
mentionnés les sections de diffusion de particules lentes. Indiquer les 
conditions d'applicabilité des expressions obtenues. 
| 13.25. Chercher la longueur de diffusion et la section de diffu- 

sion de particules lentes dans le champ U (r) = «/rt, &« > 0. 

13.26. Chercher la longueur de diffusion et la section de diffu- 

sion de particules d'énergie £ — 0 dans le champ 


— U,, r<< À, 
OI ACES PORN 


CO, 


U (r) =- 


D | 
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Discuter spécialement les cas limites c Æ b et c > b. 
/” 13.27. Chercher la dépendance énergétique de la section de diffu- 
sion des particules © (E) dans le champ décroissant à des grandes 


distances suivant la loi 
U(r)za/r", ro, 2<n<3, 


pour une énergie des particules E — 0. 

13.28. Même question que dans le problème précédent, mais pour 
un POISRrES présentant à des grandes distances la forme U (r) Æ 
= ar. 

13.29. Chercher les déphasages Ô, (4) dans le champ U (r) = 
= air, à& > 0. 

Effectuer la sommation de la série constituant le développement 
de l’amplitude en ondes partielles aux cas: 

a) de ma/h° € 1 pour des angles de diffusion quelconques; 

b) de maœ/h° >: 1 pour des angles de diffusion suffisamment pe- 
tits ; 

c) de ma/h° > 1 pour des particules diffusées en arrière (0 = x). 

Chercher dans les cas énumérés la section de diffusion différen- 
tielle des particules et la comparer aux résultats des calculs dans 
l'approximation de Born, ainsi que suivant la mécanique classique. 

13.30. Calculer la section de diffusion totale des particules rapi- 
des ÀR >> 1 sur une sphère à réflexion parfaite (impénétrable) de 
rayon À. Se servir de l'expression quasi classique des déphasages et 
du théorème optique. 

13.31. Aux conditions du problème précédent, chercher l’ampli- 
tude et la section de diffusion différentielle pour des petits angles de 
diffusion AR < 1 *). 

13.32. Mème question que dans le problème précédent, mais pour 
le cas d’angles de diffusion pas trop petits 0 > (&R)-!. Comparer au 
résultat de la mécanique classique. 

13.33. Chercher la longueur de diffusion dans des champs d'at- 


traction : 
—U,, TX R, 
a) U(r) = —U,Rô(r— R); b) U' (= | 0. r>R 


comme une fonction de paramètres du potentiel U,, À. 

En quoi sont remarquables les valeurs des paramètres du champ 
pour lesquelles la longueur de diffusion tend vers l'infini ? 
13.34. Calculer la section de diffusion des particules lentes dans 
: champ CL (r) = —aô (r — R) aux conditions de résonance en 
‘onde s. 


*) La diffusion sous de petits angles dans les conditivns du problème étu- 
dié est appelée diffractive, car de par sa nature physique elle est analogue à la 
diffraction d’un faisceau de lumière plan parallèle tombant sur un écran étan- 
che (réfléchissant ou absorbant) (la soi-disant diffraction de Fraunhofer, voir 
[5] et également 13.56). 
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13.35. Même question que dans le problème précédent, mais pour 

le cas d’un puits de potentiel sphérique de profondeur U, et de 
rayon À. 
/ 13.36. Chercher l’amplitude de diffusion partielle de particules 
à L — 0 dans le champ UÙ (r) = aô (r — R). Pour &R > K*/m dé- 
terminer la position de £, et la largeur l des niveaux inférieurs quasi 
discontinus (ÆE0 — k°/mR"). 

Comparer les sections de diffusion de particules à énergie E = 
 K°/mR? sur des sphères de fonction 6 et étanche de rayon identi- 
que À. Quelle est la valeur de la différence entre ces sections pour 
des énergies de particules proches de l'énergie du niveau s quasi 
discontinu ? 


$ 3. Diffusion des particules rapides (approximation de l’iconale). 
Diffusion des particules douées de spin 


13.37. Obtenir l'expression de l'amplitude de diffusion de parti- 
cules rapides en approximation de l'iconale (g, = g = KA) 


f, oi | {1 exp[ —+ [ U(VR +) à: |} + 
0 _— 00 


X Jo (p8) p dp=+ | | {1—exp D ( U (Vp®+2) dz |} * 


x e7 "19 d?p 


directement de sa décomposition en ondes partielles. 
Indiquer les conditions d’applicabilité du résultat obtenu. 
13.38. Montrer qu'en approximation de l'iconale l'amplitude de 
diffusion répond au théorème optique (comparer avec 13.10 et 13.11). 
13.39. Montrer que la section de diffusion totale dans le champ 
U (r) des particules rapides ÀR >5> 1 (R étant le rayon de potentiel) 
peut être calculée à l’aide de la formule 


G(E)=4n | {1— cos EE Î U(V p°+z) d: |} pdp 
0 oc 


indépendamment de Ja relation entre l'énergie des particules et 
l'énergie potentielle, c'est-à-dire que pour la justesse de la formule 
il n'est pas exigé que soient remplies les conditions d’applicabilité 
de l'approximation de l'iconale. 

Appliquer le résultat obtenu au calcul de la section de diffusion 
des particules par une barrière de potentiel: L’ = 0 pourr >R 
et = U, pour r < R. 
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13.40. Chercher la section de diffusion totale dans le champ 


U (r) = a/rt (x >-0) de particules à énergie satisfaisant à la con- 
dition 


TmE T7 ma 
V eV >t. 


13.41. Exprimer en approximation de l’iconale l’amplitude de 
diffusion de particules dans le champ de deux centres de forces situés 
à une distance a l’un de l'autre, c'est-à-dire U (r) = U, (r) + 
+ Uo(lr — a |), en fonction de l'amplitude de diffusion f, sur 
un centre Ù, (r). 

13.42. L'opérateur interaction de la particule douée de spin 
s = 1/2 avec celle qui en est démunie prend la forme 


Ü=U,(r)+U, (r) oi, 


où r—r, — r, est le rayon vecteur relatif de particules, 1 — 
— —i {rV,l l'opérateur moment orbital du système relativement 
au centre de masse. 

Chercher en approximation de Born l'amplitude de diffusion 
dans la collision de ces particules l’une avec l’autre. 

13.43. Chercher en approximation de Born l'amplitude et la 
section différentielle de diffusion de neutrons rapides par un champ 
coulombien. 

13.44. Obtenir l’expression de la section de diffusion de parti- 
cules de spin s — 1/2 sur des particules démunies de spin en appro- 
ximation de Born. L'opérateur interaction de particules est de la 
forme indiquée au problème 13.42. 

Quelle est la dépendance énergétique de la section de diffusion 
totale pour des grandes énergies ? Comparer au cas de diffusion de 
particules sans spin. 

13.45. Quelles restrictions sont imposées par l'hermiticité de 
l'hamiltonien sur l'aspect de l’opérateur interaction de la particule 
avec spin s — 1/2 avec celle qui en est démunie (voir 13.42) 


Ü=U,(r)+U, (r)ol? 


Quelle est la polarisation de particules diffusées en première 
approximation de Born si, initialement (avant la collision), elles 
n'étaient pas polarisées ? 

13.46. Des particules douées de spin s — 1'2 avant la diffusion 
sur des particules sans spin étaient polarisées : le vecteur polarisa- 


tion P — 2s 0. Montrer qu’en approximation de Born la diffu- 
sion n'implique qu'une rotation du vecteur polarisation, de sorte 
que | P°| = | P |, où P’ est le vecteur polarisation des particules 
après la diffusion (comparer au problème précédent). 
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13.47. Chercher l'amplitude de diffusion de neutrons lents sur 
des protons en posant que leur interaction est douée des propriétes 
suivantes : 

a) avec les nombres quantiques ! = O0 et S — {1 on est en pré- 
sence d’un état lié (deutéron) dont l'énergie de liaison est faible 
(ea € A°/mR*, R étant le rayon d'interaction): 

b) avec L — 0 et S — O il y a un niveau virtuel bas; 

c) pour une faible énergie du système « neutron + proton » le 
potentiel d'interaction peut ètre posé comme central. mais dépen- 
dant. toutefois. de la grandeur S du spin total, c'est-à-dire que 


Ü = Us (r) + U (r) 6n0p- 


$ 4. Diffusion des particules composées. Collisions inélastiques 


13.48. Chercher les sections différentielle et totale de la diffusion 
élastique d'électrons rapides par un atome d'hydrogène en état 
fondamental. | 

13.49. Mème question que daus le problème précédent, mais pour 
l'atome d'hélium. Choisir la fonction d'onde de l'atome sur la base 
du calcul variationnel introduit dans 11.7. 

13.50. Chercher la section totale d’excitation de l'état 2s de l’ato- 
me d'hydrogène dans la collision d'électrons rapides avec les atomes 
d'hydrogène se trouvant en état fondamental. 

13.51. Chercher les sections différentielle et totale d’excitation 
du novau par des électrons au cours d’une transition monopôle 
(ou Æ£0) du noyau, c'est-à-dire quand les états initial et final du 
noyau possèdent le même moment J — ( et une même parité. Les 
électrons d'états initial et final sont considérés comme rapides. 

13.92. Un rotateur sphérique de moment d'inertie /, de charge 
e = 0 et de moment dipolaire électrique d parallèle à l'axe du rota- 
teur (un modèle très simple de ce rotateur est incarné par le système 
de deux particules aux charges de signes opposés se disposant à une 
distance donnée l'une de l'autre) se trouve en état fondamental. 

Calculer en premier ordre du calcul des perturbations les sections 
différentielle et totale de diffusion inélastique de particules chargées 
par le rotateur excité au niveau |. 

13.53. Chercher la section de diffusion de particules chargées 
lourdes (par exemple, de protons ou d'ions) par des atomes neutres 
dont le moment est nul. La vitesse des particules diffusées est posée 
beaucoup inférieure à celles d’électrons atomiques. Indiquer les con- 
ditions d'applicabilité du résultat obtenu. 

Conseil. Montrer au préalable qu'au cours de la diffusion ce sont 
les distances beaucoup supérieures aux distances atomiques qui pré- 
sentent de l’importance. Se servir de l'expression quasi classique de 
Ja section de diffusion (voir 13.39). 
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13.54. Déterminer les sections de diffusion élastique et inélasti- 
que de particules lentes par un puits de potentiel complexe 


; __f Uo—iUs, r<R, U,>0, 
PU] O, r>R 


(sur l'interprétation physique de la partie imaginaire du potentiel 
voir 7.9). Poser que les conditions | Us, | & #°/mR* sont remplies. 

13.55. Chercher la section totale ôtotar, la section de diffusion 
élastique Osjas et inélastique Oinélas de particules rapides ÀR >> 1 
par une sphère absorbante (« noire ») de rayon À. Comparer au résul- 
tat obtenu dans 13.30. 

Conseil. Se servir des représentations quasi classiques du mouve- 
ment des particules. Poser que toutes les particules ayant atteint la 
surface de la sphère sont absorbées par cette dernière. 

13.56. Dans les conditions du problème précédent, chercher la 
section différentielle de la diffusion élastique des particules. Com- 
parer au résultat obtenu dans 13.31. 

13.57. Chercher les relations entre les amplitudes et les sections 
différentielles de la diffusion élastique d’un neutron sur un proton 
et d’un neutron sur un atome d'hydrogène se trouvant en état fonda- 
mental. Négliger l'interaction du moment magnétique du neutron 
avec l'électron. Indiquer les conditions d’applicabilité du résultat 
obtenu. 

13.58. Comme on le sait, l'interaction de l’électron avec le posi- 
tron peut se terminer par leur annihilation, c’est-à-dire la transfor- 
mation de la paire en photons. Aussi les niveaux d'énergie du posi- 
tronium (atome hydrogénoïde composé de l’électron et du positron) 
ont-ils un délai de vie fini. 

Chercher la relation entre le délai de vie d'état fondamental du 
positronium et la section d’annihilation de la paire par choc posi- 
tron lent — électron. Poser que l'interaction responsable de l'anni- 
hilation possède un petit rayon par rapport aux dimensions du posi- 
tronium et qu'elle peut être assimilée à une perturbation (la forme 
concrète de l'interaction a peu d'importance). 

13.59. En recourant au bilan détaillé, établir la liaison entre la 
section de capture radiative du neutron par le proton et la photo- 
désintégration du deutéron. 

Conseil. Le bilan détaillé et la relation qui en découle entre les 
sections des réactions à deux particules mutuellement inverses sont 
habituellement déduits dans les cours de mécanique quantique pour 
des particules non relativistes (voir, par exemple [3]). Mais si dans 
les expressions finales correspondantes on assimile la grandeur de 
l'impulsion du mouvement relatif des deux particules à la grandeur 
de l'impulsion de ces particules dans le s.c.i., on peut les rapporter 
directement au cas de particules relativistes. Sous ce rapport rappe- 
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Jons qu'en mécanique non relativiste pie] = Mr = | Pil = 
= | p, |, où p, — —p. sont les impulsions des particules dans le 
s.c.i., u leur masse réduite, vie = Vi — Vo. 

13.60. Chercher la relation entre les sections du photo-effet de 
l'état fondamental d’atome d'hydrogene et de ia recombinaison 
radiative de l'électron avec le proton (processus inverse à celui du 
photo-effet) en état fondamental d'atome d'hydrogène. On peut 
négliger le spin du proton et le moment magnétique qui lui est lié. 


CHAPITRE 14 


THÉORIE QUANTIQUE DE LA RADIATION 


$ 1. Emission de photons 


14.1. Chercher la durée de vie et la largeur d'état excité 2p de 
l'atome d'hydrogène (négliger le spin de l'électron). 

Appliquer le résultat obtenu pour le mésoatome u et comparer 
avec la durée de vie du muon libre (x, = 2.2-10-$ s). 

14.2. Chercher la durée de vie du premier niveau excité d'un oscil- 
lateur sphérique chargé. 

14.3. Montrer que les transitions dipolaires (électriques) entre 

a) les niveaux de l’atome à multiplicité différente (par exemple, 
entre les états ortho et para de l’heélium). 

b) les composantes d'une structure fine d’un même terme de 
l’atome (c'est-à-dire entre les différents niveaux d'un même multi- 
plet) 
sont énterdiles. 

14.4. Apprécier pour l'état 2s,,, de l’atome d'hydrogène la pro- 
babilité de passage électromagnétique (en [l'unité de temps *)) 
à l'état 2p,2. 

Rappelons que la différence entre les énergies des niveaux 2s.,, 
et 2pjya (dite déplacement ou effet Lamb) vaut AELs & 4,4 X 
X 10-76 eV. 

Comparer le résultat obtenu à la probabilité de passage 2s,,, — 
— 15,7, avec émission de deux photons, égale à w,, = 7 s”!, et au 
résultat obtenu dans 14.8. 


*) Dans les problèmes suivants cette spécification est quelquefois omise 
pour abréger. 
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14.5. Chercher la probabilité de transfert électromagnétique 
d’un rotateur sphérique, se trouvant au premier niveau excité, en 
état fondamental. 

Le rotateur est doué d’un moment d'inertie 7 et d’un moment 
dipolaire électrique d dirigé suivant l’axe du rotateur. 

Conseil. L'interaction du rotateur avec le champ radiatif est de 


l’aspect F — —d E,,4, où E,,ulr) est l’opérateur du champ élec- 
trique des photons. 

14.6. Chercher la probabilité du transfert électromagnétique entre 
les niveaux rotationnels d’une molécule à deux atomes possédant 
un moment dipolaire constant d. Le terme électronique de la molé- 
cule est 1©. Se limiter au cas du premier niveau rotationnel excité. 

Faire l'estimation numérique de la probabilité du transfert. 

14.7. Une particule neutre libre de spin s — 1/2 possédant un 


moment magnétique de spin up (de sorte que u = uo) est placée 
dans le champ magnétique homogène H, en état à valeur définie 
de la projection du spin sur la direction du champ. Chercher la pro- 
babilité de rayonnement du photon en l'unité de temps du fait de 
retournement du spin. 

14.8. Chercher la probabilité de transition à un photon de l’atome 
d'hydrogène de l’état excité 2s,, à l'état fondamental {s,,. Com- 
parer la valeur oblenue au résultat de 14.4. 

14.9. Chercher la probabilité de transition électromagnétique entre 
les composantes de la structure hyperfine d’état fondamental de 
l'atome d'hydrogène (voir 11.4). 

14.10. Quelle est la multipolarité du rayonnement des transi- 
tions électromagnétiques dominantes entre les composantes de la 
structure fine d'un même terme de l’atome ? 

Apprécier la valeur numérique de la probabilité des transitions 
électromagnétiques correspondantes en l'unité de temps. 

14.11. Montrer qu'un photon ne peut acquérir l’état à moment 
total nul. 

Conseil. En recherchant les fonctions d'ondes (en représentation 
d'impulsion) d'états du photon à valeur déterminée de J, recourir 
au formalisme tensoriel développé dans les problèmes du $ 4. chap. 3. 

14.12. Montrer que le système composé de deux photons ne peut 
acquérir les états à moment total égal à l’unité, J — 1 (dans le 
système du centre d'inertie). Voir conseil prodigué dans le problème 
précédent; tenir compte de l'identité des photons. 


$ 2. Diffusion de photons. Rayonnement de photons en collision 


14.13. Chercher les sections différentielle et totale de la diffu- 
sion élastique de photons par une particule chargée libre. Comparer 
au résultat fourni par l’électrodynamique classique. 
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14.14. Chercher les sections différentielle et totale de la diffu- 
sion élastique de photons par un rotateur sphérique en état fonda- 
mental. 

Le rotateur est doué d’un moment d'inertie 7 et d'un moment 
dipolaire électrique d dirigé suivant l’axe.du rotateur. 

14.15. Chercher les sections différentielle et totale de la diffu- 
sion élastique de photons par un oscillateur sphérique chargé se 
trouvant dans l'état fondamental. 

14.16. Chercher les sections différentielle et totale de la diffu- 
sion des photons par une particule neutre de spin s — 1/2 possédant 


un moment magnétique u (de sorte que u = uo). 

Etudier les cas suivants: 

a) avant la diffusion, la particule est en état à valeur déterminée 
de la projection du spin sur l’axe 2 (le long duquel est dirigée l’im- 
pulsion des photons incidents) s, — +1/2, au cours de la diffusion 
l'état de spin de la particule ne variant pas; 

b) même situation que dans le point précédent, mais au cours 
de la diffusion il se produit un retournement du spin de la particule, 
c'est-à-dire à l’état final (apres collision) s, = —1/2; 

c) diffusion sur des particules non polarisées. 

14.17. Chercher les sections différentielle et totale de la diffu- 
sion inélastique de photons par un rotateur sphérique en état fonda- 
mental s’accompagnant d’excitation du rotateur en second ordre 
du calcul des perturbations. Quels états du rotateur sont excités 
dans ce cas? 

Le rotateur a un moment d'inertie 7 et un moment dipolaire 
électrique d dirigé suivant l'axe du rotateur *). 

14.18. Pour une particule dans le champ UÜ (r) justifier les rela- 
tions suivantes (de la soi-disant « règle des sommes »): 

a) S'l{mizin)[-(n|zln); 

m 

b) Tomnl(miz|r) =: 

m 

c) Loin l(m|z 1) =] PE ln): 

m H 
aU 


s), 


où u est la masse de la particule, la sommation s’effectuant suivant 
tous les états stationnaires, | n}) étant l’état stationnaire du spectre 
discontinu. 


: l 
d) Zomlmizimlr= Er 
m h 


*) La solution d'un problème analogue pour un oscillateur sphérique chargé 
montre que dans ce cas en second ordre du calcul des perturbations en appro- 
ximation dipolaire les processus de diffusion inélastique de photons n'ont pas 
lieu (comparer à 14.15). 
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14.19. Exprimer la section de diffusion de photons aux petites 
énergies «© —+ O par l'atome en état stationnaire de moment nul 
en fonction de la polarisabilité de l’atome. 

14.20. Chercher la section du photo-effet pour un atome hydro- 
génoïde en état fondamental. On pose que l'énergie des photons 
satisfait à la condition #w > 1, où I est le potentiel d'ionisation. 

14.21. Chercher la section de recombinaison radiative d’un élec- 
tron rapide avec un proton au repos (processus inverse au photo- 
effet) avec formation d'atome d'hydrogène en état fondamental. 

14.22. Chercher les sections différentielle et totale de la photo- 
désintégration du deutéron, c’est-à-dire du processus y + d — 
+ p+n. 

Conseil. Pour la fonction d'onde du deutéron se servir de l’expres- 
sion approchée établie dans 12.3. Considérer le proton et le neutron 
état final comme libres. Faire le calcul en approximation dipo- 
aire. 

14.23. Chercher la section différentielle du bremstrahlung de 
l'électron dans le champ coulombien du noyau. Etudier la distri- 
bution angulaire et spectrale des photons émis. L’interaction de 
l'électron et du noyau doit étre assimilée à une perturbation. 


CHAPITRE 15 
ÉQUATIONS D'’ONDES RELATIVISTES 


$ 1. Equation de Klein-Gordon 


15.1. Montrer que si Y=)(r, t) est un paquet d'ondes composé 
de solutions particulières de l'équation de Klein-Gordon répondant 
à l'énergie (ou à la pulsation) de signe déterminé (soit e >> mc, 
soit €  —mc*), alors, indépendamment de la forme concrète de 
cette superposition, la valeur de la grandeur 


; . (+) 2 
(+) À (2) SELLER, { (sx 0W 77 0Y er 
Q ={|p a, dre | LP 7 av 
se maintenant dans le temps est non alternative. 

15.2. Montrer que l'équation de Klein-Gordon d’une particule 
libre est invariante par rapport à la transformation antilinéaire 
de la fonction 


Ver D = CY(r, = Y*(r, td). 
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La transformation C est une conjugaison de charge. Elle permet 
d'opposer à des solutions W(-) (r, t) de l'équation ne présentant 
pas de sens physique direct (W(-) étant une superposition de solu- 
tions particulières répondant de façon formelle à l'énergie négative 


de la particule) la fonction F5) — CW{-) qui correspond déjà aux 
énergies positives et qui s’interprète comme une fonction d'onde de 
l'antiparticule. 

Se convaincre que si la fonction Y est une fonction propre d'un 
quelconque des opérateurs € = ih Z, p. L., 1°, la fonction de charge 
adjointe W. l’est également. Comment sont liées les valeurs propres 
d'opérateurs associés à de telles fonctions ? 

15.3. a) Quelle forme prend l'équation de Klein-Gordon pour 
une particule chargée démunie de spin dans le champ électromagné- 
tique extérieur avec la transformation de la fonction 


Ve wW(r 1) = CY(r 1) =VY% (r, 1)? 


b) Quelle transformation du champ électromagnétique doit-or 
effectuer simultanément à la transformation mentionnée de la fonc- 
tion Y (r, t{) pour que l’équation obtenue ait la mème forme qu’ini- 
tialement ? 

c) Sur la base des résultats obtenus. interpréter la transforma- 


tion C comme une transformation de conjugaison de charge réalisant. 
la transition de la particule à l’antiparticule (comparer avec 15.2). 

15.4. Montrer que le champ scalaire extérieur (par rapport à la 
transformation de Lorentz) exerce une action identique sur une par- 
ticule sans spin et l’antiparticule qui lui correspond. Comparer 
avec le cas de particule dans un champ électromagnétique extérieur 
(voir 15.3). 

Conseil. L'équation décrivant la particule sans spin dans un champ 
scalaire exterieur U (r. t) est de la forme 

(cp? mot + 2meU} W = — he W. 
Il ne faut pas confondre le champ scalaire avec le champ électrosta- 
tique (ce dernier représente la composante temporelle du quadrivec- 
teur). Dans une limite non relativiste U (r. t) prend le sens d'éner- 
gie potentielle ordinaire. 

15.5. Montrer que les parités internes d'une particule sans spir 
comme de l’antiparticule correspondante sont les mêmes. 

15.6. En se basant sur la constance de la grandeur Q (voir 15.1), 
discuter le problème d’orthogonalité et de normalisation des fonc- 
tions Ÿ,,, (r. {) constituant des solutions de l'équation de Klein- 
Gordon qui répondent à des valeurs déterminées de l’énergie (des 
deux signes) et de l'impulsion. 
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15.7. Montrer que pour une particule sans spin on peut conserver 
dans le cas relativiste l'interprétation ordinaire de la fonction 
d'onde en représentation d’impulsion comme celle de l'amplitude 
de probabilité de l'impulsion (à la différence de la représentation en 
coordonnées, voir 19.1). 

Quelle est la liaison des fonctions d'ondes de la particule et de 
l'antiparticule en représentation d’impulsion avec les solutions 
YW+)(r, t) de l'équation de Klein-Gordon ? 

Comparer au cas non relativiste. 

15.8. Obtenir l'expression de la valeur moyenne de l'énergie 
d’une particule libre sans spin en état quelconque décrit par la solu- 
tion Y(H(r, t) de l'équation de Klein-Gordon. 

15.9. Mème question que dans le problème précédent, mais pour 
ia valeur moyenne de l'impulsion de la particule. 

15.10. Même question que dans les deux problèmes précédents, 
mais pour la valeur moyenne du moment de Ja particule. 

15.11. Chercher pour le cas relativiste le spectre énergétique 
d’une particule chargée sans spin placée dans un champ magnétique 
homogène. 

Comparer au cas non relativiste. 

15.12. Chercher le spectre énergétique d'états s d’une particule 
Feu spin placée dans un champ scalaire extérieur (voir 15.4) de la 
orme 


—U,, r<a, 
(10 ES PUR 
0, r>a. 
Quel est le spectre énergétique de l’antiparticule dans un tel 


champ ? 

Discuter les difficultés de l'interprétation du spectre énergé- 
tique au cas d’un approfondissement important du puits. 

15.13. Chercher les niveaux énergétiques du spectre discontinu 
d'une particule chargée sans spin (charge —e) placée dans un champ 
coulombien de charge Ze (le noyau est considéré ponctuel et de poids 
infini). 

Au cas de Za & 1 (4 = e*/hc = 1/137), comparer le résultat 
obtenu à l'expression correspondante de la théorie non relativiste. 

Souligner les difficultés surgissant dans l'interprétation du spectre 
énergétique pour des valeurs suffisamment grandes de la charge du 
noyau et en expliquer la raison. 

15.14. Obtenir directement de l'équation de Klein-Gordon pour 
une particule libre : 

a) l'équation de Schrôdinger pour la limite non relativiste; 

b) la première correction relativiste à l'équation obtenue. 

15.15. Obtenir directement de l'équation stationnaire de Klein- 
Gordon pour une particule chargée sans spin placée dans un champ 
électromagnétique constant : 
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a) l'équation de Schrôdinger pour la limite non relativiste; 

b) la première correction relativiste à l'équation obtenue. 

15.16. Montrer que dans un champ électrostatique suffisamment 
intense la particule chargée sans spin subit une attraction (au sens 
de la mécanique quantique) indépendamment du signe de sa charge. 

15.17. Chercher dans l’approximation de Born l'amplitude et la 
section différentielle de diffusion d’une particule chargée (charge e.) 
relativiste sans spin placée dans le champ coulombien du noyau de 
charge Ze (le noyau est considéré infiniment lourd). 

Comparer au cas d’une particule non relativiste. 

Indiquer les conditions d’applicabilité des résultats obtenus. 

15.18. Chercher dans l’approximation de Born la dépendance 
énergétique de la section de diffusion © (€) d’une particule chargée 
sans spin placée dans le champ électrostatique extérieur œq (r) quand 
E —+ 00. 

Indiquer les conditions d’applicabilité du résultat obtenu et Île 
comparer au résultat de la théorie non relativiste. 

15.19. Chercher dans l’approximation de Born la dépendance 
énergétique de la section de diffusion © (€) d’une particule sans spin 
placée dans le champ scalaire extérieur U (r) (voir conseil dans 15.4) 
quand € —+ co. 

Indiquer les conditions d’applicabilité du résultat obtenu; le 
comparer au résultat de la théorie non relativiste et à celui du pro- 
blème précédent. 


$ 2. Equation de Dirac 


Dans les problèmes de ce paragraphe on utilise la représentation 
suivante de matrices de quatrième ordre de Dirac: 


Le - 0 1 0 
a=(0 6): s(0). pu (Q _): 


0 io 


0 1 
v= fa (_, 0) dre —(, o) 


où 6, 1, 0 représentent des matrices de deuxième ordre de Pauli, la 
matrice unité et la matrice zéro *). 

19.20. Etablir lesquels des opérateurs mentionnés plus bas com- 
mutent avec l'hamiltonien d'une particule relativiste libre de spin 
s = 1/2 (et, par suite, constituent des intégrales de mouvement): 


*) Dans les problèmes et les solutions de ce paragraphe le symbole de 
a 
l’opérateur  coiffant les matrices &, B, y, Z, y:, ©. 1, 0 est omis. 
9—01572 
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A 


1) p——inv; 2)1— 


bd 


— (rpl= —ifrv]; 3) À; 4) 
5)s2: 6)j=Î+s;7)ÿ; 8) Â=pz; 9) ÉLY (r) = Y (—r)): 


10) P=B]I ; 11) ys. 

Comparer au cas d'une particule libre non relativiste. 

15.21. Chercher la solution de l’équation de Dirac décrivant une 
particule libre d’impulsion et d'énergie déterminées. 

Pour concrétiser l’état de spin de la particule, se servir de la com- 


mutativité de l'opérateur À — Zp et des opérateurs p et Æ (voir 
de même 15.26). 

15.22. Chercher les composantes du quadrivecteur de la densité 
du courant d’une particule de Dirac libre en état caractérisé par une 
valeur déterminée de son impulsion. 

Comparer aux expressions correspondantes de la théorie non rela- 
tiviste. 

15.23. Chercher la valeur moyenne du vecteur de spin d’une par- 
ticule de Dirac d’impulsion déterminée (dans ce cas l’état de spin 
de la particule est arbitraire). Poser, pour simplifier. que l’impul- 
sion est dirigée le long de l'axe . 

Comparer au résultat de la théorie non relativiste. 

15.24. Etudier la transformation unitaire des bispineurs définie 


par un opérateur unitaire (une matrice) Ü = DE (: . 


Quel aspect prend dans la nouvelle représentation l'opérateur 
du spin de la particule et l'équation de Dirac de spineurs à deux 


éléments (y = ÜY = (5))? 


15.25. On suppose connu l’état de spin dans le système d’une 
particule au repos, chercher le bispineur u (p) dans un système de 
coordonnées arbitraire dans lequel la particule est douée de l’im- 
pulsion p. 

En utilisant le résultat obtenu, chercher la liaison entre les 
valeurs moyennes du vecteur de spin de la particule dans les systè- 
mes de coordonnées indiqués. 

15.26. Comme on le sait (voir 15.21), pour une particule douée 
de spin s — 1/2 la fonction d'onde d’état à impulsion p et énergie 
£e = pc + m“ci est de la forme 


do P 
Y=u(per *; = ( co 2 s 


E— mc“ 


L'élat mentionné est doublement dégénéré (il existe deux procédés 
indépendants de choix du spineur +), fait en relation avec le degré 
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de liberté du spin. Etudier deux de ces états indépendants se diffé- 
renciant par le choix du spineur q à l'aspect q:, où 


(on) p, = Àga 


(n est un vecteur unitaire arbitraire, À = +1, voir 5.12). 

Se convaincre de l’orthogonalité d'états de spin de la particule 
relativiste répondant aux différentes valeurs de À. 

Compte tenu du résultat obtenu dans le problème précédent, 
établir le sens physique du vecteur n et des valeurs propres corres- 
pondantes de À. 


Quelle est la signification du vecteur pt 0y avec la norme 
p*p = 1? 

15.27. Chercher la forme explicite de la fonction d'onde d'état 
d'une antiparticule répondant à la solution de l'équation de Dirac 
à impulsion déterminée p et énergie négative £ — —V pic? + mic 
de la particule. Comparer à la fonction d'onde d'état physique de 
Ja particule (d'énergie £ > mc° et d’impulsion déterminée). 

De quels nombres quantiques (impulsion, énergie et hélicité) 
est douée |” antiparticule en état répondant à la solution Y,.; de 
l'équation de Dirac à énergie négative de la particule ? 

15.28. Montrer que pour la particule de Dirac de masse m = 0 
l'opérateur (matrice) y, commute avec l’hamiltonien de la particule 
libre. 


Chercher les valeurs propres de l'opérateur considéré et établir 
leur sens physique. 


15.29. Montrer que les opérateurs (matrices) P, = 1/2 (1 + y.) 
sont projectifs. 

Pour une particule de Dirac de masse m — 0 ces opérateurs com- 
mutent avec l’hamiltonien. Sur quels états de la particule et de 


l’antiparticule se projettent les opérateurs mentionnés P.? 

15.30. La description quantique du photon peut se réaliser au 
moyen de deux vecteurs El(r, t) et H (r, t) satisfaisant aux mêmes 
équations que l'équation de Maxwell de l’électrodynamique classi- 
que d'un champ électromagnétique libre Er, t), H (r, t) (c’est- 
a-dire d'ondes électromagnétiques dans le vide). 

Montrer que ces équations peuvent être représentées sous un 
aspect analogue aux équations de Dirac de spineurs à deux éléments 
(il faut poser que la masse du photon m = 0 et son spin s — 1). 

15.31. Chercher la limite non relativiste (aux termes d'ordre 
« {'c » compris près) d'expressions de la densité de charge et du cou- 
rant d'une particule de Dirac plongée dans le champ électromagné- 
tique extérieur. 


y* 
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15.32. L’hamiltonien de la particule de spin s — 1/2 située dans 
le champ électromagnétique extérieur est de la forme 


H = cap + mc?f. + + Eu vBVaYv: 


où x est un certain paramètre caractérisant la particule, F,, le 
tenseur du champ électromagnétique. 
Après l'étude de la limite non relativiste Es termes d'ordre 


« 1/c » compris près) de l'équation d’onde *) ih — LE Y = HY, établir 


le sens physique du paramètre %x, c’est-à-dire obtenir la relation qui 
le lie aux caractéristiques électromagnétiques de la particule. Com- 
parer au cas de particules chargées de Dirac, de l’électron et du muon, 
dont l'hamiltonien est de la forme 


Hp=ca (P —+ A) + mc?f + eÀ,. 


15.33. Chercher le spectre énergétique d’une particule chargée 
de Dirac plongée dans un champ magnétique homogène. 

15.34. Chercher en premier ordre du calcul des perturbations la 
section différentielle de diffusion d’une particule de Dirac dans un 
champ coulombien de charge Ze. Poser le noyau infiniment lourd. 

Conseil. Se servir du calcul des perturbations pour les transitions 
au sein d’un spectre continu sous l'effet d'une perturbation station- 
naire;, voir de même 15.37. 

15.35. Chercher en premier ordre du calcul des perturbations la 
dépendance énergétique de la section de diffusion © (€) d’une par- 
ticule chargée de Dirac dans un champ électrostatique extérieur 
A, (r) quand € —+ oo. 

Comparer au résultat obtenu dans 15.18. 


15.36. Chercher les fonctions de Green G#,8 (r, r’) de l'équa- 
tion stationnaire de Dirac pour une particule libre au cas où l'éner- 
gie £ > mc°, satisfaisant à l’équation 


Ba A A 
(H—e)G,. = (—ihcaV + mc?f —e) G.—6(r—r) 
et acquérant pour r —> oo l'aspect asymptotique 
+) : +ikr, D 
Go — e k — TE 
*) Cette équation peut être écrite sous une forme explicitement relati- 
viste et invariante: 


is : à à a ñ (4) 
icp D + Pavrutvt met) F=0 PE Pain = PYT TS Va 7) 
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Chercher également la fonction de Green f) de l'équation 
de Dirac écrite sous la forme {symétrique : (icp + mc?) P= 0, 
.. ie 
P= AV + VS. 

15.37. Chercher en approximation de Born l'amplitude de diffu- 
sion d’une particule de Dirac dans un champ électromagnétique 
extérieur constant. 


Appliquer le résultat obtenn au cas d’un champ électrostatique 
Ao = Zefr et le comparer avec 15.34. 


CHAPITRE 16 


LOIS DE CONSERVATION 


$ 1. Cinématique des désintégrations et des collisions 


16.1. Une particule au repos A se désintègre en trois particules a: 
A — 3a. L'énergie de désintégration *) vaut Q.. 

Dans quelles limites se trouvent les énergies cinétiques €, des 
particules désintégrées ? 

16.2. Une particule au repos A se désintègre en trois particules a : 
A— 3a. L'énergie de désintégration vaut @,. Etant donné que 
Ÿ En = Q (En est l'énergie cinétique de la n-ième particule), on 


n 

peut faire correspondre à la désintégration un point situé à l’inté- 
rieur d’un triangle équilatéral de hauteur hk = Q, tel que les dis- 
tances entre ce point et les côtés du triangle équilatéral définissent 
les énergies de désintégration des particules. Toutefois, en vertu de 
la loi de conservation de l’impulsion dans la désintégration, on ne 
peut à tout point de l’intérieur du triangle faire correspondre une 
désintégration de la particule À permise par la cinématique. 

Montrer que les points du triangle auxquels on peut faire corres- 
pondre la désintégration À — 3a constituent des points d’un cercle 
inscrit dans le triangle. 

16.3. Soient p,, E,; pr, Er les impulsions et les énergies ciné- 
tiques des particules a et b dans un système de coordonnées. 


*) On appelle énergie de désintégration la différence entre les énergies inter- 
nes de la particule en désintégration et des particules produites avec la désin- 
tégration. 
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Montrer que la combinaison suivante de ces grandeurs: 
rer (Pa + Pb)? + 2 (ma js mb) (Ea na E;), 


dans tous les systèmes de référence inertiels fournit la même valeur, 
c'est-à-dire est une grandeur galiléenne invariable. 

En posant que les particules a et b sont des particules de désinté- 
gration d'une certaine particule À : À — a + b, chercher la liaison 
de s avec l'énergie de désintégration @,. 

16.4. Même question que dans le problème précédent. mais pour 
la grandeur 


t — — (Pa — Ph)? + 2(m; — my) (E, — Et). 


16.5. Dans le choc de la particule a et de la particule au repos b 
la particule b est excitée. L'énergie d’excitation vaut Q,. 

Chercher la valeur minimale (dite de seuil) de l'énergie ciné- 
tique de la particule a ayant engendré un tel processus. Etudier les 
cas limites m, << mp et m, > mp. 

16.6. A la suite de la collision des particules a et b il s'ensuit 
une excitation de la particule b. L'énergie d’excitation vaut Q@,. 

Construire le diagramme des collisions permettant de déterminer 
graphiquement les relations entre les impulsions des particules 
avant et après le choc dans le système du centre d'inertie, ainsi que 
dans le système de coordonnées de laboratoire. En quoi diffère le 
diagramme de collisions d’un tel processus du cas de diffusion 
élastique (voir [4])? 

16.7. Etudier les grandeurs suivantes caractérisant la cinémati- 
que de la collision élastique des particules a et b: 


S= —(p+p)?+2(m,+mr)(Es+Ezr), = —(pa —pa); 
u — — (p, — PS)? +2(ma—m;) (E, — Ep), 


OÙ Par Ea5 Par EAa sont l’impulsion et l’énergie cinétique de la par- 
ticule a respectivement avant et après le choc (notations analogues 
pour la particule b). 

Montrer que les valeurs des grandeurs mentionnées sont indépen- 
dantes du système de référence, c’est-à-dire qu’elles sont des gran- 
deurs galiléennes invariables. 

Exprimer s, t, u en fonction de l'énergie cinétique des particu- 
les et l’angle de diffusion dans le système du centre d'inertie. 

Est-ce que ces trois grandeurs sont indépendantes ? 

16.8. Du fait de la collision des particules composantes À et B 
une réaction survient À + Ba + b + c, c'est-à-dire qu'il se 
forme finalement trois particules. 

Deux mécanismes de ce processus sont possibles : 
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1) les particules a et b sont les produits de désintégration d'une 
particule instable R, c’est-à-dire que le processus À +— B — a — b + 
— c s'effectue en deux étapes 


A+tB—R<+<e 
ln a + Db 


(l'énergie de désintégration R — a + b vaut Qi); 

2) toutes les particules d'état final se forment indépendamment, 
au sens qu'entre leurs impulsions il n’y a pas de corrélation dyna- 
mique rigide (excepté la corrélation cinématique régie par les lois 
de conservation de l'énergie et de l'impulsion). 

Comment, en connaissant la distribution des particules en impul- 
sions dans l’état final. distinguer ces deux mécanismes de la réac- 
tion ? 

Conseil. Etudier la distribution suivant la grandeur 


S= —(Pa + Pt) +2 (ma + mp) (Ea + Et). 


$ 2. Intégrales de mouvement *) 


16.9. Montrer que si une certaine transformation de coordonnées 
du système conserve l’hamiltonien de ce dernier intact, l’opérateur 
de cette transformation commute avec l’hamiltonien. En particulier, 
en analysant pour le système de N particules la transformation de 
coordonnées : 

a) de translation r, —r, =r, +a; 

b) de rotation d'angle @, = œono (no étant un vecteur unitaire 
le long de l’axe de rotation du système de coordonnées, œ, la gran- 
deur de l’angle de rotation); 

c) de réflexion r, — r, = —r,; n = 1, 2,..., N, 
montrer que l’invariabilité de l’hamiltonien relativement à ces 
transformations entraîne l'existence dans le système concerné d’inté- 
grales mécaniques du mouvement: de l'impulsion, du moment 
orbital et de la parité. 

16.10. Indiquer lesquelles des grandeurs mécaniques ou de leurs 
combinaisons (énergie, projections et carré du moment, projections 
d’impulsion, parité) se conservent dans le mouvement du système 
de N particules sans spin dans les champs suivants: 


*) Les intégrales de mouvement ont servi à la résolution de nombreux 
probe d’autres chapitres (voir, Le exemple, l’utilisation systématique de 
‘intégrale du moment dans les problèmes à symétrie centrale). 
.. Dans les problèmes de ce paragraphe on attache une attention particulière 
à la question de la recherche d'integrales de mouvement en rapport avec des 
propriétés particulières de symétriv des systèmes quantiques étudiés (sans 
concrétiser le type d'interaction). 

Il est bien entendu que certains problèmes d'autres chapitres (tels que 
1.29, 4.26, 4.27, 6.19 et autres) pourraient être traités dans le présent paragraphe. 
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1) de mouvement libre; 

2) le champ d’un cylindre homogène de longueur infinie; 

3) le champ d'un plan homogène infini; 

4) le champ d'une sphère homogène ; 

5) le champ d’un demi-plan homogène infini: 

6) le champ de deux points; 

7) le champ homogène variable: 

8) le champ d’un câble rectiligne chargé régulièrement à charge 
variable : 

9) le champ d’un ellipsoïde triaxe homogène : 

PEL le champ d'une ligne hélicoïdale cylindrique homogène 

infinie ; 

11) le champ d’un cône homogène: a) à une nappe, b) à deux 
nappes ; 

12) le champ d'un tore circulaire. 


16.11. Montrer que si f, et LE sont des intégrales de mouve- 


ment d'un certain système, £: = ({ifo+ fol) et &— i (if — of) 
sont aussi des intégrales de mouvement. 

16.12. Montrer que si pour un système P, et J. sont des intégrales 
de mouvement, P, est alors également une ‘intégrale de mouvement. 

Interpréter le résultat obtenu sur la base des propriétés de symé- 
trie du système concerné garantissant la conservation de P, et J.. 

16.13. Montrer que si pour un système J, et J, sont des intégra- 
les de mouvement, J. et, respectivement, j° sont” aussi des intégra- 
les de mouvement. 

Interpréter le résultat obtenu sur la base des propriétés de symé- 
trie du système concerné garantissant la conservation de J, et J,. 
| 16.14. L'hamiltonien de la particule de spin s = 1/2 est de la 
orme : 


A 22 : se a A 
a) H=<+U,(r)+U(r) (ol) ; 


b) À = +0, (r)-+U: (r) (o+). 

ee les intégrales de mouvement. 

Chercher la dépendance spin-angulaire des fonctions d’onde 
d'états stationnaires du spectre discontinu. 

16.15. Une particule neutre de spin s = 1/2 possède un moment 
magnétique de spin Ho (un neutron, par exemple); elle est plongée 
dans un champ magnétique de symétrie axiale de la forme (en coor- 
données cylindriques): 


a) Hp Ho—0, Sa = 8 (p): 
b) Hp = Hz =0, y = = À (P}e 


Indiquer les intégrales de mouvement. 
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16.16. Montrer que pour une particule plongée dans un champ 
homogène l'opérateur 


G=—p— Fit 


(F, est la force agissant sur la particule) est une intégrale de mouve- 
ment. 
Quelle est la signification de la valeur moyenne (G) ? 
Comparer au résultat de la mécanique classique. 


$ 3. Conservation du moment et de la parité dans les désintégrations 
et les collisions. Relations isotopiques *) 


16.17. Etablir quelles restrictions aux nombres quantiques (spin 
J\ et parité interne P,) d’une particule neutre A° sont imposées. 
du fait de désintégration de cette dernière en deux mésons x (JF — 
= 0 )"7);: 

a) A‘ ntn-; b) A°— 2nt. 

En posant que la particule au repos qui se scinde est en état 
à projection déterminée du spin J, = M sur l’axe z:, chercher la 
distribution angulaire des produits de désintégration. 

16.18. Pour une désintégration d’une particule vectorielle V 
(JP = 1-) en deux mésons n: V — n'n-, chercher la forme la plus 
générale de la distribution angulaire des produits de désintégration 
dans le système de repos de la particule V. 

L’état de la particule V est décrit par une matrice polarisée de 
a Omm', Où m est la projection du spin de la particule sur 
"axe . 

16.19. 11 est établi que dans la réaction 17 + d—n+n la 
capture du méson lent x (son spin étant J. = 0) s'effectue à partir 
de l’état fondamental du deutérium mésique avec conservation 
de la parité. 

En prenant en compte que les parités internes du proton et du 
neutron sont les mêmes et que les nombres quantiques du deutéron 


JË = 1, chercher ‘la parité interne du méson x-. 

16.20. Quelle est la parité interne de la particule + de spin J, = 0 
si cette dernière se désintègre en trois mésons 1: t—> 31 (la parité 
interne des pions est négative)? 

Est-ce que cette particule peut se désintégrer avec conservation 
de la parité en deux pions? 


*) Dans tous les problèmes de ce paragraphe, sous réserve spéciale, on 
suppose que dans les processus étudiés se conservent la parité ainsi que le spin 
isotopique. 

**) L’invariance isotopique suppose que toutes les particules appartenant 
à un même multiplet isotopique (par exemple, le proton et le neutron. x*+, n°, 
a”, etc.) possèdent le même spin J et la parité interne P. 
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16.21. Chercher la distribution angulaire des produits de désinté- 
gration d’une particule instable B de spin Jg = 1/2: B — ñN si: 

a) la désintégration conserve la parité, et la parité de la parti- 
cule B est négative; 

b) la désintégration conserve la parité, et la parité de la parti- 
cule B est positive; 

c) la désintégration ne conserve pas la parité. 

Il est posé que l’état de spin du nucléon désintégré n’est pas fixé. 

16.22. Il est connu que dans les désintégrations des particules 
A et B de l'aspect À — 21, B — xN la parité ne se conserve pas. 

Peut-on déduire directement de l’analyse des distributions angu- 
laires de produits de désintégration le fait de la non-conservation 
de la parité dans les désintégrations mentionnées? Poser que les 
particules désintégrées sont polarisées, de sorte que la valeur moyen- 
ne de leur vecteur de spin est différente de zéro. 

16.23. Montrer que les vecteurs de polarisation des quanta 
se formant au cours de la désintégration d’une particule pseudo-sca- 
laire (JP = 0-) en deux quanta y (par exemple, n° —+ 2y) sont mu- 
tuellement orthogonaux et en cas de désintégration d’une particule 
scalaire (JP — 0*) sont parallèles. 

16.24. Au cours d’un choc du pion et du nucléon au repos la 
réaction x + N 1x + B fournit une particule B instable dont 
le spin Jp > 1. 

Chercher la distribution angulaire des produits de désintégration 
de cette particule B — :xN (dans son système de repos) au cas où 
l’on choisit spécialement des événements de la réaction xN — 1B 
pour lesquels l'impulsion de la particule B est dirigée suivant ou 
contre la direction de l'impulsion du pion incident. 

Conseil. En vertu de la condition JB ÿ 1 on peut dans le pro- 
blème considéré négliger le spin du nucléon (le considérer égal à zéro). 

16.25. Les charges (en unités de charge du proton e) de diffé- 
rentes particules composant un même multiplet isotopique sont 
exprimées dans le cas général en fonction de la valeur de la com- 
posante de l’isospin 7; correspondant à la particule donnée de la 
façon suivante: 


Y 
= +Ts 


où Ÿ est la soi-disant hypercharge {ainsi pour le nucléon Ÿ = 1, 
pour le pion Y = 0, etc.). 

Montrer que la conservation du spin isotopique entraîne automa- 
tiquement la conservation de l’hypercharge. 

16.26. Chercher la forme la plus générale de l’opérateur isotopi- 
quement invariant du couplage pion-nucléon. 

Comment les opérateurs d’interaction rN en états à valeur dé- 
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terminée de l’isospin Ü (T — 1/2, 3/2) sont-ils liés à l'opérateur 
trouvé Ü ? 


Exprimer l'opérateur Ü en fonction d'opérateurs U (T). 
16.27. Même question que dans le problème précédent, mais 
pour un système composé de deux pions. 


Exprimer l'opérateur U en fonction d'opérateurs interactions 


rx en états à valeur déterminée de l’isospin U (T = 0, 1, 2). 

16.28. Pour un système à deux pions indiquer la structure iso- 
topique de l’opérateur interaction coulombienne des pions. 

16.29. Même question que dans le problème précédent, mais 
pour l'interaction coulombienne dans le système 7N. 

16.30. L’invariance isotopique suppose que les diverses particu- 
les appartenant à un même multiplet isotopique s’interprètent 
comme des particules identiques se trouvant dans des états variés 
qui se différencient par la valeur de la composante T; de l’isospin 
(et respectivement de la charge). Dans ce cas le principe de la méca- 
nique quantique d'’indiscernabilité des particules identiques, exi- 
geant une symétrie de la fonction d'onde relativement à la permu- 
tation des variables de toutes deux de ces particules, doit être étendu 
aux différentes particules d’un même isomultiplet. 

Etablir quelles restrictions doivent être imposées aux valeurs 
possibles du spin isotopique total du système à deux pions à états 
de valeur déterminée L de moment orbital du mouvement relatif. 

16.31. Pour un système composé de deux mésons x° chercher les 
probabilités w (T) des différentes valeurs T du spin isotopique total 


du système et la valeur moyenne T:*. 

Conseil. Se servir des résultats obtenus dans 3.37 et 3.39. 

16.32. Chercher la probabilité w (T) des différentes valeurs du 
spin isotopique total 7 du système pion-nucléon et la valeur moyenne 
T° dans les états isotopiques suivants: 

atp, nn, n°p, nn, xp, 1 n 

Conseil. Se servir du résultat obtenu dans 3.37. 

16.33. Une particule neutre f° à spin isotopique T = 0 se désin- 
tègre en deux pions: f° — 2x. Les voies possibles de désintégration 
sont: Ê nr, f° — 2n. 

Chercher la relation entre les probabilités de désintégration de 
la particule f° suivant les voies indiquées. 

16.34. Montrer que la partie de spin isotopique d’une fonction 
d'onde du système de trois pions en état à spin isotopique total du 
système T (3x) = 0 présente une symétrie par rapport à la permu- 
tation des variables d’isospins de tous deux pions et établir la nature 
de cette symétrie. 
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Sur la base du résultat obtenu, montrer que la particule neutre 
&° à spin isotopique 7 = 0 ne peut se désintégrer en trois mésons 
n°, c'est-à-dire que la désintégration w° — 3x° est interdite. 

16.35. La particule À à spin isotopique 7 = 3/2 et à états de 
charge A**, A*, A°, A7, répondant aux valeurs correspondantes 
+3/2, +1/2, —1/2, —3/2 de la projection T; de l’isospin, se désin- 
tècre en pion et nucléon: À —+ 7N. 

Indiquer les voies possibles de désintégration pour les divers 
états de charge A et chercher la relation entre les probabilités de 
désintégration suivant ces voies. 

16.36. Même question que dans le problème précédent, mais 
pour la particule N* à spin isotopique 7 — 1/2, d'états de charge 
N#*(Ts = 1/2), N#ATs — —1/2) et se désintégrant en pion et 
nucléon : N*—+> NN. 

16.37. Montrer que 


do(ptp—æd2) _o 
do(n+p—æd+x) 7? 


où do sont les sections différentielles des réactions correspondantes 
prises pour des mêmes énergies relatives, angles de divergence et 
orientations réciproques de spins. 

16.38. Montrer que 


do(p+d—d—+n<+n*) —9 
do(p+d-#d+p+n) 


où do a le même sens que dans le problème précédent. 

16.39. En posant que la diffusion des pions par des nucléons 
s'effectue essentiellement en passant par l’état intermédiaire du 
système nN à spin isotopique total T = 3/2 (dans ce cas l'interaction 
dans l’état à T — 1/2 est négligemment petite), chercher pour des 
mêmes énergies relatives, angles de divergence et orientations de 
spins les relations entre les sections différentielles des réactions 
suivantes : 


(D at+p—at+p, 
(I) a7+p—r+an, 
QT) a +p— x +p. 
16.40. En s'appuyant sur la symétrie de charge des couplages 


nucléon-nucléon et pion-nucléon, chercher les relations entre les 
sections différentielles des processus 


D+pp+p+nr, n+pn+n+nr. 


SOLUTIONS 


CHAPITRE PREMIER 


OPÉRATEURS EN MÉCANIQUE QUANTIQUE 


1.1. Les opérateurs 7, T,, M. sont linéaires, X n'est pas linéaire. 
Tous les opérateurs mentionnés se confondent avec leurs conju- 


gués complexes, autrement dit sont réels: I* = 1, etc. 


L’aspect de l’opérateur M. se déduit de la suite d’égalités 


| W* (x) M.® (zx) dr = | Y* (x) V cO (cz) dx = 
—_ 7 | W#(zc)O(zx) dr = Î (AL,Y+ (xz)) D(x) dx, 


Pas 
A 


es 1 . à 
c'est-à-dire A7 .W* (zx) = Ve VÆ(z/c)= Mas V*(z), où M,= Mis. 


Respectivement, Mt = M* . Me. 


On obtient de façon analogue : Î*—1—1, Ta= T+ = | 


L'opérateur À étant non linéaire, les notions d'opérateurs X 


et X* ne lui sont pas applicables (ces opérateurs n’existent pas). 
Tous les opérateurs mentionnés présentent des inverses : 


111, É-1=K, Ter, Ms = Mie. 


1.2. En recherchant la forme des opérateurs f et f* à partir des 
relations 


| D*fY dr — | fo) y 4x = | (j*O)*Y dx, (1) 


il faut se rappeler que les fonctions arbitraires Y et @ de (1) satis- 
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font à certaines restrictions. En particulier, 
| IWI2dr< o, | ID]? 47 < oo, (2) 


ce qui impose, par exemple, des restrictions à leur décroissance pour 
r — 00. 


a) Des égalités (id/dr) * — —id/dr et 


[ O* (x) (: + V(x)) da = i@*#T| 


> 


ai —i( (+ œ*) Y dr 


= — 00 dx 


—_ 
_. | (-£ o+) Y dx = | (i + ©*) Yaz, 


d d d d 

e Q Q e° + Q [1 + e ? Ld 
ontirei-———i et (i) is c'est-à-dire que l’opé- 
rateur id/dxr est hermitien. 


b) En recherchant iô/ôr, il faut avoir en vue que dt = 


=r° dr dQ = dV, de sorte que 
of{(2+2) ojva= 


=—| {(2++)o+) var | (2 @+) WdV, (3) 


[œ* (5Y) rt dr aQ= | ( 


dr  r  ôr' | or) or? \ ôr) 
>; : | | . | 
= À _ —, l'opérateur id/0r n'est pas hermitien. Notons que 


dans (3) on a posé Dsyr2l — 0, comme cela découle des conditions 


d'existence des intégrales (1), (2) pour f= ôlôr." 
1.3. FR démontrant, il faut tenir compte des propriétés 


(L*y* — L: Le L, iè- BÀ découlant de la définition des opéra- 
tions de conjugaison complexe et de transposition d'opérateurs. 


pas n 4e D'OR A ax à 
1.4. ê= CA = ArCA, Êr= Gr = (Arr de 1C += Ë. 

à FLF+ ss F—F+ 

| 7 B— 21 


1.6. Se vérifie directement par le calcul. 
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1.7. Représentons Ê sous la forme À — À + iB, où À, B sont 
des opérateurs hermitiens (voir 1.5); F = A B+i(4B + 
+ BA). Si ÀB + BÂ = 0, c'est-à-dire si À et iB — parties her- 
mitienne et antihermitienne de l'opérateur Ê — anticommutent, 
É? est alors un opérateur hermitien. 

1.8. [à À; > Bi] > À, > B, —i B, >» À, => (45, Ba]. 

î À î k À î i,h 

1.9. La relation cherchée découle de la suite d'égalités 
LAB, C]=ABC—CAB — ABC — ACB+ ACB—CAB=A[B, C]+ 
+14, C]B. 

De façon analogue on peut obtenir [4, PCI = [4, Bl C + 
+ B [4, CI. 

1.10. L'identité se vérifie directement par le calcul. 


1.11. Non, elles ne le peuvent. La condition (À, 0] — —i] 
signifie que 


N 
nu (Par Qum— QnnPrm)= 7 On: (1) 


Prenons la trace des matrices dans le premier et le second mem- 
bres de l'égalité (1). En tenant compte de ce que Sp (PQ) = Sp (OP), 


Sp Z = N, on obtient que la relation (1) est contradictoire et ne 
peut être réalisée par les matrices de rang fini. La matrice consti- 
tuant le commutateur de deux matrices arbitraires de rang fini 
possède une trace nulle. 

On invite le lecteur à discuter indépendamment le problème 
pourquoi cette assertion perd son sens pour des matrices de rang 
infini. 

1.12. a) Comme 7° = 1, il vient 


exp (ini)= D, + (inl)"=cos a Lil sinn=—1. 
n=0 


b) En explicitant l’opérateur ‘A en série, il vient 


Fe LS) =D SVM (D=Y(z+a). (1) 


L n 
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La dernière égalité des relations (1) est le développement de la fonc- 


tion en série de Taylor. Donc, l'opérateur T. — exp (ad/dx) est 
l'opérateur translation, identique à celui introduit dans 1.1. 
1.13. Explicitons le développement cherché sous la forme 


(Â— AB) 1 — > Mn (1) 


Appliquons aux deux membres de (1) à gauche l'opérateur (À — AB): 
1 — (À —AB) D MC ne (2) 
En égalant les termes de mêmes puissances de À dans (2), il vient 
AC nr = Blns Cnri= ABC, Co = A". 


On a donc 


1 di+ Ad iBÂ +... = À D A (BA. 


A A 


A—ÀB 


n—=0 
1.14. Dérivons en À l'opérateur de la forme f(A) —ei4Be-tÀ : 


Le = Ae?ABe-hi — e\A B Ae—X1A = e}.A [À, B] e-?À, 


De façon analogue on obtient les dérivées seconde et d'ordre supé- 
rieurs : 


SL —erAtA, [4, Blle-MÀ, etc. 


1.15. L*(, E)=IL(, ES, L(E, 5)= L(E, EE), L+(E, &) — 
= L*(£', t). En représentant l’action de M, sur la fonction Y(x) 
sous la forme 


MY (x) =VTCY (cr)= Ve | (cr—zx")W(x')dz’, 
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il vient M,.(x, x')=V cô(cx—zx'). De façon analogue 
I(z, z')=6ô(x+z"); T,(x, zx')—=6(x—zx +a); 
X (x, x’) ps (x—zx"), noyau de l’opérateur Z=1; 


P(z,z y=+ + — St zx’), noyau de l'opérateur p=— —. 

1.16. En tenant compte du fait que les noyaux des opérateurs L 
et L* sont liés par la relation L* (x, x‘) = [L (x', x)l *, il s'ensuit 
de l'égalité L — L*: 

a) que f (x) est la fonction réelle de la variable x 

b) que la partie réelle f (x) est une fonction paire de zx, la partie 
imaginaire étant une fonction impaire; 

c) que f (x) = cg* (x), où c est un nombre réel. 

1.17. En prenant en compte l’aspect du noyau de l'opérateur 


— ÀB 
C (x, x’) = [A (x, z")B(x", z')dz” (1) 


et celui du noyau X Ge, x’) = xô (x — x’) de l’opérateur z, on tire 
de la condition Fr — zF = 0 


EX x, z')x' O(x" —z)—2x0(x—r")F(x", x')} dr” = 
— (x — x) F(x, zx') =0. (2) 
De (2) s'ensuit la forme du noyau F (x, x’): 
F(x, 2) = f(x) ô (x — x), (3) 
où f (x) est une fonction arbitraire. 

De façon analogue, de la condition Gp — pG — 0 et de l'aspect 
du noyau P (x, x') = + + 6 (x — x’) il s'ensuit après des transfor- 
mations fort simples 

(+5) G(z, z')=0 
Ôxr Oz’ . dé 
c'est-à-dire que G (x, x’) est une fonction de la forme G (zx, x') = 
= gr — x). 


1.18. Il découle de la condition LF, xl — 0 (voir le problème 
précédent) 


F(x x)=f(2)ô(z— 7); (1) 


10—01572 
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de la condition [F, p] — 0 il s’ensuit 
F (x, x) = g(x — x). (2) 


Les relations (1) et (2) ne peuvent se vérifier simultanément qu’à 
la condition que f (x) = F, — const ; alors F (x, x') = F,0 (x — x’). 


L'opérateur possédant un tel noyau est de la forme Ê = Fi. 

1.19. La normalisation de f.o. à l'unité donne | C | = (na*)-1/4. 
En se servant de la formule de la mécanique quantique pour les 
valeurs moyennes, il vient 

z— Lo: x? = a2/2 + 2, (Az)? — x? — 22 — a?/2, 
P= Po p?=ps+h2/2a?, (Ap}=h°;2a1. 
1.20. Pour |C|" — | p2(x) dx la f.o. est normée à l'unité et 
p= | YspW dr —ih C2? | {e (x) HD + Le Pe sd (x)} dx 


= |C|?Po | D? (x) dx — Po- 


1.21. Le moment dipolaire moyen du système vaut 


00 ñn ñn 
d — | y* (r4, ...) Th) D ecraY (rs. ….. rh) Il dSr. (1) 
b=1 


— 00 a=1 
Procédons dans © au changement de variable r,—1r = —r,: 
= — Ï > ecral V(—r,, ..., —1r)|2 Il dSry. (2) 
—o «a b 


Comme en vertu des conditions du problème 
Vin, ..., —rn) = IV (r,..., mr), 
ù { = +1 est la parité de l’état du système, on tire de (1) et (2) 
= —d, c'est-à-dire d = 0. 
1.22. LL = f W*LLtY dx = À (L+p)* L'Y dx > 0. 


R.| © 


De façon analogue L'L — { | LYy |? dr > 0. 


1.23. Etant donné que Î* L Î alors, en conformité avec le pro- 


blème précédent, dans l’état arbitraire du système f° > 0, y compris 
l’état correspondant à la valeur minimale de la grandeur f*; mais 


dans ce dernier cas f? = (f#)nin > 0. 
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1.24. fi = cf;, autrement ce le spectre de v.p. de la grandeur Î 
comprend deux valeurs: f, = 0, f, = c. 


1.25. L'’équation des f.p. et des v.p. de l'opérateur / et sa solution 
sont : 


—ia Y,(z)+BzW, (x) = 1# (a). (1) 
ÿ; = Cexp{ (2) 


(œ — ah). Il s'ensuit de (2) que les v.p. de f sont des nombres réels 
quelconques, le spectre étant continu, et les v.p. non dégénérées. 
Le choix du coefficient C dans (2) sur la base de la normalisation 


| Wr(x)Ÿ,(2) dx = 6 (f— j')aboutit à la valeur | C | = (21a) 2. 


Le lecteur aura soin de se convaincre de la complétude du sys- 
tème de fonctions (2) et étudiera les cas limites « 0, f — 0 


1.26. L'équation des f.p. et des v.p. f(x) | f* (x) Y (x) dr = 
= fY (x) possède les solutions suivantes: … 

a) il y a une f.p. W, = cf (x) répondant à Îla v.p. jo — 

= | | f (x) F dr > 0; b) toutes les autres v.p. de l’opérateur sont 
nulles. 11 leur correspond les f.p. W; (x) possédant la propriété 
[ f* (x) VW; (x) dx = 0, c’est-à-dire, comme il se doit, ces fonctions 


sont orthogonales à la fonction Y, = f(x). Il est évident que le 
nombre de ces fonctions est infini, c’est-à-dire que f, = 0 présente 
une multiplicité de dégénérescence infinie. 


1.27. En agissant avec l’opérateur G valant 
A N A A A A 
G= [GG Gt). fn), (1) 


sur une fonction arbitraire Ÿ, on obtient GW = O0, car la fonction 
arbitraire peut être représentée sous forme d'une série en fonctions 


propres Ÿ, de l'opérateur f: Y = Ÿ'c;Ÿ, (les f.p. d’un opérateur 
hermitien constituent un système complet), tandis que (f — f,) Y, = 


= 0. Bref, G=0 et, compte tenu de (4), il vient 


_s fi - ++ D faffN-2+...+(—1) (l fi=0, (2) 
i= LhigR i=1 
10e 
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autrement dit, l’opérateur fN s'exprime linéairement en fonction 


des opérateurs Î, Î. ns fn. 
En particulier, pour N = 2 il s'ensuit de (2) 


fe — (fi =: fa) Î—fafs. (3) 


Pour l'opérateur 1ona I, = —1, = 1 et de (3) il s'ensuit [= 1. 
Pour VN = 3 et les v.p. égales à f, = 0 et fe = —fs = fo, il 
s'ensuit de (2) 
Ps = fil. (4) 
1.28. Dérivons en À les deux membres de l'équation des fonctions 
propres : 


CE (À) = fn (À) Pa Q), (1) 
CSRACEEZ AE ACESS 2 TOC 


Multiplions les deux sa de (2) à gauche par W% et intégrons 
par rapport aux coordonnées q desquelles dépendent les fonctions 
Y, (À, g). Compte tenu de Ra 


jus + y, d= | Fr) y. dtg=fn | Y 2 Van dtas 


découlant de l’hermiticité de l'opérateur f, on obtient la relation 
cherchée. 


1.29. De l'égalité opératorielle AL — LA = 0, appliquée aux 
f.p. Y z, de l'opérateur L (L; étant les v. p.), il s'ensuit que la fonc- 
tion Ft L, St également une f.p. de L répondant à à la même v.p. Li. 
Si la v.p. L; n’est pas dégénérée, alors AY, — A;V;.,. De même, 
dans ce cas W, est la f.p. de l’opérateur B, c'est-à-dire BY, = 


— B,Y L,- Si toutes les v.p. L; étaient non dégénérées, alors dans tous 
les états Vi, (i = 1, 2, ...) on aurait la relation 


(AB — BA) Vi, = (AB — BiAi) Yi, = 0. (1) 


L'égalité (1) valable pour toutes les f.p. W,, formant le système 


complet signifie que AB — BA = 0, ce qui contredit les conditions 
du problème. Donc parmi les v.p. L; il existe obligatoirement des 
v.p. dégénérées. 

1.30. Soit l’intégrale 


= [itad—i8) virdr, (1) 
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où À; — À — a, B, — B — b: «, a, b étant des paramètres réels. 
En vertu de la non-négativité de la fonction sous l'intégrale, il 
vient pour tous les a 


J (a) > 0. (2) 
En récrivant (1) sous la forme 
= | (aA* + iB*) Ys.(xA, —iB,) Y dr, 
compte tenu de l’hermiticité des opérateurs À; et Bi ainsi de la 
définition de la moyenne (la f.o. est posée normée à l'unité), il 
vient 
J= | y* («A, +iB,) («À,— iB,) Y dr = 
= À Wa (a2Â2— ia À,, B;]+ B°) Y dx = 
«À: ia [À,, BJ+ À. (3) 
Comme [A,, B,]=14, B]=iC, il s'ensuit de (2), (3) 


a? (À — a}? + aË + B—b}?>0. (4) 


La condition de positivité du trinôme (4) de second degré en « exige 


(Â— a}2.(B—b)2>C2/4. (5) 


En choisissant dans (5) a — À, b — B, on aboutit à l’assertion du 
problème. 
L'égalité dans (5) se réalise, comme cela résulte de (1) et (4), 


dans le cas où est remplie la condition («A — iB,) Y = (0. En 
particulier, pour les opérateurs À = x, B = p,, C = ki cette con- 
dition devient 
d 
(ar—r—) y=fy (6) 


( = aa — ib étant une grandeur complexe quelconque). La solu- 
tion de l'équation (6) (&œ << 0) 


VAE] én [MEL 


est la forme explicite de la f.o. minimisant la relation d’indétermi- 
nation pour les opérateurs coordonnée et impulsion. 
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__ Il faut noter qu'en appliquant la formule (5) il est nécessaire 
d’être circonspect. Cela ressort déjà, par exemple, de son applica- 


tion au cas d'opérateurs À = L, = —id/dg et B = @ = q (pour les- 
quels (é, pl — —i, de sorte que Ü = —1): 
(AL.)}2-(Ap)2> 1/4, 


dont le non-sens physique est évident vu que (AL)? peut prendre des 
valeurs quelconques (y compris d’être nul), CARQE que la grandeur 
(Aœp}° n’est en tout cas pas plus grande que x 


Le fait est que la relation définissant Léséateue hermitien f 
(utilisée essentiellement avec le passage de l'expression (1) à (3)): 

[ufr dc= | (rpew dr, (7) 

ne se justifie pas identiquement et n’est vraie que pour une classe 

déterminée de fonctions entrant, comme on le dit, dans le domaine 

de définition de l'opérateur f comme hermitien. C'est ainsi que pour 


l'opérateur l. — —id/dp on a dans Île cas général au lieu de (7) la 
relation 


2x 27 
fur(-itv)ao=[(-iv.) Vidp—iper (7 . (8) 
9 0 


Respectivement, pour toutes les fonctions W,,, (®) comprises dans 
le domaine de définition de l’opérateur —id/dp comme hermitien 
doit être remplie la condition 


p=271 


gp [Te V? (22) Yi(2n)— WE (0) W(0)=0, (9) 


c'est-à-dire 


Wi(2n) __f Ya(0) \# , 
#W1(0) Yo (211) ] AEONSE (9°) 


ou YW, , (0) = W, , (2x) = 0, or, comme on le voit aussitôt, 
const = exp (if), B étant un nombre réel (9") 


(de plus, aux différentes valeurs de B correspondent des réalisations 
différentes de l’opérateur —idldq comme hermitien). En interpré- 


tant physiquement l'opérateur L, = —id/dp comme l'opérateur 
projection du momentet, respectivement, en formulant la condition 
physique de l’identité des points @ = 0 et ® — 2x nécessaire à la 
satisfaction de l'égalité Y (0) = Y (2x) pour la f.o., on pose B = (0. 
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Ayant ainsi précisé l'élément soulignant le rôle important du 
domaine de définition dans la notion d’un opérateur hermitien, 
revenons à la déduction s’ensuivant de la relation (5). On voit aussi- 
tôt, que la justesse de la formule (5) ne se définit que par la possi- 
bilité de faire jouer les relations 


| wsAzy dr (| (Âw)* (AW) dr, 
se 2. x (10) 
| w+ABY dx | (AY)* (BY) dr, 


ainsi que les relations analogues obtenues par permutation réci- 


proque des opérateurs À et B. On a justifié de façon formelle ces 
relations en se référant à l’hermiticité des opérateurs. Maintenant, 
en tenant compte de ce qui a été dit plus haut sur le domaine de 
définition de l'opérateur en tant qu'hermitien, notons que la possi- 
bilité de nous servir des relations (10) suppose que non seulement les 


f.o. W, mais également les fonctions AY et BY appartiennent aux 
domaines de définition des opérateurs À et B en tant qu’hermitiens. 

Dans les applications physiques la f.o. Ÿ appartient au domaine 
de définition des opérateurs considérés en tant qu'hermitiens ; or 


pour les fonctions AY et BY cette assertion peut s'avérer fausse et 
dans ce cas la relation (5) n’a plus de sens. Sous cet angle au cas d’opé- 


rateurs x et p. il n’y a plus de restrictions avec l’utilisation des rela- 
tions (10). 

Pour les opérateurs L. et q la situation est toute autre et la rela- 
tion (5) ne leur est plus applicable dans le cas général. De façon 
formelle c’est lié au fait que pour la f.o. Y (@) entrant dans le domaine 
de définition de l’opérateur —id/d en tant qu’hermitien (et, par- 


tant, remplissant la condition W (0) = Y (2x)) la fonction qY — 
= pŸ (p) ne l’est déjà plus et, par suite, 

27 27 

| P*LoY do | (LP)*pY dy. 

0 0 


Toutefois, dans le cas considéré il est relativement facile de tenir 
compte de ces difficultés et d'obtenir une relation constituant une 
généralisation de (5). 


En effet, en posant dans (1) À = Ii = F 


— —1), une fois aussitôt choisi «a = L,, b 
relation 


= D (de sorte que Ü — 
œ, et compte tenu de la 


2x 27 
| EY*pY de = | Wxi,pY dp + 2nilY (22) 2, 
| 


0 
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on obtient facilement *) 


J=a(Ë—H)—a(1— 2n)]Y(2nl)+(p—p)>0 (11) 


(soulignons qu'on a utilisé la normalisation | | # | d = 1). 


0 
De (11) s'ensuit la relation d’indétermination pour !, et œ: 
(AL). (Apr (1—2n|Y (2x) [2)2. 


1.31. Les réponses aux questions posées ne sont pas, à propre- 
ment parler, univoques. La non-commutativité des opérateurs ne 
signifie pas qu'il n'existe pas d'états dans lesquels les grandeurs 
physiques adéquates possèdent simultanément des valeurs déter- 
minées. La stricte assertion: les f.o. de ces états, s’ils existent de 
fait, ne constituent pas un système complet. Exemple: les opéra- 
teurs composantes du moment ne commutent pas l’un avec l’autre, 
mais dans l’état de moment L = 0 toutes les composantes du moment 
possèdent une valeur déterminée L; = 0. Voir de même 1.38. 

Les opérateurs commutant, cela ne signifie pas que si À possède 
une valeur déterminée, B en possède une également. Assertion stricte : 
les états en lesquels À et B possèdent simultanément une valeur dé- 
terminée existent et les f.o. de ces états forment un système complet. 
Exemple: au cas d’un mouvement unidimensionnel les opérateurs 


impulsion p — : et énergie cinétique 7? — p*/2m commutent; 


toutefois, dans l’état W(xz) — C sin (p,z/h) l'énergie ciné- 
tique acquiert une valeur déterminée, tandis que l’impulsion n’en 
a pas. Mais si le spectre des v.p. de la grandeur À n’est pas dégénéré, 
alors tout opérateur commutant avec À possède également, en l’état 
Va une valeur déterminée (voir 1.29). 


1.32 rV(r)= LlrY(r)) = —rY (—r) = —riY(r), d’où il 
s'ensuit [{, rl: = Îr + rl — 0. De façon analogue on obtient: 
[{, pla —0, [Î, El — 0. 

1.33. (AB + BA) Y,4 = (ab + ba) Yi = 2abY,, = 0. Donc, 
ab = 0, c'est-à-dire que soit a soit b sont nuls. Exemple: rl + 
+ Îz = 0, et il n'existe qu'une seule f.0o. W, = 6 (x) qui est la f.p. 
Le z et Î simultanément, de plus la v.p. de la coordonnée 
Zi — 

27 
A = | II 
0 


SOLUTIONS 153 


Notons que les opérateurs en anticommutation peuvent n'avoir 
aucune f.p. commune (voir matrices de Pauli, chap. 5 « Spin»). 
1.34. a) La solution de l’équation aux f.p. et aux v.p. de l’opé- 


rateur / — x —% conduit aux f.p. de la forme W, — C exp [(xr — 


— f)?/2]. Ces fonctions pour toute « v.p. » f sont croissantes pour 
z— +oo. Ces fonctions sont exclues de l’étude, de sorte qu'il faut 


poser que l'opérateur Î ne possède pas en général de f.p. 
b) L’équation aux f.p. et ses solutions sont de la forme 
: d (z— f} 
fy=(s+ L)w=pr, W=Cexpl EE]. («4 


Mais il s'ensuit de (1) que la v.p. f est tout nombre complexe. Les 
f.p. répondant aux différentes v.p. ne sont pas orthogonales. 


En représentant les v.p. f sous la forme f=f,+if, (f,., sont 
réels) et en introduisant les f.p. normées à l’unité: W,— 


| ifax— (x-f1)2 
= — € 2 , on trouve qu'elles constituent un système com- 
y 


/ 


plet, vu que 


_. | ( y? (z°) y, (x) df, dfs = Ô (x — x’). 


c) La solution du problème aux f.p. W, = (5) et aux v.p. 


de la matrice (de l'opérateur) a 


à 1 i\ /A A +iB A 
te (60) (3)=(To )=eY-e(3) 
est évidemment la suivante: une v.p. a = 1 à laquelle répond la 


f.p. W, = ( x ) : la seconde v.p. a — 0 à laquelle répond la f.p. 
LA = —— | , | . Les f.p. W, et W, ne sont pas orthogonales, mais 


7 


L 
forment manifestement un système complet. 
d) L'opérateur (matrice) donné ne possède qu'une seule v.p. 


non dégénérée b — 0. La f.p. correspondante W, = | rt) ne consti- 


tue évidemment pas de système complet. 
1.35. Soient des fonctions arbitraires W et ® sous la forme 


y— 2 ais D=— 2 OA FA (1) 


(pour simplifier l'écriture, posons le spectre des v.p. /; non dégénéré). 


154 OPÉRATEURS EN MECANIQUE QUANTIQUE (CE 1 
a) L’hermiticité de l’opérateur Ê (f:) s'ensuit de la suite d’éga- 
lités 


Top 4ar= | OP () Da, dr= a, | ©, dr = 
À | 


=abt= | (P()ORYa= | (È+ (DOM Ya. (2 


(b) P G)F= P (f) 2 ai, = Gp (3) 
P2 (f,) # = P (f:) LP (fa) 1 = @P (f:) Yi, = ay. (4) 


Il s'ensuit de (3) et (4) que P? (f;) — P (fi). 

L'opérateur P—=1—P (f:) projette sur l’état aux valeurs de Ja 
grandeur f non égales à f4. Il est facile d'obtenir que P? — b. 

1.36. Le sens physique de P (f:) devient évident si l’on repré- 
sente W sous forme W = 3; C;W,, et l’on se sert de la formule (2) 
du problème précédent (on pose la f.o. W normée à l'unité): 


P 9 = | YP (D) Y = ICP=IC GE. 


A 


1.37. P (x 0) = n (x), où n (x) est une fonction en escalier 
à 


1,  z=>0, 
n(9=| 0, zr<t. 


Il est clair que P? (x > 0) — P (x > 0). 
1.38. Une fonction arbitraire W (r) peut être représentée sous 
forme d'une superposition de fonctions W,, paire (+) et impaire 


{—) relativement à l’inversion À (ÂY (r)  Y(—r)): 
Vr)=(W) + (—r))/2 + [ (r) — W (—r)]l/2. 
D'après le sens des opérateurs Pa on doit avoir Pa Y=[Y(r) + 

+ V(—r)]/2; donc, P, = (1 + 1)/2, P_ = (1 — 1)/2. 
Il est évident que P1 —P., P,+P_—1. 
1.39. L'opérateur P de noyau de la forme 
Pa a)=c(a)ft(e), et | if(a)edz, 
est projectif. Il projette sur l’état décrit par la f.0o. WV(r) = f(x). 
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1.40. b (f)= Il d = , où la prime affectant le symbole 
k=! 


produit signifie que dans ce dernier est absent le facteur au k 
égal à à 
1.41. VW, (r)}=0(r—r), YF, (r)=(2nñ)"*? exp (ëpor/h), 


D.,(p}=(2nti) "exp (—ipro/ñ),  D,.(p) = Ô (P— ps). 


1.42. O(p)= V a7/kC exp | — pale _ Gr |, 
1.43. La probabilité cherchée vaut 
Za Ps © 
w= | | À [F(x, py, 2)|? dx dp, dz, 


e 
Z1 Pa —© 


iPv 
4 se 
F (x, Pys J=-7— |e h W(zx, y, z) dy, 


de plus, la fonction Ÿ (x, y, z) est supposée normée à l'unité. 


1.44. Multiplions les deux membres de la relation ÎŸ (x) — 
= Y (—zx) à gauche par Ÿ? (x) et intégrons. Compte tenu de ce que 
WP, (x) = Ÿ, (—2), il vient 


I@ (p) = | W# (z) Ê'Y (x) dz = | Y* (—x) Y(—2)dr=d(—p), 


c'est-à-dire que 1% (p) = D (—p). 

Il est facile de trouver l'aspect de l'opérateur translation 
T Y (x) = Ÿ (x + a) en représentation d'impulsion si l’on tient 
compte de ce que d’après le problème 1.12, b) il peut être repré- 
senté sous la forme T, —= EXP (aa) —= exp (iap/h). Etant donné 


A 


qu'en représentation d'’impulsion p = p, on a de même 7, — 
= exp (iap/h). 

1.45. De la condition Ÿ (r) = 1Y (—r), où 1 — +1 est la parité 
d'état, il vient 


® (p) = | YS (r) Y'(r)dV=I | Ye (r) Y(—r) dV — 
=} fus (—n) Y(—r) dV=Id(—p) (1) 
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(dans la transformation (1) on a tenu compte de la propriété W, (r) = 
= YF, (—r)). 
1.46. 


Ÿ (= LY (x)= Ê L(z, z')Y(z')dr’. (1) 


Portons dans (1) Y(z')——— = à | ® (p') exp (=) dp', mul- 


tiplions les deux membres de (1) par W5 (x) à gauche et intégrons 
en x. Il vient 


D(p= L0(p)= | L(p, p}O(p')dp", (2) 
L(p, p}= |exp[--(p'2"—pz)]L(x, s')drds', (3) 
La s)=5 | jexp[-(pe—p'x)]L(p, phapdp. (à) 


La généralisation de (1)-(4) au cas tridimensionnel est évidente. 
C'est ainsi que 


L (p, p') = DS 11% exp [+ æ'r" — pr) | L(r, r’) dV dy”. 
1.47. L' Le ê— r-1 possède en représentation r le noyau 
G (r, = 6(r—r ). Le noyau de cet opérateur en représenta- 
tion p, en conformité avec le problème précédent, est égal à 


; 1 1  (P°— \o1— 
Ge ph=ge | exp [PRE] av=tanr (p— pr}. (1) 
De façon analogue on obtient le noyau de l'opérateur 
e 1 
G=—: 


G2(p, p')=1(47r%2|p— p'|J". (2) 


En calculant les intégrales entrant dans (1), (2), on a tenu compte 
de ce que 


| ME x/2, | exp (iqr) dV — 4x/q°. 
z r 
0 
La vérification de l'égalité G? — G.G, c'est-à-dire que 


G? (p, p}= | G(p. p’)G(p”; p') dp’, 


est laissée au soin du lecteur. 
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1.48. Notons Y A, (g) et Y 8. (g) les f.p. des opérateurs A et B 


en une certaine représentation g, W (g) étant la f.o. d’un état arbi- 
traire dans la même représentation. Les f.o. de cet état arbitraire 
en représentations À et B, a (4,) et b (B,), se définissent par les 
relations de la forme 


Y(a=Dae(4) at), a(4)= (Wa Yar, 


_ . (1) 
P(D= D 6(Bn) Ya,(9) b(Bn) = | 5, Y dr 

m 
(limitons-nous, pour simplifier, au cas où le spectre d'opérateurs 


A et B est discontinu; la généralisation au cas du spectre continu 
ou au cas général, quand on a simultanément un spectre discontinu 
et un spectre continu, s'avère évidente). 

En prenant en guise de la f.o. d'état arbitraire la f.p. Fur On 


obtient la forme de la f.o. d'état considéré en représentation À : 


an, (An) = | VA, (a) Va, (a) dr, (2) 


et de façon analogue on aboutit à la forme de la f.p. Fa, en repré- 
sentation B: 


ba, (Ba) = | 3, (a) Ya, (9) dr. (3) 


Des expressions (2) et (3) il s'ensuit ag, (4,) = b4, (B,). 
1.49. a) fV, = fu: b) fC;,= D'finCn où C, est la fo. 
k k 
d'état quelconque en représentation À. 
1.50. Pyns (f3) = On1Ôn’i Si le spectre f, est discontinu. Au cas 
du spectre continu P;, (f, f")=8(f— fs)  (f —fi). 
1.51. L'opérateur Ê=F (f) s'interprète comme un opérateur 


dont les f.p. coïncident avec la f.p. de l'opérateur f, tandis que les 
v.p. correspondantes sont F; = F (f;). Etant donné que le système 
de fonctions Ÿ, est complet (l’attention étant fixée sur l’hermiticité 


de l'opérateur f), l’action de l'opérateur F sur une fonction arbi- 
traire Ÿ est déterminée: 


PV ÉV= ÈS e (9 Vs, (9 = 5 6 Ga) F Un) Vi, (ae (1) 
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On obtient facilement de (1) que le noyau F (q, q') de l'opérateur F 
(en représentation g), assimilé à un opérateur linéaire intégral, vaut 


Fa 9)= ZE Fan) Es, (D F7, (9) 


où la sommation est faite par rapport à toutes les f.p. de l'opérateur Î. 


En représentation f, l'opérateur É est un opérateur multiplication 
par F (f). 
Après avoir écrit (—A)-1/? — hi [(—ihV}*]-1/%, on constate que 


l'opérateur (—A)-!/? est jusqu’à un facteur près l'opérateur a. 


Son aspect représenté en coordonnées est défini par le noyau (com- 
parer à 1.47): 


hkhp°!(r,r')={[2n2(r—r°)2]"1. 


1.52. Comme les f.p. de l'opérateur F (f) constituent des f.p. de 


l'opérateur f, et cet opérateur, comme l'opérateur f, possède M v.p. 
différentes, on peut le représenter sous la forme (voir de même 1.27) 


N-1 


P=r(=x cf Pi. (1) 
Les valeurs c, s’obtiennent du système d'équations 
N-1 
LU)= D Ets et dsaN. (2) 
næ0 


Dans le cas particulier de N — 2 le système (2) prend la forme 


F () = Co + Cfn Fe) = Co + Cifos 


d’où on tire cet c, et la forme de l’opérateur F en vertu de (1): 


#,  faF (f1)—f1F (fa) F(f1)—F(fe) £ 
dis ff + fi — fa Ï- (3) 


Au cas de N = 3, pour les v.p. indiquées dans les conditions du 
problème, les coefficients c, de la formule (1) valent 


F(fo)—F(— 
Co= F (0), = EN, 
= FG)+ F (— fo) —2F (0) (4) 


2 JE 
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1.53. L'opérateur projectif possède deux v.p. égales à O et 1. 
Sur la base de la formule (3) du problème précédent on obtient la 


forme explicite de F : 
F—F(B)=F(0)+1F(1)—F (0) 2. 


1.54. Sont unitaires les opérateurs Î, 1. M. 


1.55. De Ü? — Ü et ÜU* =: U*U = 1 il s'ensuit que VU = 1. 
1.56. | c | — 1, c'est-à-dire c — exp (ix), &« étant un nombre 
réel. 


1.57. De Ü — Ü,U. il s'ensuit que Ü* — UrU*, d'où L'Ü+ — 
= ÜÜ = 1. 
1.58. De l'unitarité de Ü il s'ensuit que UUÜ* = 1. Si Ü est un 


hermitien, c'est-à-dire U* — Ü, alors U? — 1. Un opérateur her- 
mitien satisfaisant à une telle équation possède des v.p. égales à +1 
(et seulement ces valeurs). Donc un opérateur hermitien possédant 
des v.p. égales à +1 est également unitaire. Un exemple de cet opé- 


rateur nous est fourni par l'opérateur réflexion / (un autre exemple, 
par les matrices de Pauli, voir chap. 5). 


1.59. Comme Ü* — exp (—iF*) — exp (—iF), ÜÜ* — Ü'Ü — 
= À. 
1.60. L’unitarité de l'opérateur s'établit facilement si au préa- 


lable on démontre la relation (L-1y+ — (+), La représentation 
cherchée de l’opérateur Ü — exp (if) s'ensuit des transformations 


cos (F/2)+ i sin (F/2) 


exp GP) — exp (GF/2) [exp(—if/2)]"t == = ——— 
cos (/‘/2)— i sin (F/2) 


1.61. 
F'= ÜFÜ*= Ü [co+ 2 aÂi+ À Can 1 Àx + .… | Ü*+ — 
î i, À 
=c+ D QÜAÜ* + cnÛA A AUÛ+ + aie = 0, (1) 
î 4, k 


Compte tenu de ce que Ü*Ü — 1, on peut écrire le terme arbi- 
traire de la somme entrant dans l'expression (1) sous la forme 


Cin.….nÙ AA ... A Ü*= cu. .nÙ AÜ*Ù A ,U* Sos Ü*Ü À Ü* — 


| = cin..nAiÂg …. À, 
autrement dit (1) prend la forme 


Co+ 2 c;A+ à CnAiAi tasse (4;) = 0, 
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<e qui, en forme, coïncide avec la relation initiale et démontre l’in- 
variance de cette relation relativement à la transformation unitaire 
des opérateurs. 


1.62. De la condition 4’ = Ü AU+ s'ensuit Sp 4’ = Sp (Ü A+) — 
— Sp (AÜ*Ü) — Sp À, vu que Ü+Ü — 1 et Sp (4B ne D) = 
=Sp(8 ... DA). 


De façon analogue. det AÀ’— det (Ü AÜ+) = det (AÜ*Ü) — det À. 
1.63. D'un côté, det (ÜÜ+) — det Îi- 1; de l'autre, det (ÜÜ*) _ 
— det Ü -det Ü*, mais det Ü*— det ÿe= [det Ù 1* =Udet Üp*. Donc, 
| det Ü |? — 1, c'est-à-dire que det Ü — exp(iæ), où & est un nombre 
réel. Si l’on introduit la matrice Ü'—exp(—ia/N) Ü, N étant 


le rang de la matrice Ü, alors det U’— 1. 
1.64. 


det Ü — exp (i Sp F). (1) 


Pour démontrer (1) il faut tenir compte du résultat obtenu dans 
1.62 et effectuer la transformation unitaire qui diagonalise la ma- 


trice hermitienne F. Dans la nouvelle représentation la propriété (1) 
est évidente, mais par suite de l’invariance du déterminant et de la 
trace de la matrice relativement aux transformations unitaires la 
relation (1) se conserve aussi dans toute représentation. 

1.65. Il y a en tout N° matrices indépendantes 4,,, (par exemple. 
la collection des matrices AGR) — Gôpmi és k = 1, 2, . . ., iV). 
Il est clair que le nombre de matrices hermitiennes indépendantes 
est le même. Le nombre de matrices unitaires indépendantes vaut 
également V* vu qu'il y a correspondance entre les matrices hermi- 


tiennes et unitaires: Ü — exp (if) (voir 1.59). Pour que la matrice 


unitaire soit une matrice unimodulaire il faut que Sp F = O0 (voir 
problème précédent). De cette condition il découle que le nombre de 
matrices unitaires unimodulaires indépendantes de rang V vaut 
N° — 1, comme celui des matrices hermitiennes indépendantes 
à trace nulle. 

1.66. La liaison entre les représentations d’impulsion et en coor- 
données se définit par la transformation 


1 ? : a 
OP) = Er | e-ipr/nYŸ (r) dV = ÜY (r), 
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autrement dit l'opérateur Ü est un opérateur intégral de noyau 
U (p, r) = (2rxk)*/* exp (—ipr/h) (l'opérateur agit sur les fonc- 


tions Y (r)). Le noyau de l'opérateur U*+ agissant sur les fonctions 
® (p) vaut 


U+(r, p) = (21%) 7%" exp (ipr'). 
L'opérateur CÜ* possède un noyau qui vaut 


(2rk)- | exp (— ipr/#i) exp (ip’r/f) dr = 8 (p —p’). 


c’est-à-dire est un opérateur unitaire (dans l’espace des fonctions 


O (p)). De façon analogue on obtient Ü*Ü —1 (dans l’espace des 
fonctions Y (r)). 


Donc, UÜ* = Ü+Ù = 1, c'est-à-dire que U est un opérateur 
unitaire. 

1.67. Les opérateurs z'— ÜrÜ*, p' = Ü pÜ+ sont de l'aspect : 

a) 2 =—7x, p=—p; b)z=x+a, p'=p;: 


A A 4 
? ? 
C) T'=cx, p = —P. 


Les relations données entre les opérateurs x’, p’ et x. p s’obtien- 
nent le plus facilement une fois représentées en coordonnées. C'est 


ainsi que pour U = T,, il vient 


Ut=Ti=T. 
et 
ÜrU Y (2) = TerT_W(x)=T,[zV(x—0)]= 
—(z+a) V(x)=(z+a) Yi(r), 


c’est-à-dire quez’=x<+a, 


Ê LE Gwy (DT, PANNE 
ñi ( 
D 6. era ve de ie 


autrement dit p'=p. etc. 
11—01572 
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2.1. 
__Rat(n+1}. 
En nes " 
[2 ; n(n+1)z 
sin, 0<zr<a, 
Y, (x) = V a a u 


0, z<0, x> a. 


Avec l’inversion des coordonnées par rapport au point zx — a/2 
les f.o. se transforment de la façon suivante: 


Pan =Vi(z)=,(-z+a)=(—1) Fa (2), 


c'est-à-dire possèdent une certaine parité (—1)". Cette circonstance 
peut servir au calcul d’intégrales (d'éléments matriciels, etc.) qui 


comportent la f.o. W, (x) *). 
2.2. La fonction de distribution en coordonnées 


aw, (z)=|Y, (x) |* dx, x = a;2, r? — a° -5rer | : 


2n° (n--1}* 
PT RTS 1 1 
QP=e|g-re) 


La f.o. dans le n-ième état stationnaire en représentation d'im- 
pulsion 


_. 1 ( . f(n+i)xz ___ipr … 
ie ner ur exp | TE ) dx = 


___2 Vnah5(n+i)exp(—ipa;2ñ) | cos (pa/2h), n pair, 
= p°a?— snth(n +1} i sin(pa/2hk), n impair, 


*) On utilise la numération des niveaux du s.d. £, et de la f.p. W, qui 
pour l’état fondamental prend la valeur #7 — 0. En outre, n cuincide au nombre 
de zéros de la f.o. Y, (x), à l'exception des zéros pour r — +oo (ou sur les 
parois infranchissables du puits de potentiel, comme aux points r = 0, a du 
problème concerné). Un sens analogue possède le nombre quantique radial 
n. = 0, 1, 2, ... des champs centraux. 
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définit la répartition en impulsions de la particule dw, (p)= 
= | ®, (p) |?dp. Il vient 


p= | Wa(z) PY, (z)dz =0, 
es (4) 
= —_ e A h2 2 4)2 
(Ap)° = = | PV, (x) 12 dz = CID, 


-œo 


En utilisant les valeurs obtenues (Az)? et (Ap})?, on trouve 


= : 2 1,2 1: h2(x2—6 ñ? 
GER = [EE | MEO LE 


Rappelons que dans le cas général (voir 1.30) 


(Az)? (Ap)?>h2/4. 
Notons que p* peut être obtenu à l’aide de la formule 
ph = | p' du, (p) = | p* | ®, (p) (° dp. 


Mais le calcul est alors plus rébarbatif qu'avec les formules (1). 


2.3. Tan — p°'2m = E, (voir problème précédent). T? = co (1). 
La valeur infinie de T° s’ensuit, par exemple, de la forme de la fonc- 
tion de distribution en impulsions de la particule obtenue dans le 
problème précédent pour | p | —> o. Comme | ®, (p) | = p-° pour 
| p | — ©, dw, (p) c dp’'p* et l'intégrale déterminant la valeur 
moyenne 7° «> p# diverge. Ce résultat peut être obtenu différemment 
au moyen de Ja formule de la mécanique quantique pour les valeurs 
moyennes 


Fr _ (1? è 

A | Ya (2)| dx, 
si l’on tient compte de ce que p*W, (x) = —h°Y7 (x) comporte des 
termes proportionnels à ô (x), Ô (x — a) (à la première dérivation de 
Ÿ, (x) on obtient la fonction discontinue aux points zx = Oetr = a, 
quant à la dérivée de la fonction discontinue, elle est proportionnelle 


à la fonction 6: | 6° (x) dx = oo). 


2.4. a) La f.o. est normée à l'unité pour À = V 30/at. 
{1x 


164 MOUVEMENT UNIDIMENSIONNEL (CH. 2 


Les coefficients C, dans le développement de la f.o. W (x) en 
f.p. de l'hamiltonien W, (x), indiquées dans 2.1, valent (Y (x) = 
= À CrYh (x)) 


a 


60 ; | 240 1 —1)7 
0 


autrement dit, ne sont différents de zéro que pour des n pairs. 

En vertu des principes de la mécanique quantique la probabilité 
de présence de la particule dans le n-ième état stationnaire vaut 
Wn —= | Ch |. (1) pris en compte, on trouve w (E,) — 960/x8 = 
æ 0,999; w (E.) = 0,001, etc. 

En se servant des sommes connues (voir. par exemple [13]) 


SD (2k+1) = 76/96, À (2k+1)2= 72/8, 
K=0 K=0 
il vient 
ES Eu, = Er 10148; E= ÿ Eiw, = 2 
"rs 2y5 
Var =2VS er, 
b) La f.o. est normée à l'unité pour B = V 8/3a. Les probabi- 


lités w, ne sont différentes de zéro que pour des » pairs et sont éga- 
les à 


e 
0 ? 


256 : 1 
nt (n+1P[(n+1)—47 ? 
W(E:)=0,9%61; w(E,) = 0,038, etc. ; 


+ E=4E3, Et 16E3, AE=V(AEY =4V2 E3. 


Un = -n pair; 


2.5. En représentation -d'énergie les opérateurs x, p sont des 
matrices 


Xmn= | WzW, dx, Pan= | YEpŸ, dx, (1) 


où Y, (x) sont les f.p. de l’hamiltonien, introduites dans 2.1. 
Le calcul pre que comportent (1) donne 
a (m+1)(n +1) [(— 147 —1] 
Cm Cu—np(mpnpg » FM 
—2 Om 4) (m4) LH tpm] 
Pa. — mm) (mn) M7 
[+ 0, m=n. 
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Ces matrices (opérateurs) agissent sur la f.o. en représentation 
d'énergie que décrit la colonne 


Co 
20) 


où C, sont les coefficients de développement de la f.o. Ÿ (x), non 
nulle seulement dans le domaine du puits 0 < x << a, en série sui- 
vant les f.p. W, (x) de l'hamiltonien. 

2.6. En faisant dans l’é.Sch. 


hype kz° : 
5 Vo) + [tes | Va (a) = Es V, (2) (1) 
(V (x) = —e£,r ,est l'énergie potentielle d’une particule chargée 


plongée dans le champ électrique homogène €,) un changement de 
variable x —> z — x — e£,/k, on donne à (1) la forme représentant 
J'é.Sch. de l’oscillateur harmonique ordinaire (sans champ), et l’on 
obtient la solution de (1): 


E,=ho(n+1/2)—e%2/2k, ©—=Vklm, n=0,1,..., 
Ya = VX (2) = VS (r—eL,/k), 


où Yos (x) constitue les f.o. bien connues d'états stationnaires de 
l’oscillateur harmonique. Notons que sous l’action d’un champ homo- 
gène tous les niveaux d'énergie de l'oscillateur se déplacent d’une 
même grandeur. 

2.7. Les f.o. d'états stationnaires pairs du s.d. sont de la forme 
(E < 0) 


Acos|V2m(U,—]E]|) hr], |z|<a, 


Y (a) = | DORE 
D Bexpl—V MEME Izll, lel>e. 


(1) 


La continuité de la f.0. et de sa dérivée au point zx = a aboutit 
à une équation transcendante définissant le spectre des niveaux 
pairs 


VUo—IEltgV2m(U,—1El) ak =VIE| (2) 
(de plus, au point x = —-a la condition de raccordement des f.0. 
se remplit automatiquement vu la parité des fonctions). 


De façon analogue on obtient l'équation pour les niveaux impairs 
de la particule: 


VÜS—IE JcotgV2m(US—1E 1) ak = VIE. (3) 
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Il est commode de procéder graphiquement à l'analyse des équa- 
tions (2), (3). L'analyse s’avérant très simple (et accessible même 
à un écolier), donnons-en les résultats finals. 

a) L'équation (2) pour 0<|E |< UV, possède NV, racines 
(N + étant le nombre d'états pairs du s.d.) définies par la condition 


(Ni—ta<V2mUah? <N,n, (4) 
c'est-à-dire que quels que soient les paramètres du puits il existe 


au moins un niveau pair. 
b) Les W_ racines de l'équation (3) se déterminent par la relation 


Non—n/2< V 2mUat/h? <Nn—+n/2, (5) 

c'est-à-dire que les états impairs du s.d. n'existent qu'à la condi- 
2h2 
tion que mU,ai > — 


c) À mesure que grandit l'énergie, les niveaux pairs et impairs 
se succèdent en alternant, mais le niveau inférieur est pair. 
d) Les relations (4), (5) peuvent être réunies en une seule: 


(N—1)x/2<V 2mU,a2/h< Nr/2, (6) 


où V est le nombre total de niveaux du sd.: N=N, + N.…. 

e) La réalisation de l’égalité dans les seconds membres des rela- 
tions (4)-(6) correspond à la condition de l’apparition du nouveau 
niveau: (W, + 1)-ième pair et (N_ + 1)-ième impair ou, en géné- 
ral, du (V + 1)-ième niveau respectivement avec l’approfondisse- 
ment du puits, c'est-à-dire avec l’accroissement du paramètre £ =- 
== ma U,/h. 

Au cas d’un puits profond E > 1, introduisons la grandeur E7 — 
= Us, — | E, |, énergie du niveau mesurée à partir du « fond » 
du puits. Pour les niveaux inférieurs de la particule (tels que E7 € 
< Uo), on peut, à partir des équations (2), (3). obtenir les expres- 
sions approchées suivantes: 


,  Mai(n+1} 2 - =: 
E, RE [1 + / n =0, 1.2, (7) 

Notons que selon (7) les niveaux énergétiques inférieurs se dis- 
posent dans un puits profond quelque peu plus bas que les niveaux 
d'un puits de profondeur infinie de même largeur 2a. 

2.8. Au cas d’un puits peu profond ma?U,/h° € 1, comme il 
s'ensuit de la solution du problème précédent, il n'existe qu’un seul 
état pair du s.d. Pour obtenir l'énergie du niveau à partir de l’équa- 
tion (2) du problème précédent il faut tenir compte de la petitesse 
de l'argument de la tangente et écrire cette équation sous la forme 


VÜs—TEol V2mUo— Ever TE. (1) 
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Vu que V 2m (U,—| Eol)a'h? 1, il s'ensuit de façon évi- 
dente de (1) que |E,| TU, et en négligeant dans le premier 
membre de (1) la grandeur | E,| par rapport à UÙ,, il vient 


"a 
| Eo 1 EE Us € Us (2) 


autrement dit, la profondeur du niveau dans un puits peu profond 
est de beaucoup inférieure à celle du puits (fig. 20). 

La forme approchée de la f.0o. normée de l’état fondamental au 
sein d'un puits peu profond 


Pa æBexp[-y/Mstiz1], B-EmIEl/#)A, (3) 


se déduit de l’expression (1) de la f.o. du problème précédent si l’on 
tient compte du fait qu'au sein du puits [x [| <a les f.o. exacte 
comme approchée sont presque constantes. 

Les moyennes cherchées sont : 


ct 


2ma°U UE 
— E,. 


RE T7 


Use Lo0E,, T = 


2.9. Ayant en vue la forme approchée de la f.o. (voir formule (3) 
du problème précédent). on obtient: x = 0, (Ar) — x° = (2x°)"!, 
x =2mÜUoa/h*. La probabilité de ren- 
contrer la particule au sein du puits U(x) 
est 


w= | | Vol? dx & 24a < 1. 
—@ 


On remarque facilement que la 

faible probabilité de rencontrer la 
particule au sein du puits est due au 
fait que la f.o. diminue lentement à 
l'extérieur du puits avec l'’accrois- Fig. 20 
sement de |zx |. En effet. |, |? 
a e-2*lxl, de sorte que la particule peut se trouver avec une 
probabilité sensible à la distance | x | = 1/x = VK?/2m | E | > 
> a. Ceci pris en vue, il n’est pas difficile d’entrevoir qu’au cas d'un 
puits de potentiel arbitraire, dont les dimensions caractéristiques 
sont de l’ordre de a, la particule avec une probabilité prépondérante 
se trouvera hors du puits (dans le domaine classiquement inadmissi- 
ble) si son énergie remplit la condition | £, | & h°®/2ma? (ces niveaux 
d'énergie sont dits bas). 
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La forme approchée de la f.o. en représentation d’impulsion est: 


O0 ——— 
Û r -2 2257 


_ En PS EC 
D (p)  — V2nñ | (4 Po (x) dx Dé VE (p?+ñ2x?) ), 
: 
p=0, (ApR=p- (2h), (Az (ap) H°/2. # 
2.10. — 5 WT + [Ù (x) +06 (z—20)] Y = EY. (1) 


De l’é.Sch. (1) il s'ensuit que la f.o. W (x) est continue au point 
x, et que la dérivée de la f.o. est discontinue en ce point. La grandeur 
du saut de la dérivée de la f.0. doit être telle que le terme fonctionnel 
Ô de la fonction Y” (x) (la dérivée de la fonction discontinue est 
proportionnelle à la fonction ô) puisse compenser le terme œô (x — 
— to) W (x) dans le premier membre de l’équation (1). En inté- 
crant (1) sur le domaine x, — E << r << r9 + €, € > 0. et en fai- 
sant tendre £ — O0, il vient 


AT (20) = Ÿ' (to +0) — F'(z0— 0) = (2ma: Re?) Y (x), o 

W (zo+0)=Y (x — 0). (2) 

2.11. L'équation de Schrôdinger et sa solution sont de la forme 
R3 y _ . ___ hr . 

— 7. Y'— aÿ(z) Y=EY ; EE D x>0; 
Aexp(—xz), z>0, 

B exp (xx), x <0. 

En se servant de la relation (2) du problème précédent (compte 
tenu de la substitution & — —2), on obtient 4 = B et x = x — 
= am/i®, Ej = —ma*/2h*, c'est-à-dire il n’y a qu'un seul état du 
spectre discontinu dont la f.o. normée est de la forme Y4 (x) = 
= V' x exp [—%x, | x |l. Cette fonction, comme il fallait s'y atten- 
dre, est paire. 


Y (z)— 


Il vient 
ÜU= —a | Ô(z) Yi(x) dr = —ma’/h° =2E,; 
T=— | | PY (zx) |?drz=ma?/2h2= —E,. 


*) L'expression obtenue pour ®, (p) n'est pas juste pour des grandes im- 
pulsions | p | > fi/a =hx/xa% hx, car jour ces valeurs de p il est essentiel 
dans le calcul de l’intégrale de (1) que la forme de la f.o. Y, (x) soit exacte 
dans le domaine | z |< a. La f.o. ®, (p) exacte pour | p | — est de la forme 


D(P) Æ 
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Le potentiel U (x) = —aô (x) peut être obtenu en passant à la 
limite a—> 0, UV — oo, 2aU, — « à partir du potentiel étudié 
dans 2.7 et 2.8. Avec ce passage E — ma*U,'h* — 0, c’est-à-dire que 
le puits est peu profond. Comme ça se voit facilement, les résultats 
approchés de l’énergie et de la f.o. d'état fondamental de la par- 
ticule dans un puits peu profond sont exacts pour le potentiel fonc- 
tionnel 6. 


2.12. Notons E,, W, (x), n = 0, 1. .... les niveaux d'énergie 
et les f.o. normées d'états stationnaires dans le champ UÙ (x). Ces 
U(x) U(x) 


Fig. 21 


f.0. possèdent une certaine parité (—1})". tandis que les f.o. des ni- 
veaux impairs sont, pour x = 0, égales à W,,., (0) = 0. Pour une par- 


ticule dans le champ Ü (x) introduisons des notations analogues: 
En, Valz), k=0,1,...; Ÿ, (0) = O. 

Les fonctions Ÿ, (x) et les fonctions impaires W, (x) satisfont 
(pour x > 0) à la même 6.Sch. et aux mêmes conditions aux limites. 
aux points x = 0 et x — ; il y a entre elles la correspondance sui- 
vante (fig. 21): 

Ey= Esnrs Yi (z)=V2 Port (2). 

Si le champ UÙ (x) comporte W états du s.d.. le nombre de ces 
états dans le champ Ü (x) vaut alors V/2 pour un N pair et (N — 1)/2 
pour un Ÿ impair. Au cas où Ÿ — 1 il n’y a pas d'états du s.d. dans 
le champ Ü (x). 

2.13. Cherchons la valeur moyenne de l'énergie de la parti- 
cule dans l'état décrit par la f.o. normée W(z, &)=Vaexp : 
X[—a|z|], &æ>0 étant un paramètre. Pris en compte que: 
—— e 2 
T = psom =} | (Lw) dr Kra2/2m, il vient 


2m 
-œ 


E (a)= ha®/2m + a | exp{—?«| z|]U (x) dz. (1) 
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Le second terme de (1) pour & — 0 vaut 
a (expl—2a|z|JU(s)dræa | U(z)dz< 0. (2) 


En se servant de (1) et (2), on constate aisément que pour des 
valeurs suffisamment petites du paramètre &« la grandeur E (æ) est 
négative : mais E (&) > Es. où E, est l'énergie de l'état fondamental. 
Donc, E, << 0 et l’état fondamental appartient au spectre discon- 
tinu. 

2.14. En introduisant les notations Æ — €&h*/2ma*, z = x/a, 
‘écrivons l’é.Sch. sous la forme 


— THE) V=ey (E-), (1) 


En notant par €, (&), Ÿ, (z, E) les v.p. du s.d. et les f.p. nor- 


mées de l’équation (1), on obtient la solution de l’é.Sch. dans le 
Champ U = Uif (x/a): 


V(z)=Y,(za) Va, E,=eh?/2ma —eU, 'E, 


Tan — Cinni (Az)? = a? (AZ)ñn- 


Les crandeurs €,, 3, (Az) (le centrage est effectué suivant les fonc- 


tions Ÿ,) ne dépendent que de la valeur du paramètre E. 
2.195. L'énergie potentielle d’une parti- 
cule est de la forme (fig. 22) 


mgz, 2z2>0, 
CO, z2<0 


(la direction de (—g) est la direction posi- 
tive de l’axe z, le miroir est z — 0). Le 
mouvement le long des axes zx, y étant 
libre et n'intervenant pas dans le problème 
considéré, on n'étudiera dans ‘ce qui suit 
Fig. 22 que le mouvement de la particule le long 
de l’axe z. 

Par un changement de variable x = (2m°g/h°)VS (z — E/mg) on 

transforme l’é.Sch. dans le champ U (z) en la forme 


W(x) — zY (x) = 0. (1) 
La solution de l'équation (1), décroissant pour x —+ co, est la fonction 


d'Airy ®D(z), c'est-à-dire FG)=AO[(E)T (2-2) |. La 


U (z) = 
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quantification des niveaux énergétiques ne se manifeste qu'en 
vertu de la condition à la limite 


Y(z = 0) = D[—(2m°g/R)"8 Elmg|\ = 0. (2) 


En notant (—«@;) @ = 1,2,...)la séquence des racines de la fonction 


d’Airy dans l’ordre croissant de «;, on obtient de (2) le spectre 
énergétique : 


E, — (mg°h°12)1S Œn+is 7 = 0, 1, 
En particulier, l'énergie de l’état fondamental est (n = 0, «, = 2,34) 
Eo = 2,34 (mg°h°/2)8 = 1,86 (mg*h°)"3. 


2.16. La f.o. de l’état fondamental est paire: W, (x) = ee (—2x) 
et il suffit de la trouver pour x > 0 (alors Y° (0) = 0). L’é.Sch. 
pour z > 0 au moyen des substitutions y = Ë exp As E — 


= —f%x/2m, È = V Sma?U,/h®, v = 2xa (x > 0) prend la forme 
de l'équation de Bessel : 


d°Y 2 | 
D + (1 — ve) Ÿ = 0. (1) 


Comme pour z—+> co (alors y —+ 0) la f.o. W (x) doit décroitre, 
il faut choisir la solution de l'équation (1) sous la forme (z=>0) 


F(x)=CJ,(y)=CJ, IE exp (— z/2a)]. (2) 


La condition W'(z—0)=0 définit le spectre des niveaux 
pairs : 


JO = Jyaecen (V 8mUoat/h?) = 0 ; (3) 
de plus, au niveau fondamental correspond la plus grande valeur 


de |£ |. 


Au cas d’un puits de peu de profondeur E << 1, en se servant de la 
formule 


J,® & ne) ds 


V v-1 
2640 89 7er ie 


on peut récrire l’équation (3) sous la forme 


v(v+1)—(v+2)E/4 0, 
d'où 
v=voÆE/2, w%=2mal, ht, E,- — h?4;/2m. (4) 
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Il est aisé de remarquer que dans ce cas la f.o. normée de l'état 
fondamental peut être écrite de façon approchée sous la forme (vu que 


J, (y) Æ ET (y/2)' pour y € 1) 


V(z)=CJ,, [Eexp (— Ixl/2a) Æ Y%oexpl—%1zll. (5) 


Les résultats (4) et (5) pour l’état fondamental au sein d’un puits 
de peu de profondeur se trouvent en accord avec ceux des problèmes 
2.8 et 2.11: le potentiel U (x) = —aô (x) peut être obtenu en pas- 
sant à la limite a—> 0, U, — © à partir du potentiel du présent 


problème par assimulation de & à la grandeur &« = — | U (x) dx = 


= 2aU,. Donc, au cas d’un puits de faible profondeur et d’aspect 
arbitraire U (x) l'énergie E,etlaf.o. Ÿ, (x) de l’état fondamental se 
déterminent de fait non pas d’après la forme concrète de U (x), mais 


d’après la valeur de l’intégrale \ U (x) dx. 


2.17. En résolvant l’é.Sch., il faut tenir compte des conditions 
de raccordement de la solution pour le potentiel fonctionnel 6 (voir 
formules (2) du problème 2.10), les conditions aux limites W (a) — 
= W(—a) = 0 ainsi que la parité définie de la f.o. d'états station- 
naires. 

Les f.o. des niveaux pairs pour 0 << | x | < a sont de la forme 


Y(x)= Asinlk(|z|— a), À =V?2mElR > 0. (1) 


Les conditions de raccordement de la solution de (1) au point z = 0 
aboutissent à la relation 
.n —_ kh? ka maa 9 
—tgka= = mu (= }, (2) 
définissant le spectre des niveaux pairs. 

Avec &ë > 1 pour les niveaux inférieurs (pour lesquels ka € Ë) 
dans le second membre de l’équation (2) on a une petite grandeur. Il 
s'ensuit que k,a = nn — €, où € € 1, tandis que n = 1, 2, ... 
est le numéro d'ordre de la racine. Ceci pris en compte, il vient de 
(2) —tg k,a & e = kalë & nalË, c'est-à-dire 


Ke, EN EE (122) (3) 


(on a introduit l'indice (+) pour Re positivité de la puarite 
des niveaux). 

Pour les niveaux impairs la f.o. prend dans le domaine [x | <a 
la forme W(x) — B sin (kx) et la condition Y (a) = 0 définit le 
spectre des niveaux impairs : 


k'a=nn, E=h?n2n2/2ma, n—=1, 2, ... (4) 
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(notons qu’en‘états impairs la particule « ne ressent pas » la présence 
du potentiel fonctionnel 6 U(x) = «ô (x)). 

La confrontation de (3) et (4) confirme la nature, mentionnée 
dans les conditions du problème, de la partie inférieure du spectre : 
la distance ÔE, = 2EŒ@VE entre les niveaux pair et impair à même 
valeur de r est de beaucoup inférieure à la distance AE = | E,:, — 
— E, | — En jusqu’à la paire voisine des niveaux (7 < Ë). 

Le spectre des niveaux pairs au sein du domaine d'énergies 
ka 5 E (par exemple, les niveaux très excités) s'obtient aisément 
de (2) en posant k,a = (n — 1/2)n +e, e 1 (n = 1, 2, ... 
étant le numéro d'ordre du niveau pair), 


—tg ka = 1/e & kalë & (n — 1/2) VE, 
ka = (n— 1/2) na + Ë/(n — 1/2) 7. (5) 


h°a° (2n — 1)? R°E 
ET A — + —, 


Sma? ma 


Le premier terme de l’expression E; décrit le spectre des niveaux 
pairs au sein d'un puits de profondeur infinie, le second, le déplace- 
ment de ces niveaux sous l’action du potentiel œô (x). 

On laisse au soin du lecteur l’explication de la nature de la partie 
inférieure du spectre pour Ë > 1, ainsi que l’étude du cas de & << 0, 
ml a la/k° > 1. 

2.18. Avec une décroissance suffisamment rapide de U (x) on peut 
dans l’é.Sch. pour zx — Ho négliger U (x), de sorte que l’é.Sch. 
et sa solution prennent la forme (E = 0) 


V'(2)=0, (x) & Az + Bar, 2z—+ +o, 


c.-à-d. que la solution est, généralement parlant, croissante pour 
z—> +oo. Pour des paramètres arbitraires du potentiel l’é.Sch. 
n'admet pas de solutions qui ne soient croissantes aussi bien pour 
z— +o que pour x -> —o (de façon absolument analogue au fait 
de l’inexistence de solution décroissante de l’é.Sch. pour x — +oo 
si l'énergie arbitraire £ << 0). C’est seulement avec un choix spécial 
des paramètres du potentiel (par exemple, du paramètre & en écrivant 


U (x) sous la forme U (x) = aU (x)) que ces solutions de.l'é.Sch. 
ne croissant pas pour z — + existent. En outre, le champ L’ (x) 
devient critique au sens qu'avec le moindre approfondissement du 
potentiel, c’est-à-dire la variation du champ de la grandeur ÔU (x) < 
.< 0, il apparaît dans le champ un nouvel état du spectre discontinu, 
c'est-à-dire que le nombre d'états du s.d. augmente d’une unité. 
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Pour saisir la nature décrite plus haut des solutions de l’é.Sch. à 
E = 0, étudions le niveau énergétique le plus haut Æ, du s.d. Sa 
f.0o. Y, (x) est de la forme pour z — + 


Y,(z)coexp(—xlzl), x=V2mlE,|l/Re. 


Avec la diminution de la profondeur du potentiel tous les niveaux 
du s.d. se déplacent vers le haut (c'est-à-dire | £, | diminue égale- 
ment) et le niveau le plus haut pour une valeur quelconque des 
paramètres du champ prend la valeur £, = 0, simultanément sa f.o. 
prend au cas où x — oo la forme WE … (x) & const. Le nombre 
de zéros de la fonction VE =0 qui ne croît pas pour x —> oo déter- 
mine celui d'états du s.d. à £ << C. 

La solution de l’é.Sch. qui ne croît pas pour x —> Ho au cas du 
potentiel Æ — 0 mentionné dans les conditions du problème doit 


être de la forme (x = V 2mU,/h=) 


À, z<0, 
Wr-o(z)=4 Bcos(xzx+ô), 0<zr<2a, (1) 
C, x > 2a. 


Les conditions de continuité de la f.o. et de sa dérivée aux points 
z = Oet rx = 2a aboutissent aux relations 


ô —0, A =B, Bocos(2xa) = C, sin (2xa) = 0, (2) 


dont la dernière définit la condition d’existence de cette solution. 
Donc, la condition 2xa = V 8mUça?/h° = nn, n — 1, 2,... fournit 
les valeurs des paramètres du puits auxquelles y apparaissent de 
nouveaux états du s.d. à mesure de son approfondissement. Comme 
la f.o. VW, a dans ce cas n zéros, la condition obtenue est aussi 
celle du (n + 1)-ième niveau (rappelons que la f.o. de l’état fonda- 
mental n’a pas de zéros). 

2.19. En nous appuyant sur les considérations émises dans le pro- 
blème précédent, cherchons la condition d'existence de la solution 
de l’é.Sch. ne croissant pas pour x — au cas où E = 0: 

y Az, OSz<a (W:-0(0)=0), ; 
motel et Ce «D 

Les conditions de raccordement de la solution au point x = a 

(voir 2.10) donnent 


aA = B, 2E = 2maalhk° = À, (2) 
c’est-à-dire que la f.o. W,., non croissante n'existe que pour une 


seule valeur du paramètre Ë — £, — 1/2, en outre cette f.o. n’a pas 
de zéros. Les résultats obtenus pour W…, et &, signifient que pour 
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E << £, = 1/2 dans le champ considéré il n’y a pas d'états du s.d. 
et pour ë > &, on n'a qu'un état semblable. 

2.20. Posons, pour fixer les idées, que LU, > U,. Aux états du 
s.d. correspond l'énergie £ << U,. Cherchons la condition d'existence 
de la fo. Win ne an eu pour z — oo et constituant une: 
solution de l'é.Sch. à E = 


Veeu, (x) = 
Aexp(—x|zx|), z<O (x=V2m(U,—U,)/R?), 
Este O<z<a (k=V 2mU, ir), (1) 
C, TI> a. 


Les conditions de raccordement de la f.o. et de ses dérivées aux 
points x = a et x = 0 donnent 


Ô = —ka, B=C, A=Bcoska, %x = ktg ka. (2} 


La dernière des relations (2) est la condition d’existence de la 
solution de l’é.Sch. de forme (1) qui ne croît pas pour x — oo. En 
utilisant les considérations du problème 2.18, on peut conclure que 
cette condition est aussi celle de l’apparition de nouveaux états du 
s.d. à mesure que le puits s’approfondit. Si la f.o. (1) n’a pas de 
zéros (c’est-à-dire que ka << x/2), on est donc en présence de l’appari- 
x du premier état du s.d. Donc, la condition cherchée est de la 
orme 


V 2maU,/h>arctg V (U, —U.)/U.. (3} 


En particulier, pour U, — © la condition (3) prend la forme 
U, > n°h"/8ma*. Pour l’, = U, la condition (3) est remplie pour 
tous les paramètres du puits, c’est-à-dire que l’état du s.d. existe 
toujours. 

2.21. L'opérateur force (représenté en coordonnées) est de la forme 


F (x) = —dUl/dx et l'égalité Fin = 0 découle des transformations 
suivantes : 


© 


ARE | Ye (dU dx) Ÿ, dr = 


= (LUI, Mar Sous + VU Y,) de = 

-E, | LIY, Par Cu 2e) Ye WE DEV) dr — 

+ n | dx Y, D n n n NE 
h? 


= —— | (Far) dx = 0. 
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Dans les transformations on a tenu compte des égalités U (x) — 


O0 


= U* (x), | 2 [U | Ÿ, |] dr = 0 et on a utilisé l’é.Sch. pour 


L'AMEL de 

2.22. Un puits de potentiel de profondeur infinie peut être obtenu 
par passage à la limite U, — © à partir d’un puits de profondeur 
finie U,. Dans ce cas l’opérateur force représenté en coordonnées 
prend la forme 


A 


= —dUldr = U, 16 (x) — 5 (x — a)] (1) 


(en cherchant (1), il a été tenu compte de ce que la dérivée de la 
fonction en escalier 


0, z<0, 
n@=| , 2>0, 


vaut dn (x)/dx = à (x)). | 
Deux termes de l’expression (1) sont les opérateurs des forces 
agissant sur la particule du côté des parois gauche et droite du puits. 


Etudions la force F ar = —UV,ô (x — a) opérant à droite de la paroi. 
On voit aisément qu'elle peut être écrite sous la forme F,, = OU /0a = 


— 9H /9a (vu que l’opérateur énergie cinétique est indépendant de a). 
En se servant du résultat obtenu dans le problème 1.28, il vient 


(Fär)nn = (0H /08)yn = 0En/0a, Fy=—2Enla<0. (2) 


Dans la dernière des relations (2) on a utilisé pour E, la valeur des 
ses énergétiques d’une particule dans un puits de profondeur 
infinie. 

La force agissant sur la particule du côté de la paroi gauche vaut 
F, = —Fyr, vu que la force moyenne totale agissant sur la particule 
est nulle (voir problème précédent). 

On a trouvé la force moyenne agissant sur la particule du côte 
de chacune des parois du puits. La force opérant du côté de la parti- 
cule sur les parois du puits est de signe opposé et est dirigée naturelle- 
ment de l’intérieur vers la paroi correspondante. 

L'expression (2) de la force est identique à celle de la mécanique 
classique de la force moyenne dans le temps agissant sur la particule 
à partir de la paroi. 

2.23. a) La valeur moyenne de la force agissant sur la particule à 
partir de la paroi droite du puits, selon la première des formules (2) 
du problème précédent, est 


Fir=0E,/0(2a) = Ejla, E,Æ —2ma°U;'h?, (1) 
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où 2a est la largeur du puits, tandis que pour la grandeur E, est utilisé 
le résultat obtenu dans le problème 2.8. 


b) En centrant l'opérateur force F,, — —U,6 (x — a) agissant 
sur la particule du côté de la paroi droite du puits en f.o. d'état 
fondamental obtenue dans 2.8, on aboutit de nouveau à (1). 

En mécanique classique la moyenne en temps de la force agissant 


sur la particule à partir de la paroi droite du puits vaut F4, — 
— —(U, — |E, |)/a. La comparaison de cette grandeur au résultat 
(1) de la mécanique quantique montre que | F,| € | Fa |. 

Cette grande différence entre les forces des mécaniques classique 
et quantique pouvait être prévue, si l’on tient compte du résultat 
obtenu dans le problème 2.9 d’après lequel la particule liée à un 
puits peu profond a peu de chance de se trouver au sein du puits 
(tandis qu’au contraire dans le cas classique cette probabilité vaut 
cl —= 1). 

2.24. La valeur moyenne de la force agissant sur la particule 
dans l’état stationnaire du s.d. est nulle selon 2.21. Cette force se 
compose de la force agissant sur la particule du côté de la paroi et 


de la force agissant sur la particule du côté du champ Ü (zx) dans le do- 
maine x > 0. Pour cette dernière, en se servant des transformations 
analogues à celles utilisées dans 2.21, on obtient l'expression 


Fan = — | IV (IE (D ldz) dz = —(h2/2m) Ya (OI. (1) 


0 


La grandeur (1) est également la valeur moyenne de la force agissant 
à partir de la particule sur la paroi étanche située à l’origine des 
coordonnées (x — 0). 

En portant dans la formule (1) la valeur Y°, (0) de la f.o. de la 
particule dans un puits de profondeur infinie (voir 2.1), on aboutit 
au résultat du problème 2.22. 

2.25. La valeur moyenne de la force agissant à partir de la par- 
ticule sur le puits droit en état stationnaire du s.d. est exprimée 
par l'intégrale 


Farnn = | In (2)? (dU/d2) dz. (1) 
0 


En utilisant les transformations de l'intégrale (1) semblables à 
celles opérées dans 2.21, on obtient 
E, |Wn° (0)? <0, 
F — f} en A 
(Far)nn IE Ÿ (0)12>0, (2) 


12=01572 
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où l’indice (+) indique la nature paire ou impaire de la f.o. En for- 
mant (2), on a tenu compte de ce que Y,, (0) = O0 pour les f.0. paires 
et Y, (0) = O0 pour les f.o. impaires. 

2.26. Les f.o. mentionnées dans les conditions du problème pré- 
sentent beaucoup d’analogie avec la f.o. W, (x) de l’état fondamen- 
tal de la particule : elles satisfont aux conditions aux limites exigées, 
n’ont pas de zéros dans l'intervalle 0 << x << a et sont douées d’une 
parité positive dans l’inversion des coordonnées par rapport au 
centre du puits. Aussi peut-on s'attendre à ce que la valeur moyenne 
de l’énergie de la particule dans ces états soit suffisamment proche de 
l'énergie de l’état fondamental et, partant, soit une valeur approchée 
de la grandeur E. 

Avec le calcul de l’énergie moyenne il faut prendre en compte que 
U (x) = 0, car la f.o. est identiquement nulle pour zx <0etzxr > a, 
tandis qu’un puits infiniment profond s'obtient en passant à la limite 
Us — © d'un puits de profondeur finie, de sorte que l’apport à 
U (x) des domaines z < 0, x > a est nul, comme d’ailleurs du do- 
maine O<r<a, et, par suite, E = T. 

En prenant en compte que 7 = (k%°/2m) | | Y' (x) |* dx, il est 


aisé d'obtenir la valeur moyenne E après avoir préalablement normé 
la f.o. à l’unité (voir de même 2.4): 

a) A42=30/aÿ, E=5h?/ma= 1,014E,, 

b) B?=—8/3a, E—2k°n°/3ma? = 1,333E,, (1) 

c) C2=12/a3, E—6h2/ma= 1,216E,. 

Comme il se doit, les valeurs trouvées E sont supérieures à la 
valeur exacte ÆE, = k?n°/2ma° de l'énergie de l’état fondamental. Il 
s’ensuit de (1) que la valeur la plus proche de Æ, est fournie par la 
f.o. de la forme a). Dans b) et c) la différence entre E et E, est suf- 
fisamment grande, de 20 à 30 %. Ces résultats sont tout à fait natu- 
rels: la forme de la f.o. a) est la plus proche de la fo. W, (x) = 
— V 2/a sin (nx/a) de l’état fondamental de la particule. La forme 
de la f.o. b) près des parois du puits diffère fortement de Îa f.o. 
exacte: pour r—>0 Wx) cs 1°, tandis que Wir) cs x (la diffé- 
rence est la même pour zx —+ a). La f.o. de la forme c) a une derivee 
discontinue pour z — a/2, tandis que la dérivée de la f.o. Wi (x) 
est en ce point continue. 

2.27. En normant la f.o. à l'unité, on obtient E (a). Pour 
toute valeur du paramètre a on a l'inégalité Æ (a) > £,, où E est 
l'énergie de l’état fondamental. En choisissant la valeur a = a, sur 
la base de la condition E (a) = min E (a), on conclut que E (a) 
constitue J’approximation la plus exacte (dans la classe étudiée des 
fonctions d'essai) de la grandeur E, (avec £, < E). Plus la fonction 
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d'essai est proche de la f.o. de l’état fondamental, plus exactement 
E (a,) exprime la valeur de E,;. 

Les calculs dans ce problème s'effectuent facilement si l’on 
prend en compte la valeur de l'intégrale (b > 0, n un entier) 


ed dz - (— 1)" dn | dr . 
(b+z2)n#t on! dbr bas — 
(— 1)? _d? muy, _ A(2n—1)!! 
= an (no )= TS 
a) = (2/na), The 2m | |W' (x) dr ht amet, 
 — = Î 
U == kzx2/2 = ka?/2, E (a) = h2/4ma° + ka2,2, { ) 


E (a)= min E (a) = fiw;V 2 & 0,71ñ%w 
(ai=VR2/2km, w—V km); 
b) B2—16/51xa, T —Th2/10ma2, U—ka?;10, 
E(a)=VTho/5# 0,530  (a°=Y 7Th2/km). ® 


Les résultats (1) et (2) doivent être comparés à la valeur exacte 
E, = fiw/2. Notons que dans les deux cas a) et b) on a la relation 


T (a) = Ü (a) qui est en accord avec le théorème du viriel. 
La f.o. exacte de l’état fondamental d’un oscillateur est de la 
forme: 
V(z)= (Var) 2exp(—z2/2r), 2°=V h2/km. 
En prenant en compte que exp(—zx) = lim (1 + z/v)-", notons 


V — 00 
que l’utilisation de la fonction d'essai de la forme Y — 
= À (1 + z’/a*)-Y avec le choix des paramètres variationnels 


a? = 2vx?, v —+ oo aboutit à £ —+ Eo, c'est-à-dire à la valeur exacte 
de l'énergie de l’état fondamental. 


2.28. a) E(a)=h?/4ma?— 2a'xra. 
E (ay) = min E (a) = —4ma;n°h? & O,S81E, ; 
b) E(a)=7h2/10ma? — 16a/5na, 
E (a)= min E (a) = —256ma?/70n2ñ? & O,T4E,. 
2.29. a) Pour 42— 4a3 Ja f.o. est normée à l’unité. Il vient: 
T=ha/2m, U—3k/2a, E(a)= h’a2/2m +3k/2a, 
E (@&9) = min E (a) —(243/16)1/3 (k2h2/2m)1/3 & 2,48 (k2h2/2m)3 ; 


1e 
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b) B=4V an, T—3ha/4m, U—2k/V na, 


_ = 2 
E (&))= min E (a) =(81/2n)/5(k°%h2/2m)t/8 & 2,345 (kh2/2m)1/3, () 

Les valeurs (1) et (2) de la grandeur £E, calculées approxi- 
mativement doivent être comparées à la valeur exacte E, = 
— 2,338 (k°h°/2m)""3. 

Notons que dans les deux cas on a la relation 2T (xs) = U (æo) 
en accord avec le théorème du viriel. 

2.30. La forme la plus générale du polynôme de troisième degré 
satisfaisant aux conditions aux limites Ÿ (0) = Y (a) = 0 est la 
suivante : 


Y (x) = Axz(a —zx)(xr — b). (1) 


Pour se servir de la f.o. de la forme (1) dans le but de calcul approché 
de l'énergie du premier état excité d’une particule par la méthode 
variationnelle, il faut rendre cette fonction orthogonale à la f.o. 
de l’état fondamental. On satisfait aisément à cette condition en 
prenant en compte la différence de parité des f.o. de l’état fonda- 
mental et du premier état excité relativement à l’inversion des 
coordonnées par rapport au centre du puits (x = a/2): le paramètre b 
doit être choisi égal à b — a/2, de sorte que la f.o. prend la forme 


Y(z) = Axz(a—r) (x — a/2). (2) 


En calculant £ dans l’état décrit par la f.o. (2), il est commode 
de procéder au changement de variable x —> zx — x — a/2. Des 
calculs simples aboutissent aux résultats: A° — 840/a7 à partir de 
la normalisation de la f.o. et 


U=0, E=T—=921ñ2/ma=1,06E,. (3) 


Comme il se doit, la grandeur £ fournit une limite supérieure à la 
valeur de l'énergie Æ, = 2%°1°*/ma* du premier état excité. La valeur 
trouvée (3) de la grandeur ÆE d’après le sens du calcul est la valeur 
approchée de l'énergie du premier état excité de la particule ÆE:. 
2.31. Vu que la fonction donnée est une fonction impaire de x 
et, par suite, orthogonale à la f.o. exacte d’état fondamental d’un 
oscillateur qui, elle, est paire, la valeur Æ (œ) dans l’état décrit par 
la f.o. Y (x, «) constitue une restriction supérieure à la valeur E; 
de l'énergie du premier état excité. En minimisant £ («) en «, 
on obtient Æ («) = min E (a). Cette valeur de Æ (æ&,) peut être 
considérée comme la valeur approchée de la grandeur E.. 
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Normons la f.o. (4? — 2) et il vient 


T = (R2/2m) | J'Y’ (z)l2dz = hta?;2m, Ù = 3k/2a?, 


Le 5 — 1 
E(a«)=V3hoz 1,730 (o=Vk/m). 9 


La valeur (1) de Æ (œ9) est à comparer à la valeur exacte £, = 
= 3hw/2 


2.32. Cherchons E (x). Si E<0, comme E, LE <0, on 
peut stipuler que dans le champ considéré il y a des états du s.d. 
(E, étant l'énergie de l’état fondamental). Donc, la condition E (x) < 
< 0 est suffisante pour l’existence dans le champ d'états du s.d. 
(les paramètres du potentiel s'exprimant en fonction de x). En choi- 
sissant la valeur optimale du paramètre x — %x, sur la base de la 
relation E (xs) = 0, on aboutit aux valeurs approchées des para- 


mètres du potentiel pour lesquelles il y a dans le champ des états 
du s.d. 


a) T=h2|A|2/8mx; UÙ— — aa? |A]? exp (— 2xa). 
La condition E(x)<0 prend la forme 
E= maa/h°>expy/4y>e/4Z 0,68 (y = 2xa). (1) 


b) T=3Vnñ2|B|?/16mV x: U——aœa?|B|?exp(— +a°). 


La condition E (x) 0 assurant l'existence d'états du s.d. 
prend la forme 


> 3 = eur 


mm 0,71 (y?= xa?). (2) 


Les valeurs Us du paramètre E dans les seconds membres 
des relations (1) et (2) doivent être interprétées, en fonction des 
calculs entrepris, comme des valeurs approchées des paramètres du 
champ, pour lesquelles apparaissent des états du s.d. et ces valeurs 
sont à comparer à la valeur exacte E, = 0,5. Comme il fallait s'y 
attendre, le calcul variationnel du paramètre E, fournit une valeur 
excessive de la profondeur du puits pour laquelle y apparaissent des 
états du s.d. 


2.33. L'opérateur énergie cinétique T = p/2m en représenta- 
tion d'impulsion est de la forme T — p*/2m. L'opérateur énergie 
potentielle U, qui en représentation en coordonnées devient un opé- 


rateur multiplication Ü = U (x), est en représentation d’impulsion 
un opérateur intégral de noyau U (p, p') égal à 


Ut, p}æ=Ü(p—p) Ü(p=- | U(æ)exp(—ipz/h)dr. (1) 
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Ainsi l'é.Sch. en représentation d’impulsion est de la forme 


2 


| Ü(p—p')V(p')dp =EV(p). (2 


© 


HE (p) = a. 
2.34. Au cas où (zx) = —aô (zx), il vient 
Û (p)= — | U (rx)exp(—ipz/h) dz=—a;2rh, 


et l'é.Sch. en représentation d’impulsion (voir problème précé- 
dent) prend la forme 


(PE | D(p)dp = EX (p). (1) 
En notant _ 
| ® (p) dp = C. (2) 
on obtient la solution de l'équation (1) sous la forme (E = — | E | < 
< 0) 
un ET IE G) 


Les relations (2) et (3) doivent être mutuellement accordées. En 
excluant de ces expressions C, il vient 


œ 


_ 4m P Le à m 
Mr Fm HV Zi ® 


L'équation (4) définit le spectre énergétique de la particule. Elle 
n’a évidemment qu une seule solution £, — —ma*/2h*. A ce niveau 
correspond la f.o. (3) qui, avec le choix de C = V 2xma/h, est 
normée à l'unité. 

2.35. Le noyau de l’opérateur U — kr*/2 en représentation d’im- 
pulsion est de la forme 


’ k C n j ’ 
Up. p)= | stexp| —+(p-p)z|d:= 
kh ‘lo? kh® 0? ' 
hr ETS Lexp[ —+ (p— piz|dr= — 5 7 Ô(P—P), 


et l’é.Sch. en représentation d'impulsion prend la forme 


[-E- ii 7 |) = E® (p), 


«- 
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qui est absolument analogue à l’é.Sch. d'un oscillateur représenté 
en coordonnées. Sa solution est évidemment: 


D _ exp[—p°/2moh] H pe. 
PE in (7er 
E, = liw(n + 1/2), n —=0, 1, 2, ... 


2.36. La solution de l'équation pour GE avec x << x’ est de la 
forme 


Gp(z, z')=A(zx')exp[x(z—zx)]+B(z')exp[—x(z—2)], 
x=V2ml|E|/R>0. 


La condition de décroissance de GE pour (x — x') — — exige 
que B'(r') — 0. De façon analogue, pour r>1r on a GE = 
= C(r')exp [—%x (r — z’)]l. Au point x = x’ la fonction G- est con- 
tinue ; quant à la dérivée dG -/dx, elle subit en ce point un saut égal 
(comparer à la solution du problème 2.10) à 


Ge(x=2 +0. r')—Gr(x = x —0, x’) — —2m/h*. 
Les conditions de raccordement de la fonction de Green GE au point 


x = x’ donnent À (r’) = C(x’) — m/#h° et sa représentation est de 
la forme 


m 
xh° 


GE(x, x')— exp(—x{xz—zx|). (1) 

Notons que GE (x. x’) ne dépend que de | x — x’ | (et non pas de 

x et x’ séparément). Cette propriété de la fonction de Green est liée 

à l’homogénéité de l’espace (unidimensionnel dans le cas du problème) 
pour des particules libres. 

A l’aide de la fonction de Green on peut écrire la solution géné- 
rale de l'équation (E << 0) 
h°  d° 

ns —_ _ 2 

D (2) —EY (2) =f (x) (2) 


sous la forme 
W(z)= Aexp(— xxr)+B exp (xx) + \ G£(z, x')f(z') dx’. (3) 


Si l’on pose dans l’équation (2) f (x) — —U (x) Ÿ (x), elle repré- 
sentera alors l’é.Sch., tandis que sa solution formelle (3) est dans 
ce cas l'é.Sch. en forme intégrale. Vu que dans les applications 
physiques l'intérêt se concentre sur les solutions de l’é.Sch. qui ne 
croissent pas avec x — oo, et comme dans ce cas le terme intégral 
de (3) s'avère décroissant pour x —— + (ce qui s'établit aisément 
en observant le comportement de G £ pour x > oo), il est nécessaire 
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de poser dans (3) À = B = 0, de sorte que l’é.Sch. prend, quand 
elle est intégrale, la forme 


Va= | exp(—xiz—zx|l)U(x)W(z')dz. (4 


L'équation (4) est équivalente à l’é.Sch. compte tenu des con- 
ditions aux limites, la décroissance de la solution pour zx — +co. 
Elle n’admet une solution que pour des valeurs E << 0 appartenant 
au spectre énergétique de la particule. 

La question de la fonction de Green peut être abordée d’un point 
de vue quelque peu différent : elle peut être assimilée à l'opérateur 


linéaire G - dont le noyau représenté en coordonnées est de la forme 
G£ (x, x’). En outre, de l'équation pour GE (r, x’) il s'ensuit 
(Â—E)G:=1, H=p2/2m. (5) 
L'équation (5) se justifie en toute représentation. Sa solution for- 
melle est : 
- 1 
GE = — ; (6) 
H— E 
Le résultat du problème 1.51 pris en compte, on obtient G£ (x, x'}, 


noyau de l’opérateur GC. (6) en représentation de coordonnées 
(E < 0) 


nn n 1 explip(z—zx')/A] L 
Ge, 29e | pren  -dp= 
m , ’ 
= Tr exp(—x|z—z|), 


ce qui s'accorde avec l'expression (1). 
2.37. L'équation (4) du problème précédent pour U (x) = 
— —aôû (x) prend la forme 
V(a)=-re Ÿ (0)exp(—x 1x1). (1) 


kh° 


De (1) découle la condition aœm/xk° — 1 qui définit la valeur de 
l'unique niveau du s.d. ÆE, — —ma*/2h° et l'aspect de la f.o. 
Vo (x) = À exp (—%x | x |). 

2.38. Etudions W, (x), la f.o. d’état fondamental d’une parti- 
cule, E, <O(IE, | < | Eo |). Cette fonction n'a pas de zéros pour 
des valeurs finies de zx et est une fonction réelle, avec, en outre, 
Y,(x) > 0 (cette dernière condition est toujours remplie avec un 
choix adéquat du facteur de phase). La fonction W, (x) satisfait à 
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l'équation intégrale, l'équation (4) du problème 2.36. Posons dans 
cette équation x = x, où x, est le point correspondant au maximum 
de la fonction Ÿ, (x): 


Per | exp(—%0 12021) I (#91 o(a) de. (1) 


Remarquons que la fonction sous |” intégrale dans le second membre 
de (1) est non négative et la substitution à exp (—%0 lzo — x’ l) X 
X Vox’) dans l'intégrale de W, (x,) ne peut qu’augmenter le second 
membre de (1). Il vient donc 


Vo) Sr Yo(ro) | IU (a) az. 


D'où 


En El = [fu ()az |’, (2) 


ce qu'il fallait démontrer. 

Le signe d’égalité dans la formule (2) ne se réalise qu’au cas d’un 
potentiel fonctionnel ô U(x) — —xô (x — a). L'égalité approchée 
(2) n’a lieu que pour des puits de potentiel peu profonds remplissant 
la condition | U, | ma°/hk° € 1, où U, et a sont des grandeurs caracté- 
ristiques du potentiel et du rayon de son action. 

2.39. La fonction de Green G£ (x, x’) (x, x’ > 0) peut ètre obte- 
nue directement de la solution de l’équation pour G de façon ana- 
logue que dans 2.36, et elle est de la forme 


Gex, 2')=—rlexp(—x|z—2'l)—exp(—x]z+2])] (1) 


(la forme (1) de la fonction de Green s'avère évidente même sans 
calculs si l’on tient compte du résultat obtenu dans le problème 2.36). 
2.40. L'’é.Sch. en forme intégrale pour les états du s.d. (avec 


Ü < 0) est de la forme 
À texp(—x 1221) 
0 


Y (x) — TT 


t 


—exp(—x|z+2 |} IU (x) F(z)dz”. (1) 


Entendons par Ÿ (x) dans |? équation (1) la £.o. W, (x) d'état fonda- 
mental d’une particule d'énergie £, = —h°x°/2m < 0 sous l'hypothè- 
se que dans le champ considéré il y a des états du s.d. La fonction 
W, (x) n’a pas de zéros (en négligeant les zéros avec x = 0 et x = oo} 
et, sans restreindre la généralité, on peut admettre que c’est une 
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fonction réelle remplissant la condition Y, (x) > 0. Posons dans (1) 
x = te. où x, est le point où la fonction W, (x) prend un maximum et 
sortons dans (1) de sous le signe d’intégrale la fonction Y, (z’) au 
point x’ = x, (le second membre de (1) ne peut alors que s’accroître, 
car la fonction sous l'intégrale est non négative); simplifions par 
W, (ro) > 0 et il vient 


(ee) 


1< Tr | lexp(— #0 1ro— 71) — exp (— x 1ro +21)) IÜU&)1 dz. (2) 
0 
Comme {x+z'|[—]rz—x'|<27° (rappelons que x, r’>0),ona 


OZexp(—#|z—2|)—exp(—2|r+2|)= 
—exp(—x|z—2"l){—exp(—xiz+z|+xlz—2' | 
<exp(—x{[z—zx'|)[1-- exp(—2xxr')]LIxz’, (3) 


et compte tenu dans la relation (2) de l’inégalité (3), il vient 


ne jrl0 (adr>1. (4) 


FE 
U 


La condition (4) d’après le sens des calculs constitue la condition 
nécessaire de l’existence dans le champ considéré U (x) d'états du s.d. 

Rappelons que la condition suffisante d'existence d'états du 
s.d. peut être obtenue par la méthode variationnelle (voir 2.32). 

L'application de la relation (4) au puits de potentiel indiqué 
dans les conditions du problème fournit la condition nécessaire 
d'existence d'états du s.d. sous la forme U ,ma*/h° > 1; la condition 
exacte : U',yna*/h° > n°/8 = 1,24 (voir, par exemple, 2.20). 

Notons que la condition (4) pour le potentiel LU (x) — —aô (rx — a) 
est une condition suffisante d'existence d'états du s.d. 

2.41. La fonction de Green GE (x, x’) (0 < x. x° < a) satisfait 
à l'équation 

h®  d° 


Om dr Ge—EGp—0(r—x), 


aux conditions aux limites G£k(x = 0, x')=GE(x = a, r') =0 
et, par suite, est de la forme (x — V 2m£E/h°) 
A (zx')sin xx, OLxr< zx, 


Gel, :)= | B(x')sinzx(z—a), x'<<z<a. (1) 


Les conditions de raccordement de la fonction GE (x, x’) (1) 
au point x = x’ sont absolument analogues à celles utilisées avec la 
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résolution du problème 2.36 et permettent donc de trouver À (r') 
et B (x'). ainsi que d'obtenir l'expression finale: 


Gg(x, x’) — 


—2msin{x(r+r — [x —r|);/2]sin[x(r+r + |r"—x| —2a)2] (2) 
où #h° sin xa 


I] s'ensuit de la forme (2) de la fonction de Green G£ qu'elle est 
une fonction analytique de la variable complexe E (x = V °mE/k®) 
comportant des points singuliers suivants: 

a) le point £ — 0 — point singulier isolable; 

b) le point Æ — o — point singulier essentiel ; 

c) les points E, — h°xi/2m, où #x,a — (n + 1)n.n —=0,1,2,.. 
constituant des pôles de la fonction de Green G:. 

Il est évident que la position des pôles £, de la fonction GE dans 
le plan de la variable complexe £Æ coïncide avec les valeurs Æ, des 
niveaux énergétiques d'une particule dans un puits. 

2.42. a) La réponse à la question nous est fournie par le résultat 
obtenu dans le problème 2.38, c’est-à-dire U (x) — —«xô (r — a). 

b) Le nombre maximal d'états du s.d. répondant aux conditions 

de ce problème vaut l'infini. Cela s'ensuit du fait qu'aux conditions 
du problème satisfont les potentiels U (x) prenant pour x + +oo 
Ja forme U (x) 5 —a | x |", 1 << v <2. Dans des champs à tel 
comportement à des grandes distances on observe, comme il est connu 
[3], des états du s.d. d'énergie aussi petite que l’on veut E < 0; 
il se produit un groupement des niveaux énergétiques du s.d. au 
point E = 0. 
2.43. La solution de l'é.Sch. pour une particule libre, quand 
x > 0, satisfaisant à la condition Y (0) — O0 est de la forme Ÿ, (x) — 
— A (k) sin (kr), k = V2mE'R® > 0. Choisissons À (k) de la con- 
dition de normalisation 


°° 


[ WG) VE (x) dr = 5 (k—K). (1) 
0 

Compte tenu des formules bien connues 
2x 


1 | exp (ikx) dr =6ô(k), 


_ | cos (kx) dr —Ô(k), 
0 
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il vient 
À V (x) Vie (x) dr = À (k) A*(K') | {cos [(k— k') r]— 
0 


0 
— cos [(4+k') z]} dr = + A (k) A*(k') 8 (k— K')— 
= 7% 14 (k)128 (&—k"). 


Donc, À (k) = V 2x, tandis que les f.p. de l'hamiltonien normées 
sur la fonction 6 en k sont de la forme W, (x) = V 2x sin (kr), x > 0. 

Les f.p. de l'hamiltonien WE (x) normées sur la fonction 6 en 
énergie 


Poe Ve (r) sin (VE 2). 


La complétude des systèmes de fonctions W, (x), WE (x) (x > 0) 


Î WE (zx) Ÿ, (x) dk = | WE(z')Wp(z) dE =0(z—x) 

0 0 

est évidente en vertu de la symétrie des f.o. W, (x) relativement à la 
permutation des positions des variables k et x et de la propriété (1). 


2.44. La solution de l’é.Sch. pour rx < 0 et x > 0, décroissante 
pour z—> +o, est de la forme 


VE (= { Asin(kz+6), z<0 (k=V2mE;h?), &) 


Cexp(—xz), 1>0 (x=V2m(U,—E)/h?). 


Les conditions de continuité de la f.o. et de sa dérivée au point x = 0 
fournissent 


Asinô—=C, kA cos Ô = —x(, (2) 
c'est-à-dire tg Ô — —hk;x << 0 et, posant pour fixer les idées que 
—n/2 & ô << 0, il s'ensuit de (2) que C = — V'AZ/(F? + x?) À. 


Un calcul direct (assez simple mais rébarbatif laissé au soin du 
lecteur) confirme l’orthogonalité de la f.o. (1) pour les différentes 
valeurs de E£. 

Pour normer la f.o. (1) sur la fonction à en énergie ou en variable 
k, il faut choisir la valeur du coefficient À dans (1) identique à celle 
du problème précédent, c'est-à-dire que À (4) = Y 2/x et À (E) = 
— V dkldE À (k). 
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Les f.o. WLk(x) (1) obtenues pour 0 < E < L’, ne constituent 
pas un système complet, vu que ce dernier, la f.p. de l'hamiltonien, 
inclut aussi les f.o. d'états de la particule d'énergie £ > U,. 

2.45. L'é.Sch. en représentation d’impulsion et sa solution sont 
de la forme 


EE PE(p)—ikF DE (p) = EE (p), (1) 
DE(p)=C(E)exp| — RE |. (2) 


La normalisation de la f.o. (2) sur la fonction & en énergie 


| Dz(p) Di (p) dp=6 (E—E") 


donne C (E) = (2xkF,) /*. En se servant de cette valeur de C (E), 
il est aisé d'établir la complétude du système de fonctions D, (p) (2): 


| DE (P) Dr (p) dE =6(p—p'). 


2.46. La solution de l’é.Sch. décrivant la réflexion (et la péné- 
tration) des particules d'énergie £ > U, sur une paroi de potentiel 
avec x << 0 et x >> 0 est de la forme (les particules bombardent la 
paroi de gauche) 

Y, (2 en evil, z<O0O (k=V2mER > 0), 
x) — a 
d B(k)ein°x, z2>0 (k'=VIm(E 0) >0). 
(1) 


La continuité de la f.o. (1) et de sa dérivée au point r = 0 aboutit 
aux relations 


1+A=—8B, k(i— A) = KB: 


k—k' 2k (2) 
Les coefficients de réflexion R = | À |? et de pénétration D = 
= k’| B |?/k: 
E_VE ET 2 EE =U: 
R(E)=(-VE=VE=Uo | ___4 VE(E—U,) 
Def) » DE= EE. 6) 


(VE+ VE UD" 
De (3) s'ensuit, comme il se doit, la relation R (E) + D (E) = 1. 
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Cas limites: 
R(E) = US/16E? —+ 0 pour E —+ cc, 
D(E)& 4V(E-U,); Us —+0 pour E + Ü,. 
2.47. Pour fixer les idées, posons que les particules incidentes se 
meuvent dans le sens positif de l’axe z. La solution de l’é.Sch. 


décrivant la réflexion de ces particules pour x << 0 et x > 0 est de 
la forme 


eiæ + A(k)erinx, x<0 (k=V2mE/R>0), 
WP, (2) = ik (1) 
B(k)e'**, z>0 


Les conditions de raccordement de la f.o. (1) au point x = 0 (voir 
les relations (2) du problème 2.10) donnent 


1+A4=8B, ik(B—1-+4)—2maB/r; 


LA (2) 
ma è ikh® 
AGE ne 1O) re - 
Les coefficients de réflexion R (E) = | À | et de pénétration 


D (E) = | B |? possèdent, comme il convient, la propriété R + D — 
— 4, en outre 


R(E)= ma?/2Eh? — O0 pour E —+ , 
D (E) = 2Ek?/ma? — 0 pour E — 0. 


Compte tenu que dans les relations (2) À = V2m£Æ/h?, on remar- 
que que les fonctions A(£) et B(E’ sont des fonctions analytiques 
de la variable complexe Æ qui possèdent les points singuliers sui- 
vants : 

a) les points £ — 0 et E — © qui sont les points racines de 
ramification ; 

b) le pôle au point £, défini par la condition i V2mE, — ma/h. 

Comme les fonctions A(£) et B(E) possèdent des points de rami- 
fication, elles constituent des fonctions multifeuillets (dans le pro- 
blème concerné, à deux feuillets). Pour la définition univoque des 
fonctions À (E)et B (E) aux points du plan de la variable complexe E, 
menons dans ce plan une section suivant le demi-axe réel £ > 0 
(fig. 23) et définissons le feuillet physique par la condition suivant 
laquelle pour les points du plan £, adjoints directement au « bord » 
supérieur de la section (les points de type 7 sur la figure), la phase 
du nombre E est nulle (le feuillet physique est l’un des feuillets de la 
surface de Riemann des fonctions multifeuillets). Ainsi pour des 
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valeurs de la variable Æ sur le « bord » supérieur de la section du 
feuillet physique les valeurs des fonctions analytiques A(E) et B(E)} 
coïncident avec les valeurs des amplitudes physiques de la réflexion 
A(E) et de la pénétration B(E) des 
particules pour des valeurs correspon- 
dantes de l'énergie £ > 0. 

Etablissons sur quel feuillet de 
la surface de Riemann (physique ou 
non) se trouve le point Æ, constituant 
le pôle des fonctions A(£E)et B(E). 
Comme la phase des points Æ sur le 
demi-axe négatif E<0 (Im E —0) du 
feuillet physique vaut x, pour ces points 
du feuillet physique VE = i|V EI. Cette circonstance prise en 
compte, on remarque que le point £, se trouve sur le feuillet physique 
pour &<< 0, autrement dit au cas d’un puits de potentiel, et la valeur 
E, coïncide également avec celle du niveau unique du s.d. dans le 
champ U (x) = — | x | ô (x). Au cas d’une barrière de potentiel 
a >>0 les états du s.d. dans le champ disparaissent, et le pôle des 
fonctions A(E) et B(E)s'observe sur le feuillet non physique (phase 
E, égale à 3x). Ce pôle correspond, comme il est dit, au niveau 
virtuel. 

2.48. Admettons que les particules incidentes se meuvent de 
gauche vers la droite. La f.o. décrivant la pénétration et la réflexion 
des particules d'énergie E sur la barrière de potentiel est la solution 
de l’é.Sch. et prend la forme 


eikx LD Ae-inx, z<0 (k=V 2mE/h> 0), 
Fi(r)=s Beisz+Ce-ixx, O<z<a(x=V2m(E—U,)/R2), (1) 
Gei*tx-0), 2> a. 


Les conditions de continuité de la f.o. (1) et de sa dérivée aux 
points x — 0 et x — a aboutissent aux relations 


1+4A=B<+<C, k(—A)=4x(B — C), 9 
Beira+t Ce-ta—G, x(Beirx2—Ce-ixa) — KG. (2) 
La résolution du système d'équations (2) permet de trouver les 
amplitudes de réflexion À et de pénétration G des particules: 
(k3— #3) sin xa 


A = (23H K?) sin xa + 2ikx cos a ? 
G 21kx ” 


… (x3—+ k3) sin xa+ 2ikx cos xa ” 


Les résultats obtenus plus haut se justifient pour toutes relations 
entre E et U,. Il faut, toutefois, considérer que pour E << U, la gran- 
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deur x est purement imaginaire. Les coefficients de réflexion À = 
— | À et de pénétration D = | G |* satisfont à la relation ? + D — 
= {. Aussi limitons-nous à ne donner que la valeur du coefficient 
D'(E): 


4E (E—Uo) , 

Perse nes MU on . Ÿ DIF + 

. | 4&E(E—Uo)+U2sin? V2m(E—Uo) aih® EU ( 
(E) = 4E (U'o—E) 


REZ U ; 
| LE (o—E)+U8 sh? V'2m (Uo—E) aïJh? FSU (5) 


Il s'ensuit des expressions exactes (4) et (5) que pour D(E) 
on a: 


a) D(E)& 1 — &_ sine j/ 2m EUD U)_ 1, ESU, (6) 


f — E (2m (UE) 


me Cor #) S > 1, 

c) D(E)& = Ish V2m (UE) TRE? € 1 ; 
EL, E&Uo 
d) DER GE - (7) 


Dans le dernier cas D (E) a la même valeur que dans le cas de 
potentiel fonctionnel Ô U(r) — aô (x) avec ax — Ua — | U (x) dx 


(voir 2.47). 

2.49. Le problème peut être résolu en se conformant au modèle 
précédent. Mais il est aisé d’entrevoir que pour le coefficient de 
pénétration D (E) on peut se servir directement de la formule (4) 
du problème précédent si l’on y remplace U, par —U,: 


4E (E+U) 


1e 4E (E+U,)+U3 sin? V2mat (E+HU,)/h ? 


(1) 
aù U, >> 0 est la profondeur du puits. 

Dans les cas limites a) et d) (voir les conditions du problème 
précédent) la valeur du coefficient D (E) se détermine d'après les 
formules (6) et (7) du problème précédent (avec substitution à U, de 


0 e 
A la limite Æ —+ 0 de l'expression (1) il s'ensuit 
4E 


20 sm Van ° 


(2) 
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Cependant la formule (2) ne se justifie pas si est remplie la con- 
dition V 2ma?U,/h? = nn, n = 1, 2,..., définissant les paramètres 
du puits pour lesquels il y apparaît de nouveaux niveaux du s.d. à 
mesure que le puits s’approfondit (voir 2.18). Cette condition satis- 
faite, il est aisé de remarquer de (1) que D(E) — 1 pour £ —+ 0 (com- 
parer à (2)). 

2.50. Admettons que les particules incidentes se meuvent de gauche 
vers la droite. La f.o., solution de l’é.Sch. pour des valeurs cherchées 
de l'énergie, est de la forme 


exp (ikz), z<O0 (k=V2mE/R > 0), 
Y, = | Asinkz+Bcoskz, 0<z<a, (1) 
Cexpfik(r—a)], zI> a. 


Dans le domaine x << 0 l'onde réfléchie G exp (—ikzx) n'existe pas 
en conformité avec les conditions du problème. 
Effectuant le raccordement de la f.o. (1) aux points x = 0 et 
x = a (les conditions de raccordement sont fixées par les relations 
(2) du problème 2.10), il vient 
B = 1, kA — ik — 2ma/h°?, À sin ka + B cos ka = C, ©) 
ikC — kA cos ka + kB sin ka = 2maC/h?. E 


Le système d'équations algébriques (2) permettant de déterminer 
les grandeurs À, P?, C est, à proprement parler, surdéfini. Il ne possè- 
de de solution qu'avec la satisfaction de la condition 


te ka = —kh*/am, (3) 
définissant les valeurs des énergies £ — h°k°?/2m pour lesquelles les 


particules ne se réfléchissent pas sur la barrière de potentiel con- 
cernée. 


2.51. Par changement de variable x —> z — —exp (—zx/a)l'é.Sch. 
est amenée à la forme 
h? é k? : U 
er z2W°, — DE 2W: + … VE. (1) 


En passant dans l'équation (1) à la nouvelle fonction w (2). compte 
tenu de la relation Y (z) = w (z) z-itie, où k, = V 2m(E — U,)/E > 
> 0, il vient 

2 (4 — z)w" + (1 — 2) (1 — 2ik,a) w° + (k° — k°) aw = 0. (2) 
L'équation (2) est l'équation des fonctions hypergéométriques 
F (œ, B, y, z) aux paramètres 

a=—i(k+k)a, B—=i(k—k;)a, y —1—2ik,a (3) 


13—-01572 
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La solution des équations (1) et (2) nécessaire à la description du 
processus de réflexion des particules d'incidence gauche doit être 
choisie sous la forme 

w=F(a, B,v, 2), W,(z)=CeitixF(a, B, y, —e-x/), (4) 


car c’est justement cette solution qui aboutit à l’asymptotique 
exigée de la f.0. pour x —> +00 (avec z —+ 0): Y, (x) & C'exp (ikir). 
En se servant de la formule bien connue liant les fonctions hyper- 
géométriques d'arguments z et 1/z [12], on obtient l'asymptotique de 
la f.o. (4) pour z — —co: 
Ÿ, (x) = Cexp (ikix) F (a, B, y, —e*”") & 
nm CTMTB—X) minx , CTVIT (GB) inx = 
F-TBrw—g Try * * 


Le premier terme dans la formule (5) (k — V 2mE/h° > 0) décrit 
les particules réfléchies, tandis que le second, les particules inciden- 
tes. En se servant des asymptotiques trouvées de la f.o. pour x + 
—+ oo, on obtient le coefficient (ou la probabilité) de pénétration 


des particules : 
__ Jrénétr __ K1] T@T(vY—B) | _ 
fincid k | T(YT(a—b6) 
_k |TI—-i(h+h)alTM=i(k+k) a] [2 (6 
4 T'(A—2iha) l (—2ike) + (6) 
Cette expression peut être transformée sous la forme (si l’on 
profite des propriétés bien connues de la fonction l [121) 
___ Sh (2xka) sh (2nka) : 
DE) = nu bal : (1) 


De (7) il s'ensuit 
D(E)= 1 PTE exp [4x 


D(E) = <1 V2" coth (x Me) VE—-Ue 
mVE—U,—0, E — U,. 


| —+ 1, E — co, 


(8) 


2.52. L'é.Sch. après passage à la variable z = th (x/a) et intro- 
duction d’une nouvelle fonction w (z) selon la formule (x — 


= V 2mEIR > 0) 
Y=(—z2) V2 (2) (1) 


prend la forme 


(Â— 22) w"— 22 (1— ika) w' + (Ka? + ika — me 50. (2) 
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Par changement de variable (f — z) — 2u l'équation (2) se trans- 
forme en l'équation pour la fonction hypergéométrique F (œ, f, y, u) 


u({—u)u, + (1 —ika—2(1—ika)u] ut, + 
3 
0 


+ (re Like) 520 (3 


aux paramètres 
a=(1—2ika)/2-+ V1/4—2maU, re, 
B= (1— 2ika)/2—V 1/4 — 2ma?U,/R?, (4) 
Ÿ = 1— ika. 
Dans le problème sur la pénétration des particules se mouvant de 
gauche à droite la solution de l'équation (3) doit être recherchée 
sous forme de w — CF (x. B, y. u). car c'est justement avec un tel 


choix de & que la f.o. (1) acquiert l’asymptotique nécessaire pour 
ZI— + oo: 


YV(r)&C(4) */exp(ikz), z—+ + 00 (5) 
(de plus, z& 1 — 2 exp (—2r/a) —+ 1, u — 0 et 
(A 22) #0 LR [4 exp (— 2z'a)] "> exp (ikz)). 
Ainsi la f.o. W, (x) devient de la forme 


Y, (x) =(C [ch? (x/a)]**7/* F (a, B, Ÿ; en) j (6) 


Ayant en vue que pour x —> —oo l'argument u — (1 — th (x/a))/2 
de la fonction hypergéométrique de (6) vaut u Æ 1 — exp (2zx/a) —+ 1 
et en utilisant la relation 


T'(yT (y—a— 
F(a, B, y, = RDF (a, B, œ+—B+1—Y, 1—2)+ 


riyr _ Lo 
RE (4 — 2) : PF(y—a, V—B, Y+1—a—$, 1— 2), 
on aboutit à l’asymptotique de la f.0o. (6) pour z — — © : 


ikag2 L(Y)T — s 
Pa (a) & CG) ON exp (ik) + 


—iha2 T'(Y)T(v—a—f) 
+ C (4) Tty—a)rty=p) 2XP(—ikz). (7) 


18° 
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En se servant des formules (4), (5), (7), on obtient le coefficient 
de pénétration : 


: r (œ) r (B) Fe 
DE Tor e+s-N 
sh? (na) 


=. (8) 
sh? (rka) + cos° (x — nee ] 


L'expression (8) se justifie pour toute valeur des paramètres du 
potentiel, y compris pour L’, << 0, c'est-à-dire au cas d’un puits de 
potentiel. Pour 8ma*U,/{h* > 1 l'argument du cosinus dans (8) est 


purement imaginaire, et il est commode de remplacer cos (iné) — 
= chnË (E =V 2maU,fh® — 1/4). 

Notons une propriété intéressante du coefficient D (E): au cas 
d’un puits de potentiel U, < 0, si est remplie la condition 


V 1/4 + 2ma° | UV, MR = n + 1/2, n = 1,2, ..., 


le coefficient de pénétration D (£), selon (8), quelle que soit l'énergie 
des particules, vaut 1: D (E) — 1; autrement dit, les particules 
traversent le champ sans réflexion. 

Etudions quelques cas limites de la formule (8). 

a) Un champ faible (ma* | U, |/h° << 1) et des particules lentes 
(ka € 1): 
E 


DER avan (9) 


b) Un champ faible et des particules pas trop lentes (ka > 1): 
D(E) = 1—4r2m'aU"/h4 sh? (nka) & 1. (10) 


c) Une barrière de faible transparence (ma*U,/h° 5 1) et des 
particules rapides (ka > 1): 


D(E)# : 


Van (VO VE) | 
d) Une barrière de faible transparence et | £ — U, | & U,: 
2m TA 
D(E)& {1+exp| - V5 EU) |) | (12) 


e) Une barrière de faible transparence et E — 0: 


D(E)# RE Er xp (— On y 2 Inea. 0. (13) 


(11) 


i+exp| 
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f) Une barrière (ou un puits) de dimension arbitraire et £ —+ oo: 


D(E)#& 1— 4 cos? (x + — <e.) exp| — 27 mer | + À. 
(14) 


2.53. La f.o. décrivant la réflexion sur une barrière de potentiel 
des particules d'énergie £ se mouvant de gauche à droite, dans le 
domaine x << 0, est de la forme 


Pita)=et+ A(E)e ts (x = Es LES 0). (1) 


Pour z>0 l’éSch. par changement de variable y— 


2m 1/3 Ld «= 
=| mes l (sa) est ramenée à la forme 
0 


+ yY = 0. (2) 


Comme on le sait, les solutions de l'équation (2) s'expriment au 
moyen des fonctions cylindriques Z, avec v°—= 1/3: 


V=CVyzn (+). 


Dans le problème considéré la solution de l'équation (2) doit être 
choisie sous la forme 


Y=C(E)Vy A (+), (3) 


où A;,, est la fonction de Hankel, car c'est justement cette solution 
qui est douée de l’asymptotique nécessaire (onde « disparaissante ») 
pour z—> +oo (avec aussi y — +oo): 


PARC + exp[i(+uwr-<)]. 


Compte tenu de ce que la densité du flux de particules dans 
l’état décrit par la f.o. (3) pour x — +oo vaut 


] L d d 3 2RU, \1/3 
jpénêtr = 5— pe VV Ve} LE IC(E)E | se ) 


(4) 


tandis que la densité du flux de particules incidentes de la f.o. (1) 
pour æ—> —oo vaut finaa —=k/m, on obtient le coefficient de 
pénétration 


”_ Jpénétr _ 2mU, 11/3 
PE) L Jincid Ok Fl ne | IC (E)F. (5) 
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La grandeur C (£) est obtenue à partir de la condition de raccor- 
dement des f.o. (1) et (3) au point zx — 0. La continuité de la f.o. 
et de sa dérivée pour x — 0 aboutit à 


1+4=CVu HN (Su), ick(1— 4) 


= CEyoH 2,3 (+ yil 2) y (6) 
où sont introduites les notations 
E= (2maU JR}, yo=y(z=0) =E(E/Uo— 1). 
De (6) il s'ensuit 


À 2 3 : _ 2 1-1 
C=2ika [Hs (+) + VRAI (Se). 
(9) et (7) pris en compte, on obtient l'expression finale de D(E): 
DE "2 À) 


2 2 2 
AIT NEO ET EE) 


Au cas d’une barrière pour laquelle ES 1 et d’une énergie de parti- 
cules satisfaisant aux conditions E << Us, E (4 — E/U,) 5 1, la 
formule (8) peut être transformée en la forme *) 


L hVE(Uo—E) … 4 2ma3 (Uo— EE) , 
D(E) EE exp] 5 «1. (9) 
Pour £E 51 et E œ U,, E | 1 — E/U, | 5 1, l'expression (8) 
donne 
4 VE(E—Us 
D(E) = —, 10 
OR TYE+ VER da 
Pour £ — 0 de l'expression (9) il s'ensuit 
D(E)koVE—0. (11) 
Comme il est aisé de s’apercevoir de (8), ce comportement de 
D(E) pour E — Ua lieu avec une valeur quelconque du paramètre &. 


*) Avec les transformations de l'expression (8) il faut être attentif, car 
>»  9f -13/2 
l'argument des fonctions de Hankel (au = Et 1)| | est alors égal 
(1) 


à 3x/2 (l'argument de la fonction de Hankel dans (3) pour y (x) — + est nul 
par définition) ; quant aux relations de fonctions cylindriques (y compris leurs 
asymptotiques) figurant dans la littérature, elles se ra PAL habituellement 
au cas d’argument inférieur à x en module. Le procédé permettant de pallier 
à cet inconvénient est discuté en détail dans la résolution du problème 9.34. 
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2.54. Etudions une barrière de forme la plus générale, quand le 
champ L' (x) est de l'aspect d’un seuil de potentiel, c'est-à-dire 
U (x) — 0 pour zx — — et U (x) + U, pour x —— +oo (le résultat 
obtenu peut être généralisé au cas d’une énergie potentielle U (x) —- 
—+ —00 pour z — —0oo et (ou) zx —> +oo). Pour fixer les idées, posons 
que les particules incidentes se meuvent dans le sens positif de 
l'axe des zx. 

La f.o. du problème considéré satisfait à l'é.Sch. 


— + U (2) Yi= EVa (1) 


et est douée d’asymptotiques suivantes pour z—+> + 0 : 


ein + A(k)eriÀt, z—>— 0, 


U 2 
BOAT gps, gt oo ” 
où 
k=V2mER>0, k=V2m(E-U,)R>0. 
Ecrivons l'équation conjuguée complexe de l’équation (1) : 
2 
— 7m Vi +U (2) Vi Es. (3) 


En multipliant (1) à gauche par W% et (3) par Ÿ, et en faisant 
la soustraction terme à terme, il vient 


PVR VE (PRE — WW) = 0, 
c'est-à-dire 
WÉ(z) Wi(z)—W, (x) WE (x) = const. (4) 


En calculant les valeurs du premier membre de la relation (4) 
pour zx — +oo à l’aide de l'expression (2), on obtient 


|A @) +18 () P=1, (5) 


c3 qui démontre l’égalité exigée vu que RÀ = | À [°et D — # | B F. 


Soulignons que la relation (5) est la conséquence directe de 
l'égalité (4) qui, à son tour, se déduit de la loi de conservation du 
nombre de particules (équation de la continuité) en mécanique 
quantique: div j + 0 | W [|*/ôt = 0 qui, appliquée aux états station- 
naires (9 | W |*/0t = 0), prend la forme div j — 0. Cette dernière 
à dans le cas unidimensionnel (dj,/dx — 0) est équivalente à 
2.59. Etudions la barrière de potentiel de forme la plus générale 
décrite au début de la résolution du problème précédent. Notons par 
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YW_(z)et W. (x) les f.o. d'états stationnaires décrivant le processus 
de pénétration des particules d'énergie E et bombardant la barrière 
de potentiel étudiée respectivement à partir de la droite et de la 
gauche. Ces f.o. sont pour x — + de la forme 


Y. ( & efz ! A (k)eri#x, Tr — 00, 
| | B(kjeïilix, TZ —+ + oo, 

V_(z)& B(k) erirx, T—>—00, (9 
L e-thz A (k) etikiX*, zoo, 


D EE k jy 0 — U 5) > 0, 
et satisfont à une même é.Sch. 
— PL HU (7) Va = EVa. 


En multipliant l'équation pour VW. à gauche par Y_ et l’équa- 
tion pour W_ par ŸY, et, ensuite, en les soustrayant terme à terme, 
il vient 


Y_(z) Y°, (z)— W, (x) SL (x) = const. (2) 


En calculant le premier membre de (2) pour x — oo au moyen de 
la f.o. (1), on obtient kB = k,B, ou 


k | AREA 
D,(E)=#1BF= BI D.(E), 


ce qui démontre l'égalité des coefficients de pénétration des particules 
d'énergie donnée E à travers la barrière de potentiel indépendamment 
du côté (droit ou gauche) d’où elle est bombardée. 

2.56. La f.o. décrivant la pénétration des particules à travers la 
barrière de potentiel est de la forme pour x —— +oo 


eixz : À (k) e=inx, à (x= me _ 0) , 


B(k)exp(ikix), z—>+00 (x = V/ Ed) > 0). 
La probabilité de pénétration D(E) vaut 
k Q] 
D(E)=# | B(k) [2 (1) 


Y(z) = 


Pour E—U,, il vient k,—0, B(k,)—B(0)Æ0 et de (1) on tire 
D(E)=VE-U,—-0. (2) 
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2.57. Le problème peut être résolu sur le modèle de la résolution 
du problème 2.36 où on a obtenu la fonction de Green GE (x, x’) pour 
E << 0: 


Ge(x, z')= 7 exp (— x Iz—z' |), x=V —2mE/R2>0. (1) 

Jl est toutefois facile de s’apercevoir que l'aspect de la fonction 
GE (x, x’) pour E =0 peut être établi directement à partir de 
l'expression (1) si l’on y passe à E >> 0 et on représente x sous la 
forme 


x=V —2mEihR-=+ik, k=VmER>0, 
c'est-à-dire que 
; i : , 
GE (x, 2')= + exp(+ik|z—zx" |). (2) 


En se servant de la fonction de Green (2), on peut écrire pour 
E >> 0 l'é.Sch. sous la forme d’une équation intégrale (£ = p*/2m): 


W (x) = AeïPx/n L Be-ipxih — | GE (x, z')U(z') Y(x')dz’. 


On constate aisément que si l’on choisit dans la dernière équation 


la fonction de Green G£?, et l’on pose B = 0 et À = 1, la solution 
W, (x) de cette équation intégrale 


Ÿ, (x) = epxlh — | GE (x, z')U (x) Ÿ, (z') dx (3) 


décrit la pénétration à travers la barrière de potentiel des particules 
d’impulsion p, le premier terme dans le second membre de (3) décri- 
vant les particules incidentes, tandis que le terme intégral de l’équa- 
tion (3) pour z —+ +o décrit la réflexion de la particule et la varia- 
tion de la f.o. des particules libres exp (ipx/k) sous l’action du 
potentiel (cette dernière circonstance devient évidente si l’on con- 
sidère l’asymptotique du second terme dans le deuxième membre de 
l'équation (3) pour z—> +oo et on tient compte de ce que À — 
= | p |/). 

Notons que les fonctions de Green d’une particule libre G£? pour 
E >-0 (2)et G£ pour E << 0, trouvée dans 2.36, peuvent être consi- 
dérées comme des valeurs limites différentes d’une unique fonction 
analytique 


Gr) Vire tea] 


de la variable complexe E. 
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Le point E — 0 de cette fonction est un point de ramification. 
En coupant le plan E le long du demi-axe réel du point £ = 0 vers 
la droite (fig. 24), procédons à l’é- 


tude de la fonction de Green GE 
sur le feuillet physique de sa sur- 
face de Riemann (voir à cette occa- 
sion la solution 2.47). On voit aisé- 
ment que sur le « bord » supérieur 
Fig. 24 de Ja section (c'est-à-dire aux 
points £ + i0, E >>-0) la fonction de 


Green G£ coïncide avec G£?, et sur le « bord » inférieur de la section 
avec GE), tandis que sur le demi-axe des valeurs négatives réelles de 


E la fonction G £ Coïncide avec la fonction de Green GE du proble- 
me 2.36. 


Notons également que sur le feuillet physique |Gr1—0 pour 
2.58. L'équation (3) du problème précédent pour la f.o. W, (x), 
qui décrit la pénétration (et la réflexion) des particules d’impulsion p, 
prend la forme suivante pour le potentiel U (x) = aû (x) 
Ph(r)=etpen— TE eixlelÿ, (0) (k=|pl=V2mE). (1) 


PTE 


De l'équation (1) on tire W, (0) (et, partant, la solution de cette 
équation) : 
Y, (0) = (1 + ima/kh*)"1 (2) 


(1) et (2) pris en compte, on obtient les coefficients de pénétra- 
tion et de réflexion: 
ma3/2h? 


E 
D(E)= En, R(E)=E come 


2.59. Compte tenu dans l'équation (3) du problème 2.57 de la 
forme explicite de la fonction de Green G%” (x, x’) et en passant 
dans cette équation à la limite x — oo, on aboutit aisément aux 
expressions suivantes des coefficients de pénétration et de réflexion: 


D(E)=|1—% | e-inU (2) W, (a) d2|", (1) 
R(E)= HT | | eirsU (2) #, ( dz|", (2) 


où W, (x) est la f.o. décrivant la réflexion des particules d’impulsion 
p et normée sur la densité unitaire des particules du flux incident. 
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CHAPITRE 3 
MOMENT D'’IMPULSION 


3.1. L'opérateur cherché doit transformer la f.o. arbitraire de 
coordonnées du système Ÿ (r,, r:, ..., r,) en la même fonction Y 
mais de coordonnées ayant subi une rotation d’angle donné, c'est-à- 
dire 


ri: rv) = À (qe) Ÿ (rs, IN) =VY(r,...,rN), (1) 


où r — Àr est le rayon vecteur du point de l’espace en lequel passe, 
après rotation, le point de rayon vecteur r. L'égalité (1) signifie que 
Ja valeur de la f.o. d'état du système à N particules est indépendante 
des variables du système de coordonnées (initial r” ou ayant subi la 
rotation r) dans lequel est décrite la position des points de l’espace, 
c'est-à-dire que la f.o. Ÿ est un scalaire. 


Pour trouver la forme explicite de l'opérateur À (œ@), introdui- 
sons momentanément le système de coordonnées cylindrique avec 
l'axe polaire passant le long de l’axe de rotation. En ces variables la 
relation (4) devient de la forme 


RY (pis Zis Pas es Ps ZX PN) = 
= Y (p1, Le Pa T Por cs PNs ©Ns On + Po) = 


— EXP (es * À 9/88) T (Pas Z4s Pas +. Pns Zn PN) (2) 


(comparer à 1.12 où on a discuté de l'opérateur translation T.). 


Comme L: = —}i > 4/0, est l'opérateur projection du moment 


a 


d'impulsion du système à V particules sur l’axe :, l’opérateur rota- 
tion cherché est de la forme 


R (Po) — EXP (iP L,)= exp (igoL), (3) 


la seconde des représentations (3) de l'opérateur R est la plus géné- 
rale en ce sens qu’elle ne dépend pas du choix concret du système 
de coordonnées pour la description des positions des points de l’espace 
(toutefois il est important que le moment se détermine relativement 
au point (arbitraire) situé sur l'axe de rotation). 


3.2. Les opérateurs impulsion P et moment L du système sont 
liés par des relations très simples aux opérateurs de transformation de 
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la f.o. dans des déplacements et des rotations du système de coordon- 
nées infiniment petits (voir problèmes 1.12 et 3.1): 


T (6a) = 1 + — 6aP, À (ôp,) = 1 + iôQ,.L. 


Tout transport du système de coordonnées est permutable avec 
tout autre transport. et, partant, commutent aussi les opérateurs 
composantes de l'impulsion. Deux rotations autour de deux axes 
non parallèles ne sont pas permutables l’une avec l’autre, d’où la 
non-commutativité d'opérateurs de différentes projections du mo- 
ment. 

3.3. En vertu de l’équipotence des axes x, y, z, il vient 


2=Li—1Li+Li+Li-3L. (1) 
En raison de l’équiprobabilité de différentes valeurs de la projection 
du moment, il vient 


l 
Li=(21+1)1 D m°—1(1-1)/3. (2) 
m=—= | 


(La valeur de la somme entrant dans l'expression (2) peut être obtenue 
de la façon suivante: 


: B + di 4—e%t1+1): L (141) (2141) 
= | — m = —— —— ne 
2 TT l'a 2 Le [as 1—.% 6 }- 
(1) et (2) pris en compte, on obtient L* = Z (1 + 1). 
3.4. Les commutateurs mentionnés se calculent sans peine si l’on 
utilise les relations 


14, BC]= 14, BjC + B |A, C], 
TA zh] CAYLTE (1) 
[Lis Pal = ieinrPr. _ 
C'est ainsi, par exemple, que le commutateur [L;, r?] vaut 
LL, ntal = (Lis nr + Zallis 2x] =0 (eintati = 0). 


De façon analogue s’obtiennent les autres commutateurs. Donnons 
la réponse. 

a) Tous les commutateurs sont nuls, ce qui est la traduction de la 
propriété commune de l'égalité à zéro du commutateur de l'aspect 


[L, f]=0, (2) 


où j est l’opérateur d’une grandeur scalaire. 
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b) Les commutateurs possèdent la structure suivante 
(Li, fr] = ieinifrs (3) 


où A est l’opérateur de la k-ième projection de l'opérateur vectoriel 
correspondant (ainsi, pour f = (pr)p on a f, == (pr) Ph etc.). 
c) Les commutateurs mentionnés sont de la structure 
[L; ’ fe) = À (Eikpôni + EilnOkp) Îpn- (4) 
où fus sont les opérateurs des composantes du tenseur correspondant 


(ainsi dans le premier problème de ce point li = ZhT 1 etc.). 
La structure universelle établie (2)-(4) pour les commutateurs de 


l'opérateur des composantes du moment L; aux opérateurs scalaires, 
vectoriels et tensoriels est la manifestation de la propriété de l’opé- 


rateur L jouant le rôle de l'opérateur décrivant la transformation de 
la f.o. au cours de rotations du système de coordonnées, ainsi que 
le fait que dans les rotations du système de coordonnées tous les ten- 
seurs de même rang se transforment de la même façon (indépendam- 
ment de la forme concrète du tenseur). 


3.5. Les opérateurs L et L’ sont liés de la façon suivante : 
A A Â A A j A 4 A 
L'=L—-{ap}, Li=L,—-=emnampn. 


La forme du commutateur [L;, p,] — ie;sp1 prise en compte, en se 
servant de la relation bien connue Ee;mnEkinm = Ôikômt — Ôitômhs 
il vient 


Lu Li) = ienli+ _ ôin (a) + a; Ph 
3.6. Des relations de commutativité pour les matrices du moment 
Lily Lili = item, 
compte tenu de la formule Sp (AB) = Sp (BA), il vient que Sp Li = 0. 


3.7. L'opérateur moment L d'un système de deux particules est 
de la forme 


ici nent) 0 


Passons des variables r,, r, aux variables r, R selon les formules 


m1r Mar 
R— 171 + More 


r=r, —"r 
2 1? mime ? 
ma m 
r =R— r, r,=R- 
DE mitme ? - uns 
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Pris en compte que 
Ô m1 à fo) ô Me ô 9 
+ ôr ? 


or: ” mime 0R or ? dre mime 0R 


l'expression (1) peut être représentée sous la forme 


e 5 9 ; 0 
où le premier terme est l'opérateur moment du système à deux parti- 
cules dans le s.c.i., tandis que le second représente l'opérateur 
moment lié au mouvement du centre de masse. 
3.8. En mécanique classique le moment de deux particules par 
rapport au centre de masse vaut M = frpl. où r est le rayon vecteur 


relatif des particules, p l’impulsion relative p = uv,e, = ur (1 étant 
la masse réduite) et l'égalité (rM) — 0 est évidente. 
En mécanique quantique, pour démontrer l’assertion d’un pro- 


blème, il faut se convaincre de l’hermiticité de l'opérateur (rL) et de 
son égalité à zéro. Vu que les composantes de même nom x; et L: 
commutent, on a (rL)+ — (L*rt) — Lr — rL. Ensuite, 


L= —i(r{r2))=-ifirn2)=0. 


3.9. Les fonctions cherchées Y,,,,, (r, 0. q) sont la solution du 
système d'équations sur les f.p. 


T'Y peim = rV,.1m (7, 6, q) de ro rom (r, 6, @); 


PY, 1m = (2 + 1) Wroims Le Vrtm Fe MY im 
et ont manifestement la forme 
Wim (r, 6, p) = C (ro) Ô (r — ro) Y'im (0, ). 


Le coefficient C, se définissant à partir de la condition de nor- 
malisation 


| Prim (7, 6, p) Vroim (r, 6, p) dv = (ro—r;) rt Ômm"s 


vaut C (ro) = 1/ro- 
3.10. a) L'opérateur moment en représentation de coordonnées et 
d’impulsion est de la forme (vu qu'en représentation d’impuision 


r — ik 0/p) 


ie ifre], if bre if] 
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En confrontant ces expressions et en prenant en considération la 


forme connue de la f.p. d'opérateurs É et Ï. en représentation r. on 
conclut qu’en représentation p ces f.p. sont de la forme 


Yim = Yim (6 D), 


où 6, ç sont les angles polaire et azimutal du vecteur p en coordon- 
nées sphériques (en représentation p, aussi bien qu’en représentation 
r, l'opérateur moment agissant dans l’espace des variables angu- 
laires). 

b) En recherchant les f.p. 1? et !, par ce procédé, il faut tenir 
compte de la relation 


À Yan (n) exp (— ikrnng) dQn = (— à) 47 J/ 2e J'ixsre (7) Ÿ'im (No), 


où n, n, sont des vecteurs unitaires, Ÿ'im (n) =}, (0. q) (6, ç étant 
les angles polaire et azimutal de la direction du vecteur n), J;};,» 
la fonction de Bessel. 

3.11. Compte tenu des relations de commutativité des composan- 
tes du moment, on obtient sans peine 


AR = |. (£, + 1). (1) 
En utilisant l'égalité opératorielle (1) à la f.p. VW, il vient 


À, (La Pme) = (m + 1) (am), 


autrement dit les fonctions LV sont également des f.p. de l'opé- 


rateur L, (dans des cas particuliers l’une de ces fonctions (ou les deux 
pour ! — 0) peut s'avérer identiquement nulle). 

3.12. Compte tenu du résultat obtenu dans le problème précédent, 
ainsi que de l’orthogonalité des f.p. de l'opérateur hermitien corres- 
pondant aux différentes v.p., on obtient 


émlls|m)oo(mim+1)=0, {ml|ii]m)—0. (1) 


Comme L=i,+i, alors de la première des relations (1) il 
vient 

lL+il, =0. (2) 

Les valeurs moyennes L, et L, sont des nombres réels, aussi l'égalité 


à zéro du nombre complexe (2) signifie-t-elle que L. = |, — (0, 
La seconde des relations (1) est équivalente à l'égalité 


E-B+i(ii,+il)=0, 
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= 


u (LL ESS Ï, est un nombre réel) 
E=E, Li+ii=0. (3) 


A partir de la relation de commutativité LL. L,] — il, il s'ensuit 
LE —im, ce qui donne, compte tenu de (3), Li, = 
= —i,l,=im/2. … 

3.13. Comme l? +B=i— E—I(+ 1)—m°, compte tenu du 
résultat du problème précédent, il vient 


EG =[L(141)—m?]2. 


3.14. L'opérateur de la projection du moment sur l'axe : est de 
la forme 


l. =cosa.l,+sinacosf-l, sinasinf.i,, (1) 


où «, B sont les angles polaire et azimutal de la direction de l'axe . 
En centrant l'opérateur (1) en état W,,, il vient 


lL=mcosa 


L 1 


(selon le problème 3.12 L, = 1, — (). 
Compte tenu, dans le centrage de l'opérateur l=, du résultat des 
deux problèmes ds on obtient sans peine 


= ii (1 + sa sin? & + m?cos? «, 
(AI) = == D (LG 4-1) —m°] sin? c. 


z z 


3.19. Le ReVSoppenent de la f.o. en série suivant les f.p. 


normées Y,, (p) =— de l'opérateur L, est de la forme (cos o = 


= (6194 e=is)/2) 


n 


Y (œ) = Es (et + e=ip)r — _ D Cheitn-2x)9 — 


— Ver 2 CiY nor (y), (1) 
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où = ei En déterminant |A]? de la condition de 


normalisation de la f.o. W(p) à l'unité: 
27% 27 

| À [= | cos?? o dp = | (ei9 + e-iv)2n do = 
) 0 


2n 27 
| k : 27 an (2n—1)1l! 
= 7m D Chr [ettn-hegp = CR ET 
R=0 0 
2x 


(dans (2) on a utilisé (eine de = 2nô5m),; on obtient de (1) des 


0 
probabilités différentes de zéro des projections du moment: 


el Ce ; nm 2 
Te PES Cu L 


mMm=n n—2,..., —n. 


3.16. Dans le développement de la f.o. normée en f.p. Y' im des 


opérateurs l° et L. ne sont évidemment non nuls que les termes de la 
somme à m —= 2, c'est-à-dire 


in Ç 
Y= Väx ei — > CimY im (0, P) = > CiYr,2 (8, p). (1) 
i,m I=2 


Compte tenu de la forme explicite des fonctions sphériques 
(> 2) 


| 2141) (—2)l , d? mi 
Yrs=i EI ES (—2) = Pi D z= cos 6, 


on obtient l’expression des coefficients C1 dans le développement (1): 


ms + À 
* . 21 1 1—2 æ 
Ci= | YYi2dQ=(—i) EST j A2 Pi de. (2) 


L'intégrale dans l'expression (2) se calcule de façon élémentaire 
si l’on tient compte des relations 


(A—22) P;=22Pi— (141) Pa Pi()=Pr(—1)(— 1) = 1, 


14—01572 
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1 
| P (2) dz= ko; 
=1 
de sorte que la probabilité des différentes valeurs du moment s'avère 
égale à 


v(=1C = EN +0, 122 @) 


3.17. En utilisant la relation bien connue entre les fonctions 
sphériques Y}h—(—1)"""Y, _., et la forme de l'opérateur L, — 
9 : 0 : A 
— Pig [| 7, 
= € (5 +icotg 0 Te ] , il vient 


DD IT im = D (ET me Y tm + Y'imlrY am} (1) 
Compte tenu dans (1) de 
LV 1m (85 P= VU + ME) (Em) Yi mr (0, G) 


et en renotant dans la seconde somme de (1) l’indice de sommation m 
par m'— m — À, on trouve que l'expression (1) vaut zéro. 
La somme figurant dans la condition du problème ne dépend 


manifestement pas de @. Compte tenu de la forme explicite de L, 
et de l'égalité à zéro de l'expression (1), on obtient que cette somme 
ne dépend pas également de 6, c’est-à-dire qu'elle est une grandeur 
constante. La valeur de cette constante s'obtient en posant dans la 
somme 6 — 0. Vu que 


| Yim (8 = 0, q) F = (21 + 1) 6m, 047, 


l'assertion du problème est démontrée. 
Le problème peut également être résolu en se servant du théorème 
d’'addition des fonctions sphériques 


l 
4 x , ’ 
Pi(cosa)= D Yim (8, P) Yin (8; p'), (2) 
m= l 
où cos a = cos 6 cos 0” + sin 6 sin 0” cos (® — y’), en posant dans 
(2) 8 = 0”, ® = p’; dans ce cas cos «a = 1, P; = 1. 
3.18. Vu que pour la valeur du moment L la projection de ce 
dernier sur l’axe z prend un nombre fini (2L + 1) des valeurs L, 


L —1,..., —L, l'opérateur cherché P (M) est de la forme (voir 1.40) 


L a 
£ ” (L;—m) 
P(M)— Il TES % 


m=-L 
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où la prime affectant le symbole du produit signifie l'absence de 
cofacteur avec m = M. 
3.19. Dans la formule décrivant selon 3.1 la transformation de la 
f.o. en représentation de coordonnées : 
W°(r, 8, g) = exp (igoL) Y (r, 8, q), (1) 


écrivons la f.o. sous la forme (compte tenu de la valeur déterminée 
du moment }/) 


y’ 3 Cr) Yim(®r Ph = D Cr) Y'im(8s P); 


où Cm Cn sont les f.o. d'états initial et transformé en représenta- 
tion /.. 

En multipliant (4) à gauche par Y, (8, œ) et en intégrant par 
rapport aux angles, il vient 


l 
Ca (r) = exp (ipoL) Cm (r) = à  1XP (éPoL)]mm" Cm’ (Tr), (2) 
où (Li) mn est la matrice de l’i-ième composante du moment de la 
grandeur /. Les relations (2) déterminent la loi cherchée de transfor- 


mation de la f.o. (pour l'interprétation de la matrice (exp A)mn 
voir 1.12 et 1.52). 


3.20. A partir de la relation de commutativité L.f — ÎL, = 0 
il s’ensuit 
Le (Eau) = M (V5); 


autrement dit la fonction ÎE are comme la fonction W;,, est une f.p. 


L, correspondant à la même v.p. W, et l'égalité (W’ |f | M) = 0 
pour A” - M est évidente. 


En se servant de la propriété de commutativité [L., fl — 
= 0 (L;=£L, +il,), il vient 
(n, L, M+1]Lifln, L, M)==(n, L, M+1] Lin, L, M). (1) 


Comme LiWiw=V(L-M)(LE=M +1) (nm L, M + 
+1|L=lL_ In, L,M+1)*=V(L M) (LM Din, L, MI, 


l'égalité (1) est équivalente à la condition fym = fu+1, nr+1, Ce qui 
démontre l’indépendance des éléments diagonaux f,:, de M. 
3.21. En représentant la f.0o. arbitraire sous la forme 
Fe Cim () Y'im (8, ®) 


14* 
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et compte tenu de la propriété des fonctions sphériques Vi (0, æ) = 

= (—1)! Y;hn (6, p), ainsi que du lien entre la f.o. W (r) en repré- 
sentation de coordonnées (dans le cas concerné il serait plus exact 
de parler de la représentation en variables angulaires, vu que la 
dépendance radiale de la f.0. ne présente pas de fait de rapport direct 
avec la description d’état de la particule au sens du moment) et Cr» 
en D LL, on obtient sans peine la transformation cherchée 
de la f.o. 


Cim (Tr) = ÎC im (r)=(—1) Cratr). 


3.22. En représentant la fonction sphérique Y,0 (8, y) sous la 
forme 


Là 73. ‘ 73 2 73 (k 
Yo= il cos 0=i]/ 5: — 2, k — (0, 0, 1), 


an 
et compte tenu de l’équipotence de toutes les directions dans l’espace, 
il vient 


LE _ iV = (nor) _ iV À { cos 6 cos a + sin 6 sin & cos (p —B})} 


r 


(le vecteur n, est dirigé suivant l’axe 2). 
3.23. En représentant la fonction sphérique Y';,+, sous la forme 


; ARR +ig . 3 tr+iy 
a ie 
} 1, +1—= Fi) À sin 0e = Fi a 


r 


et, compte tenu de l'équipotence des différentes orientations du 
système de coordonnées, on obtient en se servant d'une permutation 
cyclique des variables x, y, z 


Y: ,=2=1= Fi D EE = Fi À (sin 0 sin + icos 0). 


r 


L'aspect de la f.o. Y, ,—0$ ‘obtient directement du résultat du problè- 


me précédent avec le Choix de « = 1/2, B = 0. De façon absolument 
analogue s’établit l'aspect de la f.o. ve (8, œ). 


3.24. a) Notons w (1) et w (—1) les probabilités de projections 


du moment m — +1 sur l'axe z indiqué dans le problème. 
Sur la base des résultats obtenus dans le problème 3.14, il vient 


— =) w(m)m=w(l)—w(—1)=meosa, (1) 


Æ= D w(mm=w(t)+w(—1)=mi+ (1—$È)sinta, (2 
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De (1) et (2) on obtient sans peine 


w(i, m)=w(1) = [2m°+ 2m cos & +(2—3m°) sin’? a], 4, 
w(—1, m=w(—1)=[2m2—2m cos a -(2—3m?)sin? a]'4, 
w(0, m=i—-w(1)—w(—1). 


b) On laisse au soin du lecteur de résoudre le problème par ce 
procédé. 
3.25. Les f.0o. Wi = (8, œæ) (i = 1, 2, 3) sont de la forme 


[FT oi 
Vino Yo=iy 2cos0=iy À 


An r ? 


e 3 T > , A 3 LA 
> nn = L ms 
Yi =0 _ 1” = l 7x Siu 6 cos , 
y — Ï 4 —i)/ $ sinôsin 
ly=0 1 4 an r Æ + 


et leur indépendance et complétude (au sens indiqué dans les con- 
ditions du problème) sont évidentes (au cas de ! = 1 il y a trois f.o. 
indépendantes dans l'espace des variables angulaires 6, de la par- 
ticule). 

On voit sans peine que les différentes f.o. W;…, sont orthogo- 
nales : 


[V0 (0, q) Fi, (8, p) dQ = ins 


et, par suite, les coefficients C; dans le développement en série de la 
f.o. arbitraire (mais normée) W,=,, correspondant au moment de la 


particule ! = 1, suivant ces fonctions VW, — >» CET 140 détermi- 


4 
nent la probabilité w (i) — ! C; |* de ce que la projection du moment 
de la particule sur l’i-ième axe est nulle. 
Notons que le résultat obtenu dans le problème n’a aucun rapport 
au développement en série banal d’une f.o. arbitraire en f.p.{ de 


l'opérateur hermitien (les opérateurs l, ne commutent pas mutuelle- 
ment). 

3.26. En utilisant les formules standard d'éléments matriciels 
d'opérateurs (l;)»m’, on obtient pour la valeur du moment ! = 1 la 
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forme des matrices cherchées constituant des opérateurs en repré- 
sentation !, qui agissent sur la f.o. en cette représentation : 


, 0 1/V2 0 1 0 0 
P=lt |: L-(uv2 0 L va}: :-(s | o 
ce 0 1/2 0 0 0 —1 
2 


( si V 0 
i-(s V2? 0 va) 


O ii V2 0 
0 V2 0 
iii [e 0 vi) 
0 0 0 
0 O0 0 
Lie (ve 0 o P—i—0. 
0 V2 0 


3.27. L’équation de la f.o. cherchée Li 20 — 0 en représenta- 
tion /. est de la forme 


(à 1/2 0 a b'V 2 
Li == [uv2 O 1 va)(e)-(e+0 va) 
0 1/V2 0 € b'V 2 


d'où b—0, a= —c. 

De cette façon, la f.p. normée Yi -0 vaut Ÿi 0 — 
. 1 

e'7 
VF 


— 1 
3.28. Les v.p. de l'opérateur projection du moment sur un axe 
arbitraire au cas où { — 1 sont 0, +1, de sorte que selon 1.27 il vient 


Br, B=l (1) 


(il est possible de vérifier les relations (1) en représentation /, au 
moyen de la multiplication directe des matrices données dans 3.26). 
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Dans l'état aux valeurs données ! — 1 et !. — m on a, selon 
3.12 et 3.13, 


l=1,=0, E—=Ë—(2- m!?)/2. (2) 
Compte tenu de (1) et (2), on obtient 
= 0, n impair, 
(2—m2)/2, n pair (n > 0). 


lx = by = 
3.29. L'opérateur (al) est l'opérateur projection du moment sur 
la direction du vecteur a (multiplié par la grandeur a) et, au cas de 


l = À, ses v.p. sont 0, +a. La forme explicite de l'opérateur Ê 
s'ensuit du résultat du problème 1.52: 


« Se _—. a F En Ps 
= F(0)+ F (a) = a) (al) + GES F (0) (al)2 . 


3.30. Compte tenu de la forme de l'opérateur À (@o) = exp (igol), 
sur la base du résultat obtenu dans le problème précédent. repré- 
sentons-le sous la forme 


R (@o) = 1 + isin ç, (nl) —(1— cos qo) (n,l)° (1) 

(no = Po/Por = 1). 
3.31. Choisissons le vecteur rotation @, du système de coordon- 
nées de manière qu'après rotation l'axe z du système de coordonnées 


initial (la projection du moment sur lequel a une valeur déterminée m) 
par rapport aux axes du système de coordonnées ayant subi la rota- 


tion ait l'orientation de l'axe Z relativement au système initial. 
Dans ce cas la f.o. We (8, œ) — ÀY m8, w) décrira l’état d'une 
m 


particule de moment L et de sa projection m sur l'axe z (dont la direc- 
tion est fixée par les angles &, B), conformément au sens de l'opérateur 


R (go) compris comme l'opérateur rotation du système de coordon- 
nées. 

On voit sans peine qu'il faut pour cela que les composantes du 
vecteur q, soient choisies égales à @, = (œ& sin B, —a cos B, 0). 
Compte tenu de la forme explicite des opérateurs 


’ Re ( ; ô 
s=isinp-g “—+icosqcotg 0, 
L, = — i COS P + isinçcotg0 —— 
ÿ | 90 oç ? 


R (@) = L+isina(l,sinf—£, cos f) — 


— (1 — cos a) (l, sin Bb — L, cos B)° 
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et de la fonction sphérique Y , = à V À cos 6, on obtient après 
des calculs simples 


Fe (8, p) —ài V {cos « cos 6 + sin a sin 8 cos (p—B)}}, 
en conformité avec le résultat du problème 3.22. De façon analogue 
on trouve les fonctions LCR (6, œp). 
3.32. Selon 3.18, il vient 


P(0)=1—Ù, P(1)—(Ë+EL,)/2, P(—1)=(Ë—L)/2 (1) 


En représentation !, ces opérateurs prennent la forme (voir 3.26) 


000 100 000 
(0) = Ê 1 | Bon [o 0 o P(—1)=|0 0 o) 
000 000 001 
en conformité avec le résultat du problème 1.50. 
On établit sans peine les propriétés P? (m) = Ê (m)et > P (m) = 1. 
L'action de l'opérateur P (m) sur une f.o0. arbitraire aboutit, en 
général, à une fonction constituant la f.p. de l'opérateur 1, répon- 
dant à la v.p. m (ou donne P(m) Y =0). Ainsi, par exemple, 


000 as 0 0) 
Foy =(s Lo) fs) de sorte que fi) 
(0 0 (® 


000 
3.33. Les opérateurs projectifs P (m) s’obtiennent directement des 
expressions (1) du problème précédent par substitution dans ces der- 


nières à l’opérateur /, de l’opérateur projection du moment sur l’axe = 
dont la direction n, dans l’espace se détermine par les angles polaire & 
et azimutal f: 


l. = nl = cos al,+ Sin & COS BE, + sin œsin PL. 
En particulier, l’opérateur P (m — 0) en représentation !, est 
de la forme 


Ê (m=—0)= 
(sin? a)/2 —e-iB(sin2a)/2V 2 —e-2i8 (sin? )/2 \ - 
= (- eiB (sin 2c)/2 V2 cos? & e- i8 (sin 2a)/2 y 
— e2ib (sin? a)/2 eiB (sin 2a)/2 V 2 (sin? &)/2 
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En agissant avec cet opérateur sur la fonction arbitraire qu'il est 


1 
commode de choisir, par exemple, sous forme de Y — (c }) ont 


0 
obtient la f.p. LC de l'opérateur È répondant à la v.p. m = 0: 
(sin a)/ V2? 
Ps — — eïiB cos & 


— e2iB (sin &): V 2 
De façon analogue on peut obtenir la forme de la f.0. Wi 9 (6, œ} 
m= 
d'une particule dans l’espace des variables angulaires en agissant 


avec un opérateur projectif P (m = 0) sur une quelconque f.o. ré- 
pondant au moment ! = 1 de la particule (par exemple, Y,, (8, w)). 


3.34. En notant W,,, les f.p. d'opérateurs L?, 1, l, il vient 
sans peine 


ne L(L+E1)— (3 +1)— lo (le +1 
DOS PANNE LE ET CEE TER VAE 


re 1 1)— la | 
AA re As )+ LE )— le (lo + Wine: 


. L(L--1)+ le (2414) (hi 
Lure = EIRE GEO GEI Vote. 


3.35. En notant V = [1,1], on constate sans peine que les opé- 


rateurs des composantes de ce vecteur V, = e;/lnl», sont hermitiens. 
Compte tenu de la commutativité de la relation entre opérateurs des 


composantes du moment [l;, L,] — ie;ly. ainsi que de l'égalité 
EinlEapt — diaÔkp — Ôisôkc, On obtient, après des transformations 


fort simples, la forme de l'opérateur V°: 
V:=— Viÿ; = 13 — (li) E (LL). (1) 


Les v.p. de cet opérateur, compte tenu du résultat du problème: 
précédent, s’avèrent évidentes et l’on ne les écrit pas. 

Mais si l’on part de l'identité [ab]° — a*b* — (ab) se vérifiant 
pour des vecteurs banals (non opératoriels), on pourrait alors déter- 


miner l'opérateur V2 de la façon suivante: 
V2" = 112 — (1,1.)2, (2) 


expression différente de (1). 


218 MOMENT D'’IMPULSION [CH 3 


La différence entre (1) et (2) montre qu'il n'existe en général 
pas de correspondance univoque entre l'opérateur de la mécanique 
quantique et la grandeur de la physique classique. 

3.36. Les commutateurs indiqués se calculent de la mème façon 
que dans 3.4 et leur structure est de la forme identique, c’est-à-dire 


qu'au cas a) les commutateurs sont nuls et au cas b) [Lifn]l = if ts 
etc. 

3.37. Les valeurs possibles du moment ZL d'un système total 
satisfont aux conditions 


max{ll—2|, |m+mI}<L<+L. 


Compte tenu de la commutativité des opérateurs Let Lx, ainsi 


que de l'égalité à zéro des valeurs moyennes L, = L, — 0 aux états 
à valeur déterminée de L. (voir, a 3. 12), on obtient sans peine 
les moyennes cherchées (L? — = + Ë + 21 À) : 
L,=Ly=0, SES Mas (1) 
L—1(+1)+L(L+1)+2mm. (2) 


3.38. Les valeurs possibles du moment total L sont !, + [, et 
Z, + !, — 1. Notons au moyen de w (L) la probabilité de la valeur Z 
des moments réunis. Compte tenu de la relation w (l, + L.) + 
+ w (ll, + 1, — 1) = 1 et du résultat du problème précédent, repré- 


sentons L? sous la forme 
fr L(L+ tw(l)=(h+l) (++ tu (+) + 


++b-1(+l){-w(+Lz)]= 
=l(i+1)+L(+1)+24(L—1). (1 
De (1) il s'ensuit ” 
w(h+l)= EE. v(hitk1) =. @) 


3.39. Supposons que la fonction W; 1 (m,, m.) répond à une valeur 
déterminée L du moment réuni et de sa projection Af sur l'axe z 
{elle n’est évidemment différente de zéro que pour m, + m, = M). 


Etudions la fonction Ÿ (m,, m2) =VWinu (M:, m). En raison de 
la symétrie des opérateurs L? et L, (L — L + 1.) relativement à la 
permutation mutuelle de Ï, et Ï, et de la forme universelle des opé- 
rateurs l, des composantes du moment en représentation !, (pour 
une valeur déterminée de L), il devient évident que la fonction Ÿÿ 
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est aussi une f.p. des opérateurs L* et L, correspondant aux mêmes 
v.p. L, M. Ilest toutefois connu qu'avec l’addition de deux moments 
l, et L, en un moment résultant L l’état à valeurs déterminées Z et A7 
ne peut être obtenu que d’une manière unique (au cas où ces L et M 


sont, en général, possibles). Cela signifie que W(m,. m.) — 
= CY,; y (m,, m.) et en permutant une fois de plus m, et m., il vient 
? — 1, c'est-à-dire C = +1. 

Pour établir la nature de la symétrie de la f.o. aux différentes 
valeurs de ZL on peut procéder de la façon suivante. Etudions| la f.o. 
correspondant à L=21 et M—21, Winor mem9r (My, Me) = 
= mn, 10m. Cette fonction est manifestement symétrique relative- 
ment à la permutation des variables m, et m.. Il est de même évident 
que la nature de la symétrie de la f.o. dépend de la valeur de Z et ne 
dépend pas de A7 (car dans la rotation les systèmes de coordonnées des 
f.o. aux valeurs différentes de A7 et de L identique se transforment 
l’un au moyen de l’autre ; de façon plus formelle cette assertion peut 


être démontrée à l'aide de l'opérateur Z-: 


[An 
Vrn-z-n = CL Vi, m=Ls 
en tenant compte de sa symétrie relativement à la permutation des 


moments additionnés: L_ = Li, + lox — ili, — iley). Donc, la f.o. 
d'état à moment 2l et M = 21 — 1 est également symétrique, et, par 
suite, est de la forme 

Von ot-s (Mis Mo) = 


= EP Om) Vs (me) + Wan Om) Wir (m.)} = 
| 22 17 


TE le: 
= 75 (om (Ôme, 1-1 + Om, 1-10m, 1} (1) 


Ensuite, la forme la plus générale de la fonction Wii, 25-41 (m1, 
m.) est la suivante 


Vois ot (Mis Me) = Am, (0me, 1-1 + PÔm, 1-10me, 1 (2) 


et, compte tenu de son orthogonalité à la f.o. (1), on obtient &« — —$, 
c'est-à-dire que la fonction correspondant au moment L = 21 — 1 
est antisymétrique. 

En écrivant, ensuite. de façon analogue à (1) et (2) les fonctions 
répondant à M — 21 —2et L = 21, 21 — 1, 21 — 2 tout en tenant 
compte de la nature de symétrie établie plus haut des fonctions à 
L = 21, 21 — 1, on obtient sans peine que la f.o. d'état à L — 
— 2] — 2 est symétrique relativement à la permutation des variables 
mi et ms. 
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En continuant cette étude, on peut aboutir à la conclusion que les 
f.o. d'états à valeur donnée de Z sont douées de la symétrie sui- 
vante: 


L = 


21, 21 — 2,21 — 4,... sont des f.o. symétriques, 
L—=21—1,21—3,... sont des f.o. antisymétriques. 


Remarquons qu'en résolvant le problème on ne s’est pas servi 
de la valeur concrète du moment /. La nature de la symétrie établie 
pour la f.o. a lieu aussi bien pour des valeurs entières de ! que demi- 
entières qui apparaissent dans l’étude du spin des particules (voir 
chap. 5). 

3.40. En écrivant la f.o. normée d'état étudié en représenta- 
tion Lislos Ÿ = Ôms, 1Ôme, 1-1 sous la forme 


y =+ {(Ôm, 10m, 1-17 Ômi. l- 10me, 1) + (Ôm, 10m», 1-1 — 
— Ôm, 1-10ma, 1)} 


et, compte tenu de la nature de.symétrie de la f.o. pour Z différents 
relativement à la permutation des variables m, et m, établie au 
problème précédent, on obtient que la probabilité de deux valeurs 
du moment L — 21, 21 — 1, possibles dans les conditions du problème 
considéré, est identique et vaut w (21) — w (21 — 1) = 1/2. 

3.41. Les f.o. normées d'états indiqués dans les conditions en 
représentation /,,l., sont, selon 3.39, de la forme 


Viru, mari (Mis Ms) = Va (Om. 10m. 1-1 + Om, 1-10ms, 1}r (1) 


Wrorion 1-1 (Mu, Ma) = —= {Orm, 1Ô0ma, 1-1 — Om, 1-10ma, 1}- (2) 


73 


De (1) et (2) il s'ensuit directement que dans les états considérés 
les projections sur l’axe z des moments additionnés ne peuvent prendre 
que les valeurs Z et ! — 1, et les probabilités de ces valeurs sont 
identiques et valent 1/2. ns 

3.42. La f.o. de l’état considéré F = ô,,, o0m,.o (en représenta- 
tion /,./..) est symétrique relativement à la permutation des variables 
m. et m, et selon 3.39 en cet état le moment additionné ne peut prendre 
que deux valeurs L — 0; 2. Les probabilités de ces valeurs de L 
se calculent de manière absolument analogue qu’au cas de la résolu- 
tion du problème 3.38 et valent w (L — 2) = 2/3, w (L = 0) = 1/3. 

Pour une valeur arbitraire de Let L,. — L,, — l — 1, les proba- 
bilités des valeurs possibles de L = 21, 21 — 2 du moment réuni sont 


21—1 


w(L=2)=21/(4—-1), w(L=l—-2)= 7. 


SOLUTIONS 221 


3.43. Ecrivons la f.0. normée d'état considéré sous la forme 
(en représentation /,,l2.) 


| 1 
y — Om. (Ôms, 1 — V2 7 (ôm, 10m, 1 + Ômi. _ 1Ôme, 1) n'a 


1 
LT (Ôm1, 10m, -1 — Ômy, -10mz, D}. (D) 


Les valeurs possibles du moment réuni sont L = Ô, 1, 2. Compte 
tenu de la nature de symétrie dela f.o. d'état à valeur déterminée de L 
relativement à la permutation des variables m, et m,, établie dans 
3.39, on remarque que le second terme entre accolades de (1) consti- 
tue une f.o. normée d'état à L = 1, tandis que le premier décrit une 
superposition d’états à L = 2 et L = 0. Il est évident que la pro- 
babilité d'état à L — 1 vaut w (L = 1) = 1/2 et w (L = 0) — 


= 1/2 — w (L = 2). En écrivant L? sous la forme 


Le= L(L+1)w(L)=6w(L=2)+1, 


et pris en compte que selon 3.37 cette moyenne vaut L2 — 2, il vient 
w(L=2)= 1/6, w(L=1)=1/2, w(L = 0) = 1/3. 


La généralisation au cas de L arbitraires, mentionné dans les con- 
ditions du problème, donne 


21—1 
w(L=l)=-—-, 


w(L=21— 2) — 


w(L=2—1)=+, 


l 
&l—1 

3.44. L'assertion du problème s'ensuit directement de deux cir- 
constances évidentes : 

a) en vertu d'une symétrie déterminée de la f.o. W,,, (m1, ma) 
relativement à la permutation des variables m, et m., les probabilités 
d’une valeur identique m des deux moments sont les mêmes, c'est-à- 
dire 


w, (m) = w, (m) =w (m) (1) 


(w,.. sont les fonctions de distribution en projections du 1° et du 
2° moment); 

b) en l'état décrit par la f.o. W,;,;, (m1, m2) les projections m; 
et m. sont liées de façon univoque l’une à l’autre, vu que m, + m2: = 
= M, et, par suite, la probabilité de m, pour le premier moment est 
égale à celle de m, — M — m, pour le second, c’est-à-dire 


Wi (m1) = We (M — mi). (2) 
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De (1) et (2) découle l’assertion du problème: 
Wi,e (M) = W,2 (M — m). 
3.45. Compte tenu de la symétrie de la f.o. W = 6, 50m. 0 de 
l'état considéré relativement à la permutation des variables m, et 
Mm>+, on obtient que les valeurs possibles du moment réuni Z sont 


L = 0, 2, 4. Les probabilités w (L) de ces valeurs de Z satisfont à 
la condition 


w(L=0)+w(L = 2)+w(L = 4) = 1, (4) 


tandis que L2, selon 3.37, vaut 


A 


L? = 20w (L = 4) + 6w (L = 2) — 12. (2) 
Des conditions (1) et (2) il n’est pas difficile d'obtenir les res- 
trictions suivantes aux probabilités (w (L) > 0): 
3/7 L<w(L=4)<L3,/5,, 0<Lw(L = 2) << 4/7, 
0 w(L = 0) < 2/5. 


Les valeurs exactes de ces probabilités peuvent être obtenues en 
se servant des coefficients de Clebsch-Gordan et valent 


w (L = 0) = 1/5, w(L = 2) = 2/7 et w (L = 4) — 18/35. 
3.46. La f.o. d'état à L — O0 se présente sous la forme 
l 
Yo 2) CUVE, (1) 
m=— | 


où Y{°% sont des f.o. normées à l'unité d'états de systèmes 
à moment / et à projection m de ce dernier sur l'axe z. L'action 


de l'opérateur Lil, =L;ÈlL. sur la fonction (1) doit 
évidemment donner 


La V 10 = (lit + Los) Yimo = 0. (2) 
Compte tenu de la relation 
Ln=VG—m)(+m+T) Ye 
il s'ensuit de l'égalité (2) après des transformations simples 


La Ÿ 120 = 2 V(—m)(+m+1) (Cm +Cmt) Yi Ÿ'Em = 0, 


c'est-à-dire Cm+1 = —Cm, de sorte que | Ch | = const = 1/V 2 +1 
(de la condition de normalisation de la f.o. W,., à l'unité). 
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De cette façon, dans l’état à moment réuni L = 0 les probabilités 
de différentes valeurs des projections des moments additionnés sur 
l'axe z sont les mêmes et valent w — (21 + 1)-!. En raison de la 
symétrie sphérique de l’état à L = 0 et de l’équivalence de diffé- 
rentes directions dans l’espace, la probabilité de toute valeur de la 
projection de chaque moment additionné (l, 2 — 1, .... —[) sur 
un axe arbitraire est aussi égale à (27 + 1)-1. 

3.47. Cherchons l’aspect des fonctions normées W,,, en repré- 
sentation /..l,.. Il est clair que 


1 1 0 0 
“(fe (0 
0/4 \0 /2 1/a3\1/2 


C 
(ici et plus bas les colonnes V4, — F ] constituent la f.o. 
( 


C1 /1(2) 
de Ja particule 1 (2) (ou du sous-système) à moment ! — 1 en sa 
représentation /,). 

L'aspect de la f.o. W,,, répondant aux états à L = 1, 2 et 
M = +1, ainsi qu'à L = 1, M — Üse déduit directement de la natu- 
re de symétrie de la f.o. relativement à la permutation des variables 
m, et m, établie dans 3.39: 


me (0) (s)# (0) e 
as IDR OIONSS, 
mer ((e)()- (JC) 


Le signe « + » dans les expressions (2) et (3) correspond à L = 2, le 
signe « — » à L =1. 

L'aspect de la f.o. VW, , s'ensuit du résultat du problème précé- 
dent : 


“(ECC » 
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La f.o. Ÿ,. ,, compte tenu de sa symétrie relativement à la per- 
mutation des variables m, et m,, peut être écrite sous la forme 


«af e(A) 


De l'orthogonalité des fonctions d'ondes Ÿ., , et W, , on trouve 
que C: = 2C; et, une fois choisi dans (6) C;, = 1/V 6, C. = 2/V 6. 
on obtient la f.o. normée W, ,. 

Les probabilités des différentes projections des moments addi- 
tionnés sur l'axe z en états W,,, s’obtiennent sans peine de la forme 
des f.o. W,w établie dans (1)-(6). 

Pour établir la dépendance angulaire des f.0. W; hr (0,, 1, 82, D) 
d'un système à deux particules douées des moments L, = l, = 1, 
utilisons la relation 


Wim (Or Pair Our Pe) = 
= à LI77 (rm, mi) Y'im(015 P4); Tim, (6., P2)» (7) 


Mis me 


liant la représentation en variables angulaires à la représentation 
ll... Compte tenu de la forme (5) de la f.o. d'état à Z — Oen repré- 
sentation L,.l,,, ainsi que de la forme concrète des fonctions sphéri- 
ques im (8, p) (ces fonctions sont données dans les solutions des pro- 
blèmes 3.22 et 3.23), on obtient selon (7) après des transformations 
simples la dépendance angulaire de la f.o. d'état à L = 0: 


= 
Vr=0 — +2 {cos 0, cos 8, + sin 6, sin 6, cos (fs —œp2)} — Æ (n, n,) 
(8) 
(n = r/r). 


3.48. Il y a en tout 3-3-(21 + 1) — 9 (21 + 1) états différents du 
système. Ces états sont classés de la façon suivante d'après les valeurs 
possibles Z du moment réuni du système: 


(21+5) états répondent à L—1+2, 


2(21413) » » L=—1-1, 
3(21+1) » » L = |, (1) 
2(21—1) » » L—1—1, 
(21—3) » » L—1— 72. 


Pour résoudre le problème, il est commode d’additionner d’abord 
les moments de deux sous-systèmes à ! — 4 en un moment résultant 
L,. prenant les valeurs L,, = 0, 1, 2 et, ensuite, d’additionner les 
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moments L,, et L, — L en un moment réuni Z de tout le système. Il 
faut dans ce cas prendre en considération que la valeur donnée Z 
peut être obtenue, généralement parlant, par plusieurs procédés. 
C'est ainsi que la valeur L = ! + 1 peut s’obtenir par addition au 
moment À du troisième sous-système du moment L,, = 1 ainsi que 
du moment Li: = 2. 


En obtenant (1), on avait posé que / > 2. L'étude du cas de ! = 1 
est laissée au soin du lecteur. 


3.49. Compte tenu de ce que les v.p. de l'opérateur 21.1 + (l — 
+ 1) + 1 (L + 1) sont égales à L(ZL + 1), où L'est la valeur du moment 


réuni. on obtient l'opérateur projectif P (L) (comparer au problème 
1.40) : 


S er TT Zlale th (a+ 1) + 2 (et 1)—L' (L'+1) 
POESIE rares + 
où le produit se prend pour toutes les valeurs de L’ satisfaisant à la 
condition [4 —l, | LL’ +, à l'exception de L’ = L, ce 
fait étant indiqué par la prime marquant le symbole produit. 
3.50. On peut évidemment représenter l'opérateur projectif 
Ê (L, M) sous la forme P (L, M) = P (M) À (L), où P (L) est l'opé- 
rateur projectif sur les états à valeur L donnée du moment réuni 


trouvé dans 3.49, tandis que À (M) est l'opérateur projectif sur les 


A 


états à projection donnée du moment réuni ZL, = 1,. + !., sur 


l'axe :. Comme on constate sans peine, P (Af) a pour expression 


: OR 
P(M=I] Len 


où le produit est effectué pour toutes les valeurs de m satisfaisant aux 
conditions —L < m < L, excepté m — M. 
3.51. Au cas de Z, = L, — 1 l'opérateur projectif À (L = 0) d'a- 
près la formule (1) du problème 3.49 est de la forme 
À (I — (NW — (ile)? —1 
P(L=0)— mn 


En agissant avec cet opérateur sur une fonction d'onde arbitraire 
Y d'état de deux systèmes de moments !, = !, = 1, on obtient une 
f.p. (non normée) de l'opérateur du moment réuni correspondant 


» 


à L = 0, c'est-à-dire 


Wr-o=CP(L=0)Y 
(C étant le coefficient normé). 
15—01572 
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En représentant l'opérateur li, sous la forme 
LL — lisloz + (Litlo_ - Lilo) /2, 


où L. sont des opérateurs vers le haut et vers le bas, et en choisissant 
par commodité la f.o. W sous la forme (en représentation /,.l,.) 


on obtient après des transformations simples 


0 0: 
n-chu-ov-cpe - 01) £ — 
0 /1\0 /» 


1 0: 0 0 0 1 
0 i | 2 0 1 0 2 1 1 ) 2 
En choisissant dans la dernière expression C = V3, on obtient 


la f.o. normée d’état à L = 0 en accord avec Île résultat obtenu dans 
le problème 3.47. 


3.52. De la relation de commutativité Li: — ÎL: — 0 il s’en- 


suit que les éléments matriciels non diagonaux de l'opérateur f; 
sont nuls 


L, M',n]L.f.-f.LlL, M,n)= 
=(M'—M)(L. M',n|f.lL, Min)=0 


(de même que les éléments matriciels de l'opérateur L.). 
Des relations de commutativité 


[L,, fal=+f à fa=f:+ify) 
il s'ensuit directement 
(M'—M)(nLM'|falnLM)=+(nLM'|falnLM} (1) 


De (1) il s’ensuit que l'opérateur f; ne possède des éléments 
matriciels différents de zéro (f+)nm que pour M = M + 1, 
tandis que (f-)wy’x ne sont non nuls que pour M7 = M — 1 (pro- 
priétés analogues à celles de (L+) xs). 
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En prenant l'élément matriciel de la forme (n,L,M+2]|...1]n, 


L, M) dans les deux membres de l'égalité opératorielle [L,,f4] = 0 
(constituant un corollaire direct des relations de commutativité 


d'opérateurs L; et f,) et compte tenu des relations 


Liln, L, M=VL=-M(L+MET In, L, M+1, 


2 
in, L, M|L. V(E=M= (LM) (n, L, M—1|, ” 
on obtient sans peine 
(fsbarse, Mu V(L—M—1)(L+- M +2) __ (Libye, Mu | (3) 
(sas, x V(CL — M)(L + M+1) (Li)uu, M 
De (3) il vient 
(f+)arts = an, L)(L4)x+s ar (4) 


et, compte tenu de ce qui a été dit plus haut des éléments matriciels 


d'opérateurs f, et L:. on conclut que (4) est équivalent à l’égalité 
« conventionnelle » (au sens indiqué dans les conditions du pro- 
blème) 


Î, = a(n, L)L,. (5) 
De façon absolument analogue on déduit de la condition [L., f_|= 
= 0 que 
Î. = b(n, L) L. (6) 
En prenant l'élément matriciel diagonal des deux membres de 
l'égalité opératorielle [L., fa] = D}: on obtient sans peine que 
(/.)uar = an, L)M, autrement dit que 
f,=a(n, L) L.. (7) 


De façon analogue, de la relation [L4, A = 2f. il s’ensuit que 
(f-)uu = bn, L)M, ce qui justifie l'égalité a (n, L) = bn, L), 
de sorte que les expressions (5)-(7) peuvent être écrites sous la forme 

f = a(n, L)L. (8) 

Pour trouver la grandeur a (nr, L), prenons l'élément matriciel 

diagonal de l'opérateur (fL) (vu que l'opérateur (fL) est un opéra- 


teur d’une grandeur scalaire qui commute avec Li et ses éléments 
diagonaux ne dépendent pas de M, voir 3.20). 


15* 
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Un calcul direct donne 
{nLM | (fL)|rLM)=a(n, L)(nLM|L?|nLM)=a(n, L)L(L-—1), 
d'où 


(nLM | (fL)|rLM) 9 
L(L+1) c (°) 


3.53. Selon le problème précédent il vient 


ALM'|(ÜL]IrLM)=a(n, L) (Lara 


a(n, L) — 


a(n, L)=(nLM (NL) L)|rLM)/L(L- 1). 


Vu que L = Ï, + 1, alors, compte tenu des relations de com- 
mutativité [Ë,. [1 = ieynnls des opérateurs de composantes de cha- 
cun des moments 1, Ï, et de la commutativité mutuelle de L et de 
Li. on aboutit sans peine à ce que a = 0, c’est-à-dire que tous les 
éléments matriciels de l'opérateur [l,i,] d’états correspondant à une 
même valeur Z du moment réuni du système sont nuls. 


3.54. Sur la base des résultats obtenus dans les problèmes 3.52 
et 3.34, il vient 
T î it L(L+1)+ (ha +1)- la (la +1) 
1, = (nLM | 1, | nLM) — a.L, da = TT 2 
Une expression analogue (avec substitution de l'indice 2 à 1 et 


réciproquement) s'obtient pour L: 
Etant donné que dans l’état à ‘valeur déterminée M les valeurs 


moyennes L., L, sont nulles, il vient 


nee nn (1) 
— _ (gi + ge) L(L+1)+ (gi — ge) [li EN — le Ca EN) pe 
É— 2L(L+1 dE 


3.55. Dans ce problème on entend par L sa valeur concrète 
L=—1l,+ 1. Il est immédiat que la forme de la f.o. Wr m1 est: 


Wir = VV. (1) 
‘ La propriété de l'opérateur A prise en compte : 
LYin=V(L=MEDL+EM) Vin (2) 


L+M)! 1/2, .L- 
Vu irenr]) GTA S 


il vient 
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Comme L_= l,_ + Le et les opérateurs L_ et i, - commutent 
l’un avec l’autre, alors, compte tenu de la forme explicite de la 
f.o. (1) et de la propriété (2), on déduit sans peine de (3) 


Viu= G (L, M) 2 Ci-nm (L,_)" 10 M PEU = 
=G(L, M)D CE-uG1(l, L—m)GI(L, M+m—1,) x 


1 2 LM (1 (2 
X y) n-mŸ 2 la- L+M+m= > Crete re (M = M, + Mo), 
m1 
(4) 
où ont été introduites les notations 


: (L+M)1 1/2 m L! 
G(£; M =| (L—M)I(2L)] , CL= mi(L=m)l": (5) 


De (4) on déduit la valeur des coefficients de Clebsch-Gordan 
Crimuiame = G(L, M)G(l, m)G1(L, m)Cr x (M=m+m)). 
(9) pris en compte, on aboutit finalement à l'expression : 


LM _. (211) 1 (2e) (L+M)I(L— M)! 11/2 _ 
Ciimitams = [en (+ mi)! (la—m)l(le+ me)! (le — me) ] > L=h+t. 


3.56. Les coefficients de Clebsch-Gordan ont déjà été pour ce cas 
obtenus dans 3.46. Ayant choisi le coefficient C, dans la solution 
du problème indiqué avec m = L égal à C, = (21 + 1)-1/?, il vient 


00 
Ci, m,l, -m = CC —. 


3.97. Etudions la f.o. de la forme 


V —s# es i 
Vi En onTiln + +2 Tn = Ein eee nl 
Compte tenu du fait que l'opérateur carré du moment d'une 


particule Î? est proportionnel à la partie angulaire de l’opérateur de 
Laplace en variables sphériques, et, précisément, 


= —r2A6,9= 72 (A, — A), A,— 2 2 


— rè ôr or ? () 
il vient 
r2A,Ÿ, = TTEip.nlln ce. nnA,r! = 1(1+1) ÿ,, 


(2) 


AŸ, = (0/0%X;n) (0/0Zm») Ejhp..ntTiTilp... ln — 


= Ejhp...n (OimÔônmT p ve. Tn+ .e .) = Emmp...nTp CCE Th + CEE — (. 
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Il s'ensuit immédiatement de (1) et (2) 
129, — 1 (141) Ÿ.. 


Il est évident que la f.o. VW, indiquée dans les conditions du pro- 


blème est aussi une f.p. de l'opérateur l°. 
3.58. Cherchons d’abord le nombre decomposantes indépendantes 


g (1) du tenseur £&;,.., de rang l symétrique par rapport à tout couple 
d'indices. Notons: ni le nombre d'indices d’une certaine composante 
de ce tenseur égaux à 1, n,, d'indices égaux à 2, et n3 = (l — nr, — 

— mr), d'indices égaux à 3. En raison de la symétrie du tenseur, ses 
composantes aux nombres ñ, et r, identiques sont égales et diffè- 
rent l’une de l’autre si n,et M diffèrent. Si la valeur de n, est fixée, 
le nombre n, peut être égal à 0, 1, , (l — n;), autrement dit que 
le nombre de composantes distinctes du tenseur pour n; donné vaut 


(1 — nr; + 1). Le nombre total de composantes distinctes g (l) vaut 


l ! 
£ 1)(14+2 
O= D G-m+t=t+t— Dr OH, 


n1=0 n1=0 


Pour obtenir le nombre de composantes indépendantes g (!) d’un 
tenseur symétrique Ex..." avec une trace nulle &;;p.n = 0, remar- 
quons que la dernière condition est un ensemble de relations linéai- 


res entre les composantes du tenseur &;x.n- Le nombre de ces 
relations complémentaires vaut évidemment g ([ — 2). Donc, 


g()=8g()—g(—2)=21+1, 


ce qu'il fallait démontrer. 
3.59. En utilisant l'écriture | Wr, | —={(en)| = e*esnin, et 
compte tenu de la valeur de l’intégrale 


À ninr dQ = 4nô,/3, 


on obtient à partir de la condition de normalisation de la f.o. | £ | — 
= _ (il faut se souvenir que le vecteur & est, généralement parlant, 


complexe). 

3.60. Compte tenu de la forme explicite des fonctions sphériques 
Y'im (elles sont données, par exemple, lors de la résolution des pro- 
blèmes 3.22 et 3.23), on obtient les valeurs des composantes du 
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vecteur & (m) pour lesquelles la f.o. W:=, — (£ (m)n) coïncide avec la 
fonction sphérique correspondante : 


g (m —0) — 0 O, à), e(m=£ 1/5 (à 1, 0). 


Au cas de Z—2 les composantes &;,(m) valent 


A i 0 
15 . 
en(m=2)=—y À i —1 0 , 
0 00 
___/001 
en(m=1)=}/ OO il}, 
4 i O0 
___/AO O0: 
en (m=0= y” Te de o: 
0 O —2 


Eih (m id. 1) = — [Es (m _ 1)}*, 
en (m= —2)=[e, (m =2)}*. 
3.61. Un calcul simple donne 
| 
3 


> Ei (rm) Eh (rm) 7 AR Ôin- 
m-— 1 


362. Représentons le vecteur complexe & sous la forme £ — 
= à + ia, où a,, a, sont des vecteurs réels. 

a) Au cas où a, [| a, c'est-à-dire que # — an, (ns étant un 
vecteur réel), la projection du moment sur l’axe dirigé suivant n, 
a une valeur déterminée égale à zéro. Mais si les vecteurs a, et a, ne 
sont pas parallèles, il n’existe pas d’axe la projection du moment 


sur lequel est de valeur déterminée m = 0. 
b) Au cas de a, L a, et de a, = a, la projection du moment sur 
l'axe dirigé suivant le vecteur [a.a,] présente une valeur déterminée 


m = À (et m — — 1 sur la direction opposée). 

Dans le cas général, quand aucune de ces deux conditions n’est 
remplie, il n'existe pas d’axe la projection du moment sur lequel a 
une valeur déterminée. Cette assertion est vraie pour toute valeur 
du moment L=> 1 (sauf le cas du moment égal à 1/2, voir 5.12). 

3.63. En représentant le vecteur & (voir 3.62) sous la forme 
£ — à + ia, Où a, à sont des vecteurs réels, et compte tenu 
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du résultat obtenu dans le problème 3.60, on constate sans peine 
que la probabilité de la valeur de la projection du moment m = 0 
sur l’axe dirigé suivant le vecteur [a;a,] est nulle. Si a, || a,, la 


probabilité de la valeur de la projection du moment m — 0 sur un 
axe quelconque perpendiculaire à ces vecteurs est nulle. 


3.64. 
w(m=0)= | (en) |, w(m=+1)=+ |(en,) Fi (e[non;]) |2. (1) 


Dans les expressions (1) le vecteur £& est considéré normé à 
l'unité, | e | — 1, n, est un vecteur unitaire réel perpendiculaire 
à n, (le choix du vecteur n, n’est pas univoque; toutefois, les va- 
leurs des expressions (4) ne dépendent pas du choix concret de ce 
dernier). Il est commode de procéder à la résolution du problème en 
passant à un nouveau système de coordonnées d’axe z dirigé sui- 
vant no, d’axe x suivant n, et d’axe y suivant le vecteur [n,n.]l et 
de se servir de la forme connue des composantes des vecteurs £ (m) 


correspondant aux états à projection déterminée du moment sur 
l'axe z (voir 3.60). 


3.69. En posant £ — 4 7 a, où | a | = 1, on obtient des condi- 


tions de normalisation de la f.o. à l’unité les moyennes cherchées: 


ni — _. | AIN al mEm AQ = 
3 4 1 . * . 
+ 4 a*Am re (OrnÔme + OimÔ nt + OrÔnm) — = (O1 — afaz + aka). (1) 


Si l’on écrit le vecteur complexe a sous la forme a = a, + ia,, où 
a,, a, sont des vecteurs réels, l’expression (1) prend alors la forme 


2 | 
nain = 5 On + 2 (@uitir + asa»x)]. 


e ; d z ; 
3.66. Vu que Z3Wis = —itinntr 2. Em = — iEynnEn7ir et au 


NL] 


cas de normalisation à l'unité de la f.o. eV À a, où 
[a | — 1, on obtient sans peine 


- . 3 . * 
li = — 1 F4 ExnE nd | Nmlik dQ) = — lEjpn RG n) 
c’est-à-dire 


1— — i[a*a]. (1) 
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En posant a— a, + ia, (a,,, étant des vecteurs réels), l'expres- 
sion (1) peut être écrite sous la forme 


Î=2{a,a,). 


3.67. Pris en compte que l’action de l'opérateur /, — 
= — ieiniEn sur la fonction de la forme W—(an) donne 
l 


Dali = liain, = —ieipnannr = bi, lus 


on obtient la forme de l'opérateur L; en représentation vectorielle 


bi,n= liün= —ieipnans 
c'est-à-dire si en cette représentation on écrit la f.o. sous forme 
de colonne Y — 2 } les matrices l, à éléments (li)yn = —iEinn 
seront alors des Opérateurs de composantes du moment: 
00 oO 0 O à 0 —i0 
L=|00 —il, | 000!, i=|i oo. 
O i oO —i 00 0 00 


On se convainc sans peine que les relations de commutativité 
pour les matrices /; des composantes du moment possèdent, comme 
il se doit, une forme standard, c’est-à-dire [L;, l}] — ie;pnin; quant 


à la matrice be, elle est égale à ÏJ° — 2.7 (1étant une matrice uni- 
taire). 

La f.o. a, (4 = 1, 2, 3) en représentation vectorielle et la f.o. 
Cm (m = 1, 0, —1) en représentation L., sont liées par une transfor- 


mation unitaire ay — > UzmCm. La recherche de la forme de la 


m 
matrice unitaire U;,n est laissée au soin du lecteur. 
3.68. a) La forme la plus générale de la relation angulaire de la 
f.o. d’un système à deux particules de moments L, = L, = 1 est 
la suivante: 


V=aninon (1) 


où Ny = Fy/ry, Do = Fo/r,, Gin Étant un tenseur quelconque de se- 
cond rang muni de neuf composantes indépendantes correspondant 


à neuf états indépendants distincts (dans l’espace des variables 
angulaires) d’un système de deux particules avec L, = L, = 1. 
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b) En représentant le tenseur a;, sous la forme 
a Aih — Ski 1 2 
Gp On + (au +Fau—z Gnnôtx) , (2) 


écrivons la f.0o. (1) de la façon suivante: 


Y=C(nin,) +elnin,] + Esniinon (3) 


C— ann/3, en =+ leu + ani — 2Cdil; 


2e, — Ejxtlih) din — ni — ZEinIEt 


(e;, est le tenseur symétrique avec trace nulle &;; = Ü). 

Compte tenu du résultat du problème 3.57, il n’est pas difficile 
de se convaincre que la représentation de la f.o. sous la forme (3) 
consiste à la représenter sous la forme de trois termes d’une somme 
dont chacun répond à une valeur déterminée L = 0, 4, 2 du moment 
réuni du système: 


Frco—C(nn.), Wrs=elnnl], 
(4) 


I 2 
res = Enlgilion = 5 Eth [naines + Rnltoi— 7 (Min) Gun | : 


L'expression pour W,;=, se concilie tout naturellement avec le 
résultat du problème 3.47. 

c) Pour que les f.o. W, fournies dans (4) répondent à l’état doué 
d'une valeur donnée A] de la projection du moment réuni sur l’axe z, 
les composantes du vecteur e; (M) et du tenseur &;, (M) doivent être 
choisies sous la forme établie dans 3.60. 

En particulier, la f.o. W,,, est dans ce cas de la forme 


.2= US sin 0, sin 6,eivieivz — 
10 
En y Vi (Ou Pa) Vas (Os Pa)r 


c'est-à-dire qu'elle est réellement la f.p. (non normée) des opérateurs 
L' et L., correspondant aux v.p. L = 2 et M = 2. 
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CHAPITRE 4 
MOUVEMENT DANS UN CHAMP CENTRAL 


4.1. L'opérateur de Hamilton correspondant à la fonction de 
Hamilton d’un rotateur plan classique H = ME?/21 (M,=p, 
étant la projection du moment du rotateur sur l’axe perpendiculaire 


au plan de rotation) est de la forme H = LE = — DT dE” 


La solution de l’é.Sch. stationnaire 
h° n 
AY (p)= —-7 Y" (y) = EY (y) 
avec condition ee Wp + 2x) = W(œ) fournit les 
niveaux d'énergie £,, et les f.p. normées W,, (ç): 


hm° 1 
Enr ; Pn(p) = = ee, m—#+|m|, (1) 
| m | étant un entier, | m | = 0, 1, 2,... Tous les niveaux d'énergie 


du rotateur plan, sauf le niveau fondamental m — 0, sont double- 
ment dégénérés. Les f.p. (1) de l'opérateur À sont aussi des f.p. de 


l'opérateur L. — —id/dg. En formant avec ces dernières des combi- 
naisons linéaires (m = 0) 


—— cos (M), 


pv (toy = -YmPEt-m(e) 'Ær: 
= sin (m4), 


on obtient les f.p. wi), de parité +1 déterminée dans la réflexion 
des coordonnées sur l’axe x (dans le plan de rotation). 

4.2. Le problème se résout sans peine si l’on tient compte des 
solutions obtenues dans le problème 3.15. 

Les probabilités non nulles de différentes valeurs de la projection 
du moment m et de See E», ainsi que leurs moyennes sont 


w (m) — see ? "E m=n,n—2,...,—n, 
W(En)=w(m)+w(—-m)=2w(m), m=n,n—2,...,2(1), 
w(E)=w(m—0) 0 seulement pour » ns 


m=0, E=\|wAiyap- 


n?h2 
21 (2n —1) * 


= 2 | cos21—2@ {n? cos? @ — n (n — 1)} dy = 


(l 
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4.3. La fonction de Hamilton d’un rotateur spatial classique 
vaut H — M°/21 et, respectivement, l’opérateur de Hamilton est de 


la forme H — Ki°1?/27 (Ï? étant l’opérateur carré du moment). 
Les niveaux d'énergie et les f.p. normées de l’hamiltonien valent 


k31(1+ 1 
EC. (8, p)= Yim (8, P), 


Ets mL lt, 0 


Y'im étant une fonction sphérique. Chaque niveau énergétique du 
rotateur est dégénéré (21 + 1) fois (le niveau fondamental à ! = 0 
n’est pas dégénéré). Les niveaux d’énergie sont doués d’une parité 
déterminée (—1)!. 

4.4. a) La projection du moment possède une valeur déterminée 
m = 0. En écrivant la f.o. sous la forme 

Y=Coos0= Vire [1 ice | 
3 Väx Var 

et compte tenu de la forme explicite des fonctions sphériques Y 
et Ÿ,0 *), on obtient sans peine que dans l’état indiqué le moment 
du rotateur ne peut prendre que deux valeurs: L = 0 et L = 2 avec 
les probabilités 


w(l=0)=5/9, w(i=2)=4/9; EE 4. 


b) La projection du moment possède une valeur déterminée 
m —= 2. La fonction de distribution en valeurs du moment ! du 
rotateur (et, respectivement, en son énergie) est fournie par l’expres- 
sion (3) du problème 3.16. La valeur moyenne de l’énergie du rotateur 


(comme d’ailleurs de À également) s’avère infinie, ce qui signifie 
que l’état considéré du rotateur ne peut se concrétiser « expérimenta- 
lement ». 
4.5. Comme les opérateurs 
n _ h? 6? kz3 à h? 92 , ky? 
Bou on one He as Pin 
commutent entre eux et avec l’hamiltonien de l’oscillateur plan 


valant H — A, _. E., les f.p. de l’hamiltonien À, constituant 
un système complet, peuvent également être considérées comme des 


f.p. des opérateurs H, et À. Compte tenu de cette circonstance, 
ainsi que de la forme bien connue des f.p. et des niveaux d'énergie 
de l’oscillateur linéaire ordinaire, on obtient les f.o. normées d'états 


| 5 
E = co — — 2 
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stationnaires et les niveaux énergétiques de l’oscillateur plan sous la 
forme 


Fins (2 = (z) Vas (y), Ex=ho(N+1), N—=0,1,..., 
o=V klu, N=nitns; n=0,1,2,..., n=0,1,2,... 


Au niveau énergétique £, à valeur donnée NV correspondent les 
f.p. linéairement indépendantes Wrin, avec nr = 0, 1, ..., 
(avec x, = N, N — 1, , 0), c *est-à-dire que ce niveau de l’oscil- 
lateur est dégénéré (N e 1) fois. 

4.6. En nous servant de la forme explicite de la f.o. Wos(x), 
écrivons la f.o. Ÿ,, sous la forme 


z+ y? 2cospsin® 
Yi ]= — 


EF exp (— 203 Vre p* exp (— g. | (1) 


(op, @ étant les coordonnées polaires). L'égalité 2 cos y sin @ = 
— sin 2p — (e2io —e-2iv)/2i prise en compte, il s'ensuit de (1) 
que pr l’état décrit par la f.o. W,, la projection du moment sur la 
direction perpendiculaire au plan des oscillations ne peut prendre 
que deux valeurs m — -+2 avec une même probabilité qui vaut 1/2. 

4.7. L'hamiltonien en variables cylindriques est de la forme 


î h? F1 9 Ô 1 0°? 0? 
BG re ap to 2e +07 ] +0. 


Les opérateurs P et É commutent entre eux et avec l'hamiltonien ; 
aussi existe-t-il un système complet de fonctions qui constituent 
les f.p. de ces opérateurs et qui prennent la forme 


Tam. — RS exp [: (H+ mp) | Yn im (p); (1) 


où Yn Jr est la solution de l’é.Sch. radiale pour un mouvement 
ctransversals de la particule 

h3 4 d d m 

D ++ | Ÿn im + Ü (P) Pa, imt = En imNbn mb (2) 
définissant également le spectre d'énergie du mouvement « trans- 
versal » E, Amis 7% étant le nombre quantique radial qui coïncide 
avec le nombre de zéros de la f.0. radiale (sans compter les zéros de 
p = 0 et p = oo). 

A la fonction d'onde (1) correspond l'énergie de la particule 
valant 


En \mir, _— na fra] En pz/ 2u. 
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À chaque niveau énergétique du spectre discontinu du mouvement 
« transversal » E, 1m (ou plus brièvement, à un niveau d’un champ 
à deux dimensions Ü (p)) correspond soit une f.p. (pour m = 0), soit 
deux (pour m = 0). Si, par contre, apparaît une dégénérescence 
accidentelle (c'est-à-dire que pour des valeurs distinctes du couple de 
nombres n, et | m | les niveaux énergétiques coïncident), la multi- 
plicité de dégénérescence des niveaux peut acquérir d’autres valeurs 
(voir, par exemple, 4.5). 

Le niveau fondamental dans un champ bidimensionnel U (op) 
possède des nombres quantiques nr, = 0, m = 0 et n’est pas dégéné- 
ré. Le premier niveau excité peut posséder les nombres quantiques 
suivants: soit n, = 0, |m|— 1, soit n, = 1, m — O (pour une 
dégénérescence accidentelle il peut s'avérer que les niveaux aux 
nombres quantiques indiqués coïncident). Aucun autre nombre 
quantique ne peut apparaître à la première excitation. Ainsi la 
multiplicité de dégénérescence g = 3 du premier niveau excité est 
en principe possible, tandis que la valeur de g = 4 est impossible. 


4.8. Compte tenu de la commutativité des opérateurs H et 1, 
on peut représenter les f.p. de l’hamiltonien sous la forme 


Fn,m (p, œp) — ei (pheir"®, avec 


d° 1 2 - 
[rt p JF + un pr pu nm (p)=0, p<a, (1) 


Pn im! (p — a) — 0, #n jm = V'2UEn \mi/h2 ; (2) 


ñn, étant un nombre quantique radial égal au nombre de zéros de 
la fonction %Ÿn jm (p) sans compter les zéros de p = a et p=0 


(pour m = 0). 


La solution de l’équation (1) ayant un comportement conforme 
pour p—>0 (en fait ne croissant pas pour p—-0) se présente sous la 
forme 


Ÿn Im (P)= CT (en Im1P), (3) 


où J, est la fonction de Bessel. La condition à la limite (2) définit le 
spectre énergétique de la particule: 


En 1m — han +1 , m/2pa?, (4) 


OÙ Xym >>0 et la k-ième racine de la fonction de Bessel J,, (&,,,)—=0 
(à mesure que «;, croît); en PAAEQUER ip na a, © 3,83 


et, respectivement, EE, Æ 2,08 Er 5, En 7337 
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4.9. Sans concrétiser pour le moment la valeur m, représen- 
tons la f.p. de l’hamiltonien sous la forme nm = Xn,iml (p) eirr, 


où An rl satisfait à l'équation (En 1m < 0) 


k° [ d° | d m° 
2. [5 Es D “dp — + | Xn,,Iml + U (p) Xu ,ml —= En imXn mt: (1) 


Compte tenu de l’aspect concret du potentiel et des conditions aux 
limites pour Xn,1 m I si p—+ 0 et p—+ ©, on aboutit à la solution de 


l'équation (1): 
Cidimt (V 24 (Uo — | En 1m | )/R? p}, p<a, 
Cok jm) (V'2u | En im | R2 p), p> a, 


Où X} m1 est la fonction de Macdonald. 
Les conditions de continuité de la f.o. (2) et de sa dérivée au 
point p — a conduisent à la relation 


Vi En im | Jim (V2 (Uo—| En 1m) |) a2/h?) 
X Kimi (24 | En im | GE) = V Uo— | En, imi | X 
X Jimi (21 (Uo—1 En jm 1) 42/2) Kim (V2 1 En jmi 142/h2), (3) 


Xn ml (p) = (2) 


définissant les niveaux d'énergie du s.d. (—U, < En 1m] < 0). 

Au cas d’un puits peu profond Ë — pa*U,/h°®< 1 les arguments 
des fonctions cylindriques dans la relation (3) sont petits. Pour m = 0, 
compte tenu des formules 


Jr) ei, (x) -z/2, Ki(x&ln(2z), A (x) &—l'x, 
se justifiant pour x 1, la relation (3) devient de la forme 


u(U, — | En o |)a2k-21n V 2R2/pa? | En | & 1. (4) 


Cette dernière équation n’admet qu'une racine Æ0: 


2h2 2h? _ | _ 
Evo © — 7 exp (— LarU ]= —2Ut lexp(—2/E), (2) 


qui s'obtient sans peine si l’on remarque que de (4) s'ensuit | £, 0 | 


& U, et que l’on néglige | En o | dans le cofacteur précédant le 


logarithme. 

Pour m = 0, comme cela s’ensuit de (3), les états du s.d. dans 
un puits peu profond sont absents (voir problème suivant). Ainsi, 
dans un puits peu profond à deux dimensions, comme dans le cas 
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unidimensionnel (voir 2.8), il n’y a qu'un état du s.d. L'énergie de 
cet état est petite comparée à la profondeur du puits: 


| Eoo l/U, & (2IE) exp ( — 2/E) € 1 


{comparer à la valeur correspondante | E, [/U, = È & 1 du cas 
unidimensionnel). 

4.10. Les niveaux énergétiques du s.d. s’obtiennent à partir de 
la solution de l'équation transcendante (3) obtenue dans le pro- 
blème précédent. 

Au cas d’un puits peu profond E = pa*U,/h°< 1, compte tenu 
de l’aspect connu des fonctions K,, (z) et K}, (z) pour z—> 0 (m 0), 
on se convainc sans peine que l'équation mentionnée n’a pas de raci- 
nes (le premicr et le second membres de l'équation sont de signes 
opposés), autrement dit les états du s.d. à m0 manquent. Ces 
états n'apparaissent qu'avec un approfondissement suffisant du 
puits. Pour obtenir les paramètres du puits pour lesquels cela sur- 
vient, il faut noter que dans les conditions de l'émergence du niveau 
son énergie est tres faible. En envisageant ce cas, écrivons l’équa- 
tion (3) du problème précédent sous la forme 


ZJ | (2) 2H (Uo— | El) 2° 
mt LL Re En Dim! 
CET Li Ve 


(on a tenu compte de ce que pour z—>0 Æ,, (2) = + ( |m|—1)!Xx 


(7). 


En s'appuyant sur (1), on peut conclure que la condition 
V'2E Jim (V°2E) + | m1 Jimi (VW 28) = 0 (2) 


définit les paramètres du puits pour lesquels y apparaissent à mesure 
qu'il s’approfondit les états du s.d. avec projection du moment 
m = 0. 


La condition (2) est équivalente à la suivante: 


Jimi=1 (V 28) = 0. (3) 


En particulier, compte tenu de la valeur x, = 2,40 de la premie- 
re racine de la fonction de Bessel J, (x), on obtient en accord avec (3) 


la condition d'existence dans le puits concerné d'états du s.d. avec 
[m | = 


U>28-r (VA>x). 


Notons que les conditions obtenues (2) et (3) non seulement 
définissent les paramètres du puits pour lesquels y apparaît le pre- 
mier niveau du s.d. avec m = 0 (la plus petite racine première de 
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l'équation (3)), mais constituent également des conditions d’appari- 
tion de nouveaux états du s.d. avec m = 0 à mesure que s’approfon- 
dit le puits. 

&.11. Le problème se résout de façon analogue à 4.9. 

La fonction Xn, 1m (p) est de la forme 


x (p) = re (en mp) (Xn,m cn V2y En jl [/R?), p<a, (1) 
ee CoKm (Xn,mP)s p>a. 


Les conditions de raccordement de la fonction (1) au point p = a, 
absolument analogues à celles de raccordement de la f.o. de poten- 
tiel fonctionnel 6 dans le cas unidimensionnel (voir 2.10), aboutissent 
à la relation 


21Kh (2) Lim (2) = Km (D) La = — 8 Ky (2) Ln (2) 


(T=%n ma) (2) 


définissant le spectre énergétique de la particule. Compte tenu de 


la valeur du vwronskien 7, (x)K (x) — In (x) Km (x) = — 1Â/x, 
écrivons (2) sous la forme 
Km» (Xn,m@) 1: (%n,ma) — hk?/2uaa. (3) 


On peut constater que le premier membre de l’équation (3) 
Fn(:) = Km(z)1m (2), 7 = Xn ma > 0, est une fonction de z décrois- 
sant de façon monotone, avec F, (z)—> O0 pour 2— (car dans ce 


Î A ô : 
cas Zn (2) Æ ont Km (2) Æ / Le”). Démontrons la monotonie 


de Fm (z). Supposons le contraire, c.-à-d. que F,, (z) n’est pas mono- 
tone. Dans ce cas le graphique de cette fonction pour des valeurs de 3 
suffisamment grandes aura l’aspect représenté sur la figure 25, et 
pour la valeur du second membre de (3) égale à f,, l'équation (3) 
aura au moins deux racines : z, et z;. Cela signifie que dans le champ 
étudié il existe deux niveaux de même valeur m, la dépendance 
radiale des f.0o. correspondantes se définissant par la formule (1). 
Mais ces deux niveaux ne peuvent exister, car les f.p. de l’hamilto- 
nien qui leur correspondent ne seraient pas orthogonales l’une à 
à l’autre (en effet, la f.o. de la forme (1) pour tout #, , a un signe 


déterminé, les fonctions Z,, (z) et K, (z) n’ont pas de zéros, et deux 
de ces fonctions pour des X}_ m différents ne peuvent être orthogona- 


les). Donc, F, (2) est une fonction de z qui décroît de façon monotone 
(2> 0). 
Vu que pour m = 0 quand z—+ 0 


:2 
LE&1+—, K,(z) = In 


u [to 


3 (4) 


18—-01572 
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F, (z)— © dans ce cas. Les graphiques des fonctions du premier et 
du second membres de l’équation (3) sont représentés sur la figu- 


F2) 


F2) 


es 


(2 = 


Z, z 
1 "2 sex, 


Fig. 25 Fig. 26 


re 26 qui montre que pour m = 0 il n’y a qu’un (et seulement un) 
niveau du s.d. 

Pour un puits peu profond £ — upaa/h°< 1 (dans ce cas le second 
membre de (3) est grand) on trouve selon (3) et (4) 


c’est-à-dire 


Es = — e NL (1 El &< À). 


Au cas d’un puits profond È > 1, en se servant des asymptotiques 
mentionnées plus haut de fonctions cylindriques, il vient 


E. = ua? 
00 2p1° 


4.12. Le problème se résout de façon analogue au précédent. 
La différence ne se manifeste que dans le fait que pour m #0 la 
valeur maximale de Ja fonction Fm (2) — Im(z)Km(z) vaut 
Im (0)Km (0) = 1/2] m | (fig. 27); aussi l'équation (3) du problème 
précédent n’a-t-elle qu’une seule racine (et rien qu’une seule) au cas 
où la condition 


uaa/hk°> |m}] 


est remplie. Dans le cas contraire les états du s.d. à m0 
manquent. 
4.13. L'é.Sch. pour la partie radiale de la f.p. de l’hamilto- 
nien Tam = {n,imi (p) €”? 
k° d? { d m3 œ 


2 l'a pp dd | {nm — S Xn mi En imiXn ml 
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par substitution de la fonction {an jmt = Un,m/V'P prend la forme 


j (e 4 
TR Jen = Esgnimn 


Cette équation et les conditions aux limites un m (0) = 0, 


Un m (©) = 0 sont absolument analogues à celles se posant lors de 
la recherche de la f.0. radiale Un 1 et des niveaux d’énergie d’une par- 


F,,(:) 


aa >lml , PES de niveau du sd. 


-1 
L'aa << Im sun niveau du s.d, 


Fig. 27 


ticule dans un champ coulombien U (r) = — a/r si l’on écrit la f.p. 
de l’hamiltonien sous la forme ntm — Y'imün! (r)/r. La différence 


ne se manifeste que dans le remplacement du facteur L (1 + 1) (dans 
l’énergie centrifuge) par la grandeur m° — 1/4. Compte tenu de 
l'expression bien connue 

_ pa” 

Ent =  Dht(n, Ll+1) (2) 
des niveaux d'énergie d’une particule dans un champ coulombien et. 
en remplaçant, comme il a été dit plus haut, la grandeur ! + 1/2 
par | m |, on obtient le spectre énergétique de la particule dans le 
champ à deux dimensions U (p) = — «/p: 
pa? 


Engin Ep DE (3) 


L'expression (3) montre que dans le champ considéré, comme dans 
le champ coulombien, il se produit une dégénérescence accidentelle, 
car l’énergie ne dépend que de la combinaison n, + | m | des nom- 
bres quantiques r, et m. Si l’on introduit le nombre quantique 
N=n, + ]|m]|+1 (constituant l’analogue du nombre quantique 
principal nr = n, + l + 1 dans le champ coulombien), l’expres- 
sion (3) peut être alors écrite sous la forme 


D Ne r—14 9 
Ex = 2R2 (N —1/2}° ? N=1,2,. 


” (4) 


16* 
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Le niveau d'énergie Ex possède manifestement la multiplicité de 
dégénérescence suivante : 

N=—1 

g(N)=1+ À 2=2N —1. 
imf=1 
4.14. Comme les fonctions données présentent beaucoup d’analo- 

gie avec les f.o. de l’état fondamental — elles correspondent à la 
valeur m — 0 et n’ont pas de zéros dans l'intervalle 0  p << a — 
on doit s'attendre à ce que la valeur moyenne de l’énergie de la par- 
ticule dans les états indiqués sera suffisamment proche de l’énergie 
de l’état fondamental marquant sa limite supérieure. 


« 


a) La fo. est normée à l'unité pour | À |? — 6/rat. On a: 


= 3 n2 1 d  d 
T= p?/2p= D | T*(p) [= PH Ÿ (p) | 27p dp = 
_ mt d wall, 3% 
eT fe (p)| dp=-cre 
Comme la f.o. pour 0 > a est identiquement nulle, tandis qu’un 
puits de profondeur infinie peut être considéré comme la limite 


d’un puits de profondeur finie, U (p) = 0. On trouve donc 
= he 
E = En -0 m=0 © a (1) 


b) |B | = (x° — 4)a*/2x d’après la normalisation de la f.o. Il 
vient en définitive: 
TMD RUE Te 290 À 
U(p)=0, T= Bta—4) pet? ES ET = 2,92 TEÉ (2) 
Les valeurs approchées de (1) et (2) pour l'énergie Æ, d'état fon- 
damental d’une particule doivent être comparées à la valeur exacte 


E, = 2,88 Le selon 4.8. 


4.15. Selon les conditions du problème la f.o. d’état d’une parti- 
cule aux nombres quantiques n, = 0. m = + 1 doit être appro- 
ximée par la fonction de la forme 


ossi = Coj(a —p) exp (+ iæ). (1) 


Cette fonction a beaucoup de commun avec la f.0o. exacte: com- 
portement correct pour p—> 0, absence de zéros à la partie radiale 
dans l'intervalle 0  p << a, remplissement de la condition aux limi- 
tes pour p = a. Aussi peut-on s'attendre à ce que la valeur moyenne 
de l’énergie de la particule dans l’état indiqué sera voisine de la va- 
leur exacte E,, de l’énergie du premier état excité avec | m | = 1, en 
accord avec le principe de la méthode variationnelle (il faut rap- 
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peler que les f.o. d'états avec | m | — 1 sont orthogonales aux f.0. 
répondant à m = Ü). 

La normalisation de la f.o. (1) à l’unité donne | C |? — 30/naf. 
Ensuite 
Pt yes (19,2 . 
. ah à Fr  - 7 | Ypdpae- 

2 5 ph? 
LH S[I PL iv elodpar= 52. 


Comme U (p) = 0, en guise de valeur approchée de l’énergie £,, 
(au sens de la plus simple variante de la méthode variationnelle} 
on obtient 


= 7 -en À 
E,, = E=T- 1,90 , 

e e A Lé + ed h° 

valeur qui doit être confrontée à la valeur exacte En = 7,33 Ti 


selon 4.8. 
4.16. La fonction mentionnée dans les conditions du problème 


est normée à l'unité avec | C |? — 24°/x. Des calculs simples 
donnent 
— h? 24° 
= [| Of exo LE, 
pt 3 k _ 7,7 ha 3 k 
Mere FOR ES 


En minimisant la grandeur E (æ) en &, on trouve, en accord avec 
le sens principal de la méthode variat ionnelle, la valeur approchée 
de l’énergie d'état fondamental: 


E,= min E (a) = V 3/2 ho = 1,22ko. 


La valeur exacte est £,= fiv. 


4.17. La fonction de Green satisfait à l'équation (x — 
=Y —2pE;R > 0) 


— 7 (A —%) Grp, p')=6(p—p"). (1) 


En introduisant la variable p — p — p et compte tenu de ce 
que — À, (vu que À — 0*/0x* + d*/dy*), écrivons l’équation (1) 


sous La ee 


2 Qu 
— 3 (Ag — 4) Ge = 6 (P). (2) 
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Il s'ensuit de (2) que la fonction de Green en variables p, p’ ne 
dépend pas de p”, et, comme on voit sans peine, ayant en vue la 
symétrie axiale de l’équation (2), elle n’est fonction que de la gran- 
deur p — [p —p’]. La solution de l’équation (2) pour P? =£ 0 est 
de la forme 


Ge (p) = Cl (xp) + CoKo (xp). 


La condition de décroissance de la fonction de Green pour p—> co 
donne C;, = 0. Pour déterminer C,. intégrons les deux membres 
de l'équation (2) suivant le cercle du petit rayon & de centre au 


point p — 0. Dans ce cas dans le second membre on obtient l'unité. 
L'intégration du second terme dans le premier membre de l’équation 
donne zéro pour e—> 0. L’intégrale du premier terme sera transfor- 
mée au moyen du théorème d’Ostrogradski-Gauss : 


[AGar = vGas. 


Dans le cas bidimensionnel dV = dS, dS = dl = n dl *). Vu que 
pour x—>0 X,(xz) Æ In 2/x, VK, (xp) = — p/p° pour p—0, et 
après intégration il vient _. C, = 1, de sorte que l'expression 


finale de la fonction de Green est de la forme 
GE(p, P°)=nAo(x|p—p'l)/rhi. 


La dépendance de la fonction de Green rien que de |p — p'|est 
la conséquence d’homogénéité et d’isotropie de l’espace (dans le cas 
concerné, du plan) pour les particules libres. 

4.18. L'étude absolument analogue à celle menée au problème 
précédent aboutit à la forme suivante des fonctions de Green: 


GE (p, p)=+i HV (xlp—p'), x= VAE > 0, 


où H5l°' (x) est la fonction de Hankel. 
4.19. La fonction de Green satisfait à l'équation (x = V 21E/h°) 
h° d? ’ ’ 
7 (5 +) Ge, 9) =8(p—09). (1) 


#) Notons que le vecteur unité n, vecteur unité de la « normale extérieu- 
re », est perpendiculaire au contour d'intégration! Dans le problème considéré 


di=ndi= < pdp=p 4? (p=e). 
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Des considérations de symétrie il s'ensuit de façon évidente que 
G£ est une fonction de l'aspect G£ = GE(| g — q’|), et de l’équa- 
tion (1) pour œ  q’ il résulte 


GE = C coslx | @ — p'| + al. 


I 
“xh®sin &@ 
ment de la fonction G, au point q@ = ç” (comparer à la solution du 
problème 2.36), tandis que la grandeur «& s’obtient de la condition 
de l’égalité de la fonction de Green et de sa dérivée aux points 
®—p — nr correspondant au même point de l’espace *) et 
cette grandeur vaut &œ — —%xx. 

Donc la fonction de Green est de la forme 


La valeur C — se déduit de la condition de raccorde- 


g_= —Tcos(xlg—p 1x] 
La kxh® sin x * 

La fonction de Green Gk pente des pôles aux points x = + m 
(m étant des entiers, m — 0, 1, 2, ...), autrement dit aux points 
Em = ki°m*/2I du plan de la variable E, de sorte que les positions des 
pôles coïncident avec les valeurs des niveaux énergétiques du rota- 
teur. 

4.20. Si l’on représente la f.p. de l’hamiltonien d’une particule 
dans un champ central sous la forme W, 4m = Rh à (r) Y'im (8, œ)/r, 
alors les niveaux énergétiques En à et la partie radiale Rh i de la 
f.o. se définissent à partir de la solution de l'équation 


h3 L(1+1 2 
5 -— _ + —— un nee + U (r r) | R nl — En iRn (1) 


aux conditions aux limites Ra, 1 (0) = 0 et Rh. 1 (oo) — 0. 


a) L'équation (1) prend une forme absolument analogue à l’é. 
Sch. à une dimension dans le champ 


a IU(z)+hR21(1+1)/2urt, z>0, 
Û (2) =} O0 z<Ù 


et selon le théorème d'oscillations postulant que dans le cas unidi- 
mensionnel la f.p. de l’hamiltonien répondant au N-ième niveau 
(à mesure que l'énergie croît) possède N — 1 zéros (sans compter les 
Zéros avec z—> + co; si le mouvement de la particule est limité 
par une paroi étanche, de sorte que la f.0. est nulle « sur la paroi », 
ce « zéro » n'est pas pris en compte également), on peut affirmer que 


*) Il est clair que ces conditions sont équivalentes à l'égalité 


GE (p, p') = GE (p + 2x, p'). 
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En: augmente pour un À fixé et un n, croissant, au niveau le plus 


bas (pour un / donné) correspond la valeur nr, = 0. 
b) En assimilant de façon formelle En : pour un ñ, donné à une 


fonction du paramètre ! qui varie de façon continue (de sorte que 
le sens physique direct — valeurs du niveau énergétique — cette 
fonction n’acquiert qu'aux points correspondant aux valeurs ! — 0, 1, 

.), on a sur la base du résultat obtenu au problème 1.28 et 
appliqué à l'équation (1) 


En a 01 = 0H/01—R2(21+1)/2pr > 0, 


ce qui démontre l’accroissement de la grandeur E, 1 avec l’aug- 


mentation de ! (pour une valeur fixée de n,). 

4.21. a) Il ne peut y avoir de niveaux doublement dégénérés 
(notons qu'il s’agit de particules sans spins). 

b) Comme les nombres quantiques de l’état fondamental sont n, — 
= 0, l — 0, le premier niveau excité, selon le problème précédent, 
ne peut posséder que les nombres quantiques suivants: soit n, = 1, 
1 = 0 (alors le niveau n’est pas dégénéré), soit nr, — 0, ! — 1 (le 
niveau est triplement dégénéré). La valeur concrète des nombres 
quantiques du premier état excité est fonction de l’aspect du 
champ U (r). Enfin, en cas d’une dégénérescence accidentelle il peut 
s'avérer que les grandeurs En. : aux valeurs mentionnées plus haut 


de n, et 1 coïncident. Dans ce cas on a une dégénérescence quadruple 
du niveau. Aucune autre valeur (à l’exclusion de 1, 3, 4 obtenues 
plus haut) la multiplicité de dégénérescence du premier niveau excité 
ne peut prendre. 

c) Au niveau énergétique d’une particule dans un champ central 
avec la multiplicité de dégénérescence g — 7 correspondent les 
états de la particule à valeur déterminée du moment ! = 3. 

Si g — 9, deux éventualités se présentent: soit qu'au niveau 
donné correspondent des états de la particule à valeur déterminée 
l — 4 du moment et le niveau est alors pair, soit que dans le cas de 
dégénérescence accidentelle à ce niveau correspondent des valeurs 
du moment de la particule L — 0, 1,2 (et le niveau ne pré- 
sente pas de parité déterminée). Ce dernier cas se réalise, par exem- 
ple, dans un champ coulombien. 

4.22. a) Compte tenu du résultat du problème 4.20 sur la nature 
de la variation de En 1 av ec l’accroissement de Î, on voit clairement 


que, indépendamment de la forme concrète du champ U (r), dans le 
N-ième état du s.d. la valeur du moment de la particule ne peut 
dépasser La = NV — 1 (de plus, si l = 1,,,, alors n, = 0). 

b) La valeur maximale possible de la multiplicité de dégénéres- 
cence du niveau s'obtient au cas où à ce niveau correspondent les 
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états de la particule aux valeurs du moment allant de L — 0 à ! — 
= lnax = N — 1 et vaut 
N-1 


Emax (V) = à (21+ 1) —.V2 (1} 


(notons que les niveaux aux mêmes valeurs de n, (ou de L) et diffé- 
rents L(r,) ne peuvent évidemment être dégénérés). 

La valeur (1) obtenue pour g::, (NV) se réalise dans le champ 
d'attraction coulombien. 

Notons que si pour un W quelconque la grandeur g (N) prend la 


valeur maximale possible, pour N<N la grandeur g (N) a égale- 
ment la valeur maximale possible (1) avec N — N. Dans ce cas pour 


des valeurs données W et 2 le nombre quantique n, = N —l—1se 
définit de façon univoque. 

4.23. En se servant des considérations émises lors de la résolu- 
tion du problème 4.5 sur un oscillateur plan, on trouve sans peine la 
solution sous la forme 


Pninsns (x, y; z) — Er ue, a (2) ne (y) Let (2) ; 
ns ls 0 1,228 (1} 
Ex = hiw(N +32), N=n;+n+n;, N=0, 1, ua 


La multiplicité de dégénérescence du V-ième niveau (à l’état 
fondamental correspond la valeur N = 0) vaut 
N 
; NH) (CV +2 
G(N)= D (À —n,+1) = RE, (2) 
n:=0 


4.24. Le champ U = kr*/2 est un champ central; aussi les ni- 
veaux énergétiques et les f.p. de l’hamiltonien peuvent-ils être classés 
au moyen des nombres quantiques n,, l, m (voir de mème problè- 
me suivant). À l’état fondamental correspondent les nombres 
quantiques nr, = 0, !{ = 0 (en effet, la f.o. Y,, du problème précédent 
. pas de zéros et est sphériquement symétrique, c'est-à-dire répond 
à L = 0). 

Les valeurs possibles des nombres quantiques du premier niveau 
excité sont (entre parenthèses on a indiqué la valeur de la multi- 
plicité de dégénérescence du niveau aux nombres quantiques corres- 
pondants) : 


n =, l1=0 (g=1); nn, =0, l=1 (g = 3). 


Comme dans le problème précédent la multiplicité de dégénéres- 
cence d’un oscillateur pour = 1 (premier niveau excité) vaut 
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G = 3, il s'ensuit aussitôt qu'à ce niveau correspond la valeur du 
moment !{ — 1 (les nombres quantiques du niveau sont n, = 0, 
I — 1). 

Pour les nombres quantiques n, — 0, ! — 0 d'état fondamental 
et n, = 0, I! = 1 du premier état excité seuls sont possibles les 
nombres quantiques suivants pour le second niveau excité: 


n=1, 1=0 (g—1}; n,—=0, 1—=2 (g—5) (1) 


{voir 4.20). Etant donné que pour l'oscillateur à VN = 2 G — 6, 
alors selon (1) cette valeur de G ne peut être obtenue que dans le 
cas de l'égalité des énergies E, =, 1=9 — ÆE0.2 Correspondant à la 
dégénérescence « accidentelle » des niveaux. 

Compte tenu des nombres quantiques de l’oscillateur établis 
plus haut pour N — 0, 1, 2, on obtient les valeurs possibles n,, L 
pour V = 3: 


n =0, 1=3 (g—7); n—=1, l—=1 (g—=3); 
n.=2;, 1=0"  g=T,. (2) 
Vu que G(N — 3) = 10, selon (2) au niveau de l'oscillateur à N = 3 
correspondent les nombres quantiques nr, — 0,1 — 3etn, — 1,1 = 1. 
La classification d'un niveau énergétique quelconque de l’oscil- 
lateur suivant les valeurs des nombres quantiques n,, l sera donnée 


dans le problème suivant. 
Compte tenu de la forme explicite de la f.o. 


We (z)=(2n!z Van) ‘e-* 2x (x/x,) 


et de l'expression du polynôme d'Hermite H, = 1, H, — 4r° — . 
on trouve sans peine la fonction cherchée W,., pour N = 2 (qu 
est sphériquement symétrique): 


DE. es 4r° {x — 6 -rt/2x$ 
i=0 3 {F200 + o2o + Pons ns Var * 


4.25. En représentant la f.p. de l'hamiltonien sous la forme 
Wn,im — À; (lim (6, œ), on obtient l'équation 


(+24 Rfe A ao. (0 


En introduisant une nouvelle variable x — V kur*/fi, transfor- 
mons (1) sous la forme 


3 d E  1(1+1) 
TR Æ+r Z''az Ætls +) Ra,i= 0. (2) 


La solution de l'équation (2) est recherchée sous la forme 
Ra i=e-*2rliw. (3) 


SOLUTIONS 251 


Pour ” fonction w de (2) et (3) s'ensuit l'équation 
du E l 3 
Ta 2 r+(i+5- 3) tr -+)v-0. (4) 


Vu que pour r— 0 (alors x— 0) la f.o. Rh, : doit prendre la forme 
Ror!cs xl, w— const pour r—æ 0et la solution de l' équation (4) 
doit être choisie sous la forme 

w (x) = CF (—E/2ko + 1/2 + 3/4, l + 3/2, x), (5) 


où F (œ, B, x) est une fonction hypergéométrique dégénérée. 
Pour que la f.o. radiale (3) décroisse avec r + oo, il faut que la 
fonction hypergéométrique (5) devienne un polynôme (autrement dit, 
F © € pour x— + o et R cs e*/* diverge pour x, r— co). 
La fonction (5) se réduit à un polynôme avec l’accomplissement 
de la condition 


—El2hño + 1/2+3/4 = —n,, n, = 0, 1, 2, ..., (6) 
définissant le spectre énergétique de la particule 
E, à = ho (L + 2n, + 3/2) =ho (N + 3/2). 
N=?n Else (7) 


Les f.o. correspondant au niveau énergétique (7) sont de la forme 
v; im = Cr! exp(—muur?/2%) F(—n,, 1+3;2, uor?/h) Y,,(0, œ). 


Il est clair qu’à cette valeur de N correspondent les états de la 
particule de moment ! égal à l = N, N — 2, ... La multiplicité 
de dégénérescence du niveau vaut 


g(N)= > (DE per? 
I=Ns Ness ce | 


en accord avec le résultat obtenu dans le problème 4.23. 

Etant donné que les valeurs possibles du moment de la particule 
en états répondant à la valeur donnée de À different l’une de l'autre 
d'une grandeur multiple de 2, les niveaux d'énergie de l'oscillateur 
possèdent une parité déterminée qui vaut (—1)\. 

4.26. Un calcul simple (il est commode dans ce cas d'utiliser la 


relation du problème 1.9) donne [À, Tinl = 0. En même temps les 
opérateurs T;, ne commutent pas avec l'opérateur l2. Ainsi, 


bu ai ==  : 
[E, Til= ( + TP: + 2 | (p?/n — kr?) — 


— (<rp+6) (Pu—K2?) #0. 
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De la commutativité des opérateurs let T;, avec l’hamiltonien, 
ainsi que de leur non-commutativité mutuelle s'ensuit, d’après le 
résultat obtenu dans le problème 1.29, la présence dans le spectre de 
l'hamiltonien d’une dégénérescence « accidentelle ». Comme on le sait 
(voir problème précédent), la dégénérescence accidentelle des niveaux 
de l’oscillateur est douée d’une propriété selon laquelle la dégénéres- 
cence des niveaux Æ, ! s’accomplit avec des valeurs différentes de 2 


de mème parité ( pairs ou impairs). Cette particularité est la 
conséquence du fait que les opérateurs Ts ne commutant pas avec Ï? 


commutent, par contre, avec l’opérateur réflexion Î , de sorte que 
les niveaux de l’oscillateur possèdent une parité déterminée (com- 
parer à la dégénérescence accidentelle dans le champ coulombien 
discutée dans le problème suivant). 

4.27. 11] est naturel d'accorder avec A l'opérateur vectoriel 
hermitien 


A 


{pi tip} <=. 
Un calcul simple (quoique un peu fatigant) donne [H, A] = 0. 


= 


Toutefois, les composantes de l'opérateur A ne commutent pas avec l*. 
C'est évident sans calculs: si l’on avait [l°, A] — 0, on aurait un 
système complet d'une f.p. de l’opérateur l° et d’une des composan- 


tes de l'opérateur A; ces fonctions seraient de même des f.p. de 
l'opérateur réflexion (elles posséderaient une parité déterminée), or 


c’est impossible, vu que les opérateurs À et Î ne commutent pas 
(ils sont anticommutatifs). La commutativité d'opérateurs réflexion 


Î et de composantes de À avec,l'hamiltonien et leur non-commutati- 
vité mutuelle expliquent (ou, plus précisément, permettent de 
comprendre) la dégénérescence accidentelle des niveaux d'une parti- 
cule dans le champ coulombien, ainsi que la propriété dont est douée 
cette dégénérescence accidentelle se manifestant dans le fait que 
les niveaux énergétiques n’ont pas de parité déterminée (comparer 
à la dégénérescence accidentelle des niveaux d’un oscillateur). 
4.28. Compte tenu de la forme de la f.o. normée d'état fon- 


damental Y, (r) = (xa3)7 exp (—r/a), a = h2/Ze2u, il vient 


{rmttexp(— À) ado (SE). 


4.29. Le potentiel cherché est un potentiel électrostatique @ (r) 
d'un système se caractérisant par une densité volumique de la 
charge de l'aspect 


— ls { 
= [re Irar = 


p(r) = eô(r) —elWo (r) f, (1) 


SOLUTIONS 253 


où Y, est la f.o. d'état fondamental d’un électron au sein de l'atome 
d'hydrogène (elle est donnée dans le problème précédent, Z = 1). 
Le premier terme de (1) décrit la densité de la charge liée à la présence 
du proton, le second est la densité volumique de la charge du « nua- 
ge » électronique. 

Cherchons ® (r) en utilisant la solution générale de l'équation de 
Poisson connue de l’électrostatique : 


pt)= | p(r°) dr'=+£e( mt ar. (2) 


lr—r | lr—r | 


En utilisant les formules 


| D Pi(cos8)(r'/r)!, r'<r, 
1 = 
er — . (3) 
lr—r | ; 
+ S, Picos) (r/r')l, r'>r, 
I==0 


où 0 est l’angle formé par les vecteurs r et r”, effectuons l'intégra- 
tion dans la formule (2), en nous servant du système de coordonnées 
sphérique à axe polaire z suivant le vecteurr. Avecl'’intégration par 
rapport à l’angle 6 des sommes entrant dans (3) il ne se conserve que 
le premier terme à ! — O0 (vu l’orthogonalité des polynômes de 
Legendre), et (2) prend la forme 


p (r) = << { . e-?r'la(r'} dr' + | e-ir/ar dr'} | (4) 
0 ? 


r” 


En procédant à l'intégration dans (4), il vient 


1 1 = 
qir)=e(s+—) ere. (5) 
Cas limites. 
œ (r) =, r—0 (champ coulombien du proton); 
e 


p(r) & —ertrie, r— oo (blindage pratiquement complet du 
proton par l’électron). 


4.30. Le champ électrique moyen cherché est un champ électro- 
statique d’un système se caractérisant par la densité volumique de la 
charge 


p(r)=e (r) —e | Faso (r) [?, 
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: 1 
où V0 (7, 0, p) = 4 327a? 
l'électron (n7 = 2, l = 1) au sein de l’atome d'hydrogène à m = 0, 
a étant le rayon de Bohr. 

Comme on le sait de l’électrostatique, le champ d’un système de 
charges se présente à une grande distance sous forme d’une série 
de champs multipôles. Comme le système considéré est doué d’une 
charge totale et d’un moment dipolaire nuls (voir, par exemple, 1.21), 
le champ du système sera aux grandes distances un champ quadru- 
polaire. 

Les composantes du tenseur d’un moment quadrupolaire 


r cos 6e-r/°a est la f.o. d’état 2p de 


Di, = | p(3z;zr— r'ô;x) dV = —e | | Vaso 12 7% (Branx — Gin) dr dQ 


s'obtiennent sans peine si l’on écrit cos’ 0—n,n.= nn, en tenant 
compte de ce que 


| nina fm ÊQ = — (O;n 01m + OnrÔnm + VimÔxt); (1) 


de sorte que 
Din = —12ea? (30;30u3— On), 


c'est-à-dire que le tenseur prend une forme diagonale, et ses compo- 
santes non nulles valent 


Da + = 2D,; no 2D > == 24ea° << 0. 


Le potentiel électrostatique œ (r) et le champ électrique E (r) 
s’obtiennent désormais suivant les formules connues de l'électrosta- 
tique. 

4.31. La valeur moyenne de l'intensité du champ électrique 
à des grandes distances de l’atome, selon 4.29, vaut 


E(R)= —vy (R)& << exp (— 2/0), (1) 


autrement dit elle diminue de façon exponentielle avec l’augmen- 
tation de la distance. 

Le champ électrique E(R) généré par le proton se trouvant à l'ori- 
gine des coordonnées et par l’électron au point r vaut (R© r) 


R R— —3N (nN 
ER) = RO, (2) 


où n = r/7, N = R/R. 
En se servant de la représentation (2) pour £; (R) et en centrant 
l'expression E;E, suivant les différentes positions de l’électron dans 
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l'espace se caractérisant par la fonction de distribution dw — 
= |Wooo (r) | dV (Woo étant la f.o. de l’état fondamental de l’élec- 
tron au sein de l’atome d'hydrogène), il vient 


Ei(R) Ex (R) — 
= | 1 Vooo (7 1274 fri— Nan) In — 3NarmN ml dr dO = 


= (On + ENV). (3) 


En confrontant (1)et (3), on voit que quoique le champ moyen 
décroisse avec l’augmentation de la distance de façon exponentielle, 
les fluctuations du champ électrique, dont l’ordre de grandeur est 


VE: (R), ne diminuent que suivant la loi de la puissance  R3. 
4.32. La quantification en coordonnées paraboliques est exposée, 
par exemple, dans la publication [3]. Les f.0. normées d'états station- 
naires du s.d. en coordonnées paraboliques 
Er -h3, = r—Z7,, — arctg (y'x) 


sont de la forme (dans ce problème on se sert d'unités atomiques 
e=h=up—=1 


TE eine 
Painem (E, n;, ®p) — V2 Înim (En) În,m (n'n) V?r 9, 
où fu a = = V/ RD exp [— + amer (—n, |ml+ 


+1, x), n=(n+nm+|ml|+t1)est le re quantique principal. 
La f.o. de l’état considéré se rapportant au premier niveau 
excité (7 = 2) est de la forme 


(1—82)exp( Ft). (1) 


1 
Ÿ00 dE V' 167 


Pour obtenir la fonction de distribution en coordonnée : de 
l'électron, il est commode de passer des variables £, n. œ aux varia- 
bles cylindriques p, z, œ et d'intégrer suivant le plan perpendiculaire 
à l’axe 2: 


w (2) dz= de | | F F00 1° P dp dp — 
0 0 


(EE) + — (2) 
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A l'aide de (2) on obtient la probabilité de présence de l’électron 
dans les demi-espaces z2> 0 et z2< 0: 


W(:>0)= | w(:)d:=7/8, W (1<0)=1/8, 


0 
ainsi que z et le moment dipolaire moyen de l'atome: 
z=3, d,=d,= 0, d, = 7 — — 3 u.a. — — 3h?/ue. 
En écrivant la f.o. (1) sous la forme 


… | …. r+rcos6 … 
W100 = 7e (! 9 ) exp ( r/2) 


et compte tenu de la forme explicite de la f.0o. Fa, Im de l’électron au 
sein de l’atome d'hydrogène, on trouve sans peine que dans l’état 
considéré le moment de l’électron peut prendre deux valeurs Z = 0, 
1 avec une probabilité égale W (1 = 0) = W (I — 1) = 1/2. 

4.33. En représentant Ja f.o. sous la forme Pn im = 
= Ÿim (8, P) {ni (r)/V r, on obtient à partir de l’é.Sch. 


hxn 1 


Xn,! + + Xn,! + Lai ET] Xn,l si (Er, _ DTS >] 


avec conditions aux limites {nl (0) = An! (a) = 0 la fonction 
d'onde radiale et les niveaux énergétiques de la particule: 

2e? 

ha n,+i,i 


An (7) = Cdi 17e (ken ir), En us — : Kn 10 = Œn +1, is 


où &uy >>0 est la n-ième racine (dans l’ordre d’accroissement sans 
compter le zéro de x = 0) de la fonction de Bessel J',,,, (x), c'est- 
à-dire J'i417»(@n1) = 0. En particulier, à l’état fondamental (n, — . 


[—0) correspond la valeur &;oy = ñ (Ji (zx) = = sin z) - 
AT 


4.34. En représentant la f.0. sous la forme Ya im = YimAnt/Vr, 
on obtient à partir de l'é.Sch. (En 1 = — Run 1/2h < 0) 


1+1/2)3 7 
Anai+— nu + [x EE 6 (r — a) — EE | x = 0 
la f.o. radiale 
Cili+iye (xn ur), r< a, 
{nu (7) (1) 


CK +12 (An ir), r>a. 
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Les conditions de raccordement de la fonction (1) au point r = a 
(absolument identiques à celles du potentiel unidimensionnel fonc- 
tionnel 6, établies dans 2.10) aboutissent à la relation 


n2 
Lise Gen te) 14172 (tn, 10) = 5, (2) 


définissant le spectre énergétique de la particule (comparer à 4.11). 

On a noté dans le problème 4.11 que la fonction F, (x) = 
=], (x) X, (x) sur le demi-axe x > 0 est une fonction qui décroît 
de façon monotone; de plus, pour z— o cette fonction tend vers 
zéro et pour x—+> 0 prend une valeur maximale égale à F, (0) — 
— 1/2 v (v > 0). Aussi l'équation (2) pour un ! fixé admet-elle soit 
une racine, si uaa/h° > 1 + 1/2, soit n’en admet pas du tout, si la 
condition mentionnée n'est pas remplie. Donc, la condition uaa/h°> 
> 1 + 12 est la condition d'existence d'états du s.d. à moment L. 

Il est manifeste que le nombre de niveaux V du spectre discon- 
tinu de la particule dans le champ considéré se détermine par la 
condition 


uaa/h?— 1/2 N << paa/h?+ 1/2. 


4.35. Si la f.o. Fa, Im d'états s stationnaires (2 — 0) d’une parti- 
cule est représentée sous la forme LEA = #; (Tr et si l’on pro- 


cède à un changement de variable x = exp (—r/2a), alors l’é. 
Sch. prend la forme 


d? 14 d p° _ - 
Fe Rate Ra, +[—E]R,,-0, (1) 


SET = 8uE,, ja° 
VE, p= V - 0 
La solution de l'équation (1) est de l'aspect 
Ra, = Ci, (Az) + CoJ_) (AZ) 


(J, (x) étant la fonction de Bessel). Vu que pour r—> oo (alors x— 0) 
la f.0. La _00 doit s’annuler, il est nécessaire de choisir C, = 0. 


Alors l'exigence de restriction de la f.o. au point r — 0 aboutit 
à la condition 


SuaiU 
J, (à) = 0, ou J'y | Re ] =0, (2) 


déterminant le spectre énergétique des états s de la particule. 
Comme la position sur l’axe des x du premier zéro de la fonction 
de Bessel J,, (x) avec l'accroissement de p est décalée vers la droite 


17—01572 
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(p> 0, z > 0; le zéro pour x = 0 est exclu de l'étude) et la valeur 
minimale égale à x, = 2,40 est possédée par le premier zéro de la 
fonction de Bessel à indice p = 0: J, (x) — 0, la condition d’exis- 
tence dans le champ considéré d'états s du s.d. (et, par suite, d'états 
du s.d. en général) est de la forme 
2 
U,>R + 0, Eee (3) 


8ua° FA 


Compte tenu du fait que les nouveaux états du s.d., apparais- 
sant avec l’approfondissement du puits, possèdent une faible énergie 
de liaison (dans les conditions de l’apparition même du niveau), on 
obtient à partir de la formule (2) les valeurs des paramètres du 
puits correspondant à l'apparition en son sein du V-ième état s 
du s.d.: 


me) 2x 
*)=0, Üo= Guer : (4) 
où x; est la V-ième racine de la fonction J, (x). En particulier, 
pour V > 4, en se servant de la représentation asymptotique de la 
fonction J, (x), il vient 


Tn= aN — x/4. (5) 


Respectivement, le nombre d'états s du s.d. d’une particule dans un 
puits profond se détermine par la condition 


Ney Eric Ntt 


4.36. Si l’on représente la f.0o. sous la forme Y, oo = Ra, (r)/r, 
alors l’é.Sch. de la fonction R,_ et la condition à la limite R; (0) = 


= 0 acquièrent exactement le même aspect qu'au cas d’un mouve- 
ment unidimensionnel. Aussi constate-t-on sans peine que 


1 
En, + En: n,,00 (r) SE Växr 


Compte tenu de la correspondance établie et du résultat du pro- 
blème 2.20, on obtient que la condition d'existence dans le champ 
considéré d'états s du s.d. (et, par suite, d'états du s.d. en général) 
est de la forme paU,/ñ?> n/8. 

4.37. Pour r— oc la f.0. Vino. 1=0 (7) 4, en général, le com- 
portement de la forme Y,,—> const (ce qui correspond au comporte- 
ment de la f.o. VW, © x pour z —+ © dans le cas unidimensionnel, 
voir 2.18). Toutefois, si les paramètres du champ sont choisis de 
manière qu'au moindre approfondissement il apparaît dans le champ 
un nouvel état (ou le premier, si les états du s.d. manquaient) du 
s.d., la f.o. pour ces valeurs des paramètres du champ acquiert pour 
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r— oo la forme Y,, (r) = a/r (notons que pour la confirmation des 
assertions postulées il faut que la diminution du potentiel pour 
r— oo soit suffisamment prompte, il doit décroître plus vite que r”). 


Pour le potentiel indiqué l’é.Sch. pour £ = 0 et ! = Oest de la 
forme 


R°"+ —— R=0 (a<r<oo) (1) 


(Woo = R (r)/r). La solution de l'équation (1) s'exprime de la façon 
suivante au moyen des fonctions cylindriques [12]: 


R(r)=CiVrI (Br 2) + CC; VrAN,(Br-172), (2) 


v=—>0, B = 2v V 2ua/ñ2. 


Le premier terme dans (2) pour r—+ œ devient constant, tandis 
que le second diverge proportionnellement à r. Aussi la détermina- 
tion des paramètres du champ répondant à l’apparition de nouveaux 
états s du s.d. exige-t-elle le choix de C, = 0. Dans ce cas la 
condition à la limite À (a) = O0 définit sous la forme non explicite 
les valeurs cherchées des paramètres du potentiel : 


J, (Bat) = 0. (3) 


La plus petite valeur de la racine de la fonction de Bessel de (3) 
détermine les paramètres du potentiel pour lesquels apparaît le 
premier état s du s.d. (et, par suite, le premier état du s.d. en général). 
En particulier, pour r = 3, on a v = 1 et, compte tenu de la valeur 
z1 = 3,83 de la première racine de la fonction J, (x) (sans compter 
x — 0), on obtient la condition d'existence d'états du s.d. dans le 
champ de l’aspect considéré pour z = 3: 


ua/ah?=> 1718 = 1,83. 


4.38. Notons par £, (À) l'énergie du n-ième niveau au sein du 
champ de la forme 


U(r, A) = U (r) + AÔU (r). 
Sur la base du résultat obtenu dans le problème 1.28, on a 


0En (à 0H 
(Gr Ju = OU )an > 0, 
et l’assertion du problème s’avère évidente, vu que E, = E, (à = 


= 0), Ë,— = E, (1 = 1) (le signe d'égalité ne se réalise dans la relation 
établie que pour ÔU = 0). 


17° 
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4.39. Comme il est connu (voir, par exemple, [3]), dans le champ 
U = — a/r° pour ua << hi°/8 les états du s.d. manquent et, pour 
ua >> h°/8 il y a chute de la particule sur le centre du champ. 

Comme —U,/sh° (r/a)> — U,a*/r?, alors, selon le problème 
précédent. on peut postuler qu’à la condition ua?{/, << k°/8 dans 
le champ étudié les états du s.d. manquent. Mais si pa?U, > h°/8, il 
y a chute de la particule sur le centre du champ, car avec r — 0 on 
aU(r) Æ — Uoa*/r, et la condition de chute n’est fonction que du 
comportement du potentiel à des faibles distances r—+ 0. 

4.40. Une étude analogue à celle menée avec la résolution du 
problème 2.22 aboutit à la valeur moyenne suivante 


7. 1 
(P}n, “2 — nn: da — 2na E, 1. 


4.41. Ayant en vue des considérations générales sur les calculs 
variationnels les plus sommaires de l'énergie d'état fondamental 
de la particule, exposées lors de la résolution du problème 2.27, il 
vient : 

a) [CF = (2x*/n)*”, déduit de la condition de normalisation 
de la f.o. d’essai 


Tr. \ re qy — SA 

D 2%U 2h, IVFIE ar = 2u ? 

U — __ — | Lip av = VV Ëcx 
r Jr me. 


En minimisant la valeur E(x)= T +UÜ en x, il vient 


. ET 4 pa? 2 
(Es)r=min ÉG)= — He & —0,42 He. (1) 
2 — 15 7 _ 9h FT 54 
D) ICF=sr, fer, es, . 
5 2 L 
(Eo)var — — 16 Les  — 0,31 a. 


Les valeurs (1), (2) de la grandeur (E;)var selon le sens des calculs 
sont la valeur approchée ÆE, de l'énergie d’état fondamental d'une 
particule dans le champ coulombien. La valeur exacte est Æ, = 
= —ua*/2h*. 

Vu que le calcul variationnel de l'énergie d'état fondamental 
aboutit toujours à une valeur quelque peu surestimée de £, (£E0< 
< (Eo)var), on peut dès le début, même en ignorant la valeur exacte 
de Æ,, affirmer que la valeur de (1) est plus proche de la valeur exacte 
que celle de (2). 
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4.42. a) | C | = «°/x, déduit de la condition de normalisation 
de la f.o. d'essai 


T=ha;2u, U—3k/2a?, 


1 
Ep, - min FG -V ho à 1,73h0 ; O 

15 = 5h° 7 ka! 

b) [CT = 9na> ? T — es , U-“+, 
(2) 


(Es)var = min E (a) = 2 PA So æ 1,69%0. 


Les résultats (1), (2) du calcul variationnel le plus sommaire de 
l'énergie d'état fondamental d’un oscillateur doivent être comparés 
à la valeur exacte E, — 3hw/2 (voir, par exemple, 4.23). 

4.43. La fonction d’essai indiquée décrit l’état d'une particule 
de moment ! — 1. Cette fonction, de même que la f.o. exacte d’état 
de n, — 0, ? — 1. se comporte comme il le faut pour r— 0 (Y © rl) 
et sa partie radiale est démunie de zéros. Aussi peut-on s'attendre 
à ce que la valeur moyenne de l'énergie de la particule après mini- 
misation suivant le paramètre variationnel x soit suffisamment pro- 
che de la valeur exacte En =0, 1=1. En calculant les intégrales en 


coordonnées sphériques et tenant der de la relation 
| n; in, dQ = 37 7 din 


on obtient après des calculs assez simples : 
| a | — 8%5 y 2/n°, déduit de la condition de normalisation de la 
fonction d'onde d'essai 


7  h? 5h°x° a 4 V'2ar 
__ _ 16 par pa? 
(Eoi)var = min E (x) (x) — FAT CE 0,113 


Ce dernier résultat doit être comparé à la valeur exacte de la 
grandeur étudiée égale à —ua?/8h°? — —0,125ua°/2. 
4.44. Compte tenu des remarques formulées 10 de la résolution 
du problème précédent, on obtient 
2 _ T 
laf=—, Ter, Aa ? 


(1) 


La valeur exacte de l'énergie calculée est 54/2. 
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4.45. La fonction de Green satisfait à l'équation (£E — 
= — fix3/2u < 0) 


2 (— A+) Gr(r, r)=6(r—r'). (1) 


Des considérations de symétrie il s'ensuit de façon évidente que 
c'est une fonction de la forme G£ = f (| r — r’|) (c'est-à-dire qu’elle 
ne dépend que de | r — r’|). De plus, la fonction f (r) satisfait à l'é- 
quation 


(— A+) f(r) = 6 (r). (2 


Vu que dans les coordonnées sphériques À = À, + Ao,g Ar = 
| 2 17 Le ° vw e,% Cd Q 
= 7 r, l'équation (2) pour r  O peut être écrite sous la forme 


_ (rf) — #2 (rf) = 0. 


Sa solution : 


f= etes (20). 


La condition de décroissance de la fonction de Green pour r— oo 
exige le choix de C, = 0, tandis que la relation a+ — — 4xû (r) 


permet de déterminer la valeur de la constante C, et finalement la 
forme de GE: 


NH e-xie-rl 


En se servant de la fonction de Green, on peut écrire l’é.Sch. 
pour les états du s.d. sous forme d'une équation intégrale : 


Yr)=— | Grtr, r'}U(r')Y(r')dv'= 


.’ 


La 
 exir r°| 


— È | ——" U (r) Wir’) dV' (4) 


— 
— 


(comparer à la solution du problème 2.36). 

4.46. Appliquons l'équation (4) du problème précédent à la f.o. 
d'état fondamental d’une particule (1 — 0) avec Eo << 0, en posant 
que cet état existe. Cmme la f.o. Y, (r) d'état fondamental est 
sphériquement symétrique et ne possède pas de zéros (de sorte que 
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sans restreindre la généralité de l’étude on peut la considérer comme 
non négative, VW, (r)> 0), dans l’équation 
-xir-r’| 


PRO 


—U (r°)] F (7°) dv” (1) 
l'expression sous le signe d’intégrale est aussi non négative. 

En notant par r, la valeur de r pour laquelle la fonction Y, devient 
maximale. on déduit de (1) rs 


PE hr Vo) | er IU tr) dv", (2) 


qui se vérifie pour toute valeur de la variable r (y compris 
celle de r = ro). 
Compte tenu de la relation 
dQ” : . 
EN 


Ir—r | 


obtenue par intégration en angles du développement | r — r’|-! 
suivant les polynômes de Legendre, introduit dans 4.29, il vient 
de (2) 


4 è ’ L 
TS <# r'IU (r')l dr’, (3) 


et comme la valeur maximale du premier membre de cette relation 
est une unité, il s'ensuit directement de (3) la condition nécessaire 
cherchée d'existence d'états du spectre discontinu dans le champ 
U (r). 

Avant en vue la liaison du spectre énergétique de la particule 
dans un champ central avec le spectre du cas unidimensionnel, 
établie dans 4.36, on note sans peine que le résultat du problème 
étudié est analogue à celui obtenu dans le problème 2.40 pour un 
mouvement à une dimension. 

a) La condition nécessaire: E = paU,/h* > 1; 

la condition exacte: EZ> n°/8 — 1,24. 

b) £ = pa U,/hk*> 1/2 (£ >> 0,72 — condition exacte). 

4.47. Appliquons l'équation (4) du problème 4.45 à la f.o. d'état 
du s.d. aux nombres quantiques nr, = 0 et un / quelconque, en admet- 
tant qu'un tel état existe. Etudions, pour fixer les idées, la valeur 
m —= 0, de sorte que la f.o. prend la forme 


Fn,=0, 1, m=0 — Pi (cos 6) f,(r), (1) 
tandis que l'équation initiale devient 
P,(cos 8) f, (r) = 


er xkir-e1 ; ; j ; 
= | Ti Ur) Pi (cos 0") fi(r') dV". (2) 


r—r | 
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La fonction j, (r) de (1) ne présente pas de zéros (sans compter 
les zéros avec r — Ü, ), et, sans restreindre la généralité, on peut 
admettre qu'elle n'est pas négative, f,> 0. Etant donné qu'on s’in- 
téresse à la condition d'existence d'états du s.d. apparaissant avec 
l’approfondissement du puits, et, dans les conditions où le niveau 
ne fait qu'apparaître, ce dernier est doué d'énergie de liaison aussi 
petite que l’on veut, alors, en envisageant notamment cette situa- 
tion. on est en mesure de remplacer dans l'équation (2) exp (—%xl r — 
— r’|) par une unité. Ensuite, en se servant du développement de 
|r — r'|"l' en série suivant les polynômes de Legendre. introduit 
dans la résolution du problème 4.29, et, compte tenu du théorème 
d’addition des polynômes de Legendre 


P,(cos y) — P, (cos 8) .. (cos 8”) + 


({—m)\ ,,m m,. , , 
+3 2 ni ji PE (cos 6) P (cos 8°) cos m (@— p'}, 


COS y — cos 6 cos 0” + sin 6 sin 0” cos (p— p') 


(y étant l'angle entre les vecteurs r et r’), on peut dans le second 
membre de l'équation (2) procéder à l'intégration en angles et obtenir 
l'inégalité (comparer à la solution du problème précédent) 


AO mere | f')IU (r')1r' dr’. (3) 


En posant dans (3) la valeur de r égale à r,, pour laquelle }j, (r) 
devient maximale, et en sortant de sous le signe d’intégrale la fonc- 
tion /, (r') au point r = r, (ce qui ne peut que renforcer l'inégalité 
(3)), on aboutit sans peine à la condition cherchée 


| r|U (r)ldr EEE DR 


2u 
20 j 


4.48. Cherchons la valeur moyenne de l'énergie d’une particule 
dans l’état étudié (| C |* — x°/x étant déduit de la condition de 
normalisation de la f.o. d'essai): 

T=hx2/u, U=4% | rU (rje-2#r dr, E=T+U. 
0 
__ Comme E,< E (Es étant l'énergie d'état fondamental), pour 
E < 0 dans le champ il y a notoirement au moins un état du s.d, 
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Donc si pour une valeur quelconque du paramètre x >> 0 est rem- 
plie l'inégalité 


JU (r)|r?e-?*r dr >h?/81u, (1} 


7 


on a dans le champ un état du s.d. 

Il est manifeste que la valeur optimale du paramètre x (pour 
laquelle est remplie la condition (1)) est celle pour laquelle l’ex- 
pression dans le premier membre de (1), qui est fonction de x, devient 
maximale. De sorte que la condition suffisante cherchée d'existence 
d'états du s.d. prend la forme 


max {% * | [U (r)r2e-2#r dr} he? 8. (2} 
” 


a) La condition (2) prend la forme 


a h° 
max {axa?e-**a} > Br , ou Ë= TE> >+% & 0,68. 


La condition exacte d'existence d'états du s.d. est: E> 0,5. 
b) eee 0,84—condition suffisante; E2>0,12—con- 
dition exacte d'existence d'états du s.d. 
4.49. a) EE, —0,5; E —0,5; E — e;4 & 0,68 ; 
b) E,—=0,5; E&&0,72; E—27/32x% 0,84; 
C) En =0,5; E—0,84; E,- 1. 
Notons que, comme il fallait s’y attendre, En < Eo < Es. 


4.50. Des calculs analogues à ceux menés dans le problème 4.48 
aboutissent à la condition suffisante d'existence d'états du s.d. de 


l'aspect E = pa Uk > — SES & 1,94. 


La condition PR d'existence est È> 1; la condition 
exacte (calculée sur l’ordinateur) est E => 1,34. 

4.51. La condition suffisante d'existence d'au moins un niveau 
d'énergie du s.d. à moment L — 1 est de la forme 


max {5 ralU (r)|e-°x7 dr} ><. (1) 
Ù 


Pour le potentiel de Yukawa la condition (1) prend l'aspect 
ë = uaa/h°> 128/27 & 4,14, tandis que la condition nécessaire, en 
conformité avec 4.47, donne E > 3/2. 
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4.52. La f.o. ©, (p) d'état fondamental de la particule en repré- 
sentation d'impulsion est de la forme 


1 ee ET 1 #1 
Do(p)— 7 | Ya (r) e- ir dV = 74 RE (e=) 


La distribution en impulsions de la particule est: dw (p) = 
.. ®, (p) * dp. 
4.53. La f.0o. normée d’état fondamental d’une particule selon le 
résultat du problème 4.33 est de la forme (7, — 0, 1 = 0 


LE (r) = —— er __1 _sin(nr/a) rLa. 


9 


La f.o. en représentation d’impulsion 


4 e hs 1/2 : !R 
= mer [Me ray — ln 


définit la fonction de distribution en impulsions de la particule 


: H3 sin? hi 
du = |Do (pl dp= + pe Pere dP- 


&.54. L'é.Sch. en représentation d’impulsion est de la forme 
{voir problème 2.33) 


EE d{p)+ | D (@—p') © (p°) dp' = ED (p), (1) 


7: 1 : 
U (q) = GA | U (r)exp(—iqr/h) dv. 


Pour le potentiel fonctionnel 6 on a 


Pad dd : : h 
U(D = —5 | (r—a)e- ir dV = — RE? (2) 


En portant (2) dans l’équation (1) et en tenant compte du fait 
que pour les états à L = 0, la f.o. O (p) ne dépend pas des variables 
angulaires, on peut écrire cette équation sous la forme 


{2 —E)® (p)— 


a. = = 
. sin LV 2452 2p5 cos 0 Dre _ 
— ma r+2rpem) p°sin6d6dp=0. (3) 
| V 2452 2p} cos 0 


SOLUTIONS 267 


Après une intégration élémentaire en angle 6 l'équation (3) 
prend la forme 


(HE) ©tp— ain (2€) | sin (2e) © 5450 (4) 
En notant dans l'équation (4) 


sin (pa/h) ® (p) pdp=C, (5) 


écrivons sa solution : 


_ AuaC sin (pa/h) 
O (p) = AGDE) p (6) 


La condition de coordination des expressions (5) et (6) aboutit 
à la relation 


äua ( sin (pe/À : 
da | me dpt. on 
définissant les niveaux d'énergie du s.d. £ = — }°x*/2u < 0. 
En récrivant la relation (7) sous la forme 
C 1— cos (2pa/ñ 
ie sn ë 


et en calculant l'intégrale à l’aide du théorème des résidus (en utili- 
sant de plus la relation cos x = (eï* + e-i*)/2), il vient 


E (1 — e-20x) = H. (9) 


La relation (9) définissant le spectre énergétique d'états s du s.d. 
est tout naturellement équivalente à la condition (2) du problé- 
me 4.34 pour ! = 0 obtenue à partir de la solution de l’é.Sch. en 
représentation de coordonnées. 

Il s'ensuit de la relation (9) que pour & = uaa/h°® > 1/2 il y a au 
sein du puits un état s du s.d., et pour ë << 1/2 il n’v a plus d'états 
du s.d. (le puits est incapable de « lier » la particule). 

4.55. La solution de ce problème peut être obtenue par de simples 
remplacements dans les formules du problème précédent. 

Il suffit pour cela d’avoir en vue deux circonstances. 

1. La solution de l'équation initiale — de l'équation (1) du 
problème précédent — doit remplir la condition © (p) = 0 avec 
P< Po. Aussi les formules (3)-(5), (7) du problème précédent con- 
servent-elles également leur force dans les conditions du présent 
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problème si la borne inférieure d'intégration en p (égale à zéro) y est 
remplacée par la valeur p, (dans ce cas la f.o. ne prend la forme don- 
née dans l'expression (6) du problème précédent que pour p > po). 

2. A l’état lié (à l’état du s.d.) correspondent maintenant les 
valeurs d'énergie de la particule £ << E, = p°/2u (et non pas E < 0, 
comme cela était dans le problème précédent), car c'est justement 
la grandeur £, qui est la valeur minimale de l'énergie des particules 
« libres ». Aussi les niveaux énergétiques du s.d. de la particule se 
déterminent-ils à partir de l'équation 


4ua sin® (pa/h) _: | 
ee re dP= 1, (1) 

Po 
de plus, les valeurs cherchées de £ doivent satisfaire à la condition 
E T E,. 

On constate sans peine que l'équation (1) ne possède pour toutes 
valeurs des paramètres du potentiel (mais naturellement avec &« >> 0) 
qu'une seule (et rien qu'une seule) solution, vu que le premier mem- 
bre de l’équation (1). fonction de la variable Æ, décroît de façon 
monotone avec l’accroissement de Æ à partir de la valeur zéro pour 
E— — oc jusqu’à la valeur + pour £— E, (on admet que p, + 
Æ nrh/a). 

Pour obtenir la grandeur de l'énergie de liaison de la particule 
e — E, — E >0 au cas d’un puits peu profond £ — uza/h°< 1, 
on remarque que pour ë—+ 0 il s'ensuit de l'équation (1) que £—+ E,;, 
e—+ 0 (pour € — 0 l'intégrale dans (1) diverge sur la borne inférieure) 
et la valeur de l'intégrale dans (1) se définit dans le domaine des 
valeurs de p voisines de la borne inférieure. 

Donc, pour e—+ 0 il vient 


Les) Le, 2 
| sin (pa/h) dp maine (2) | dp — 
p°— pi + 2e li p?— pi + 2ue 
Po 


sin* (Poa/h) j__ € 9 
2, ge 9 


et de l'équation (1) pour E 1 on obtient l'énergie de liaison de la 
particule : 


e E, exp {—npoa/2£h sin* (poa/h))}. (3) 


Puisque dans le calcul de l'intégrale (2) on ne s’est limité pour 
e—+ 0 qu'au calcul de la partie singulière (divergeante) de l’intégra- 
le, la formule (2) se justifie jusqu’à un terme constant près (pour 
e — 0) (que l’on ne calcule pas). Aussi dans la formule (3) n'écrit-on 
pas l'égalité approchée admettant qu'avec le calcul du facteur 
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préexponentiel il faudrait calculer l'intégrale (2) de façon plus 
précise. 
Notons que pour E— 0 l'énergie de liaison de la particule tend 
vers zéro suivant la loi exponentielle: = Æ, exp (—c/E). 
4.56. En représentant la f.o. d'états stationnaires d’une particule 
à L — O0 sous la forme V0, mo — Ry (r}/r, où k = V'2uE/R?. 
on obtient pour la fonction À, l'équation 


RE + ME G(r— a) Ry—kRy. (1) 


Pour obtenir des niveaux quasi discrets, il faut trouver des 
solutions de l'équation (1) qui soient pour r — de la forme À, (r)c» 
cs exp (ikr) (comme on le sait, en posant ainsi le problème, on 
n'obtient la solution que pour certaines valeurs complexes de la 
grandeur À — k; — ik, ki, >0; alors £ = Es — iT/2, E, étant 
l'énergie du niveau, l — — dE 1./u sa largeur). 

La solution de l'équation (1) satisfaisant aux conditions exigées 
est de la forme 


C,sin(kr), r<a, 


j'ie Csexp{ikr), r>a. 


Les conditions de raccordement de la f.o. au point r = a (voir 
2.10) conduisent à la relation 


ika — ka cotg ka — US (3) 


qui détermine le spectre des niveaux quasi discrets (à ! — O0). 

Il s'ensuit de l'équation (3) au cas de £ = uaa/h* 5 1 que les 
valeurs de la grandeur ka pour les niveaux inférieurs (tels que 
| ka | E) sont proches de (7 + 1)x, et. en représentant les valeurs 
des racines de l’équation (3) sous la forme 


k,a={(n+ijn+e—ie, (n—0, 1,...; |es,2| 1), 
on obtient sans peine de (3) les valeurs approchées de €, et €, : 


(n+1)x n (a+ 1} n° 
DR — Es VEN ZE 


et, simultanément, l'énergie ÆE, du niveau quasi discret et sa 
largeur F : 


CECI 


ee has (n+ 1) 
: 2ua* \ = | 


Fs 
? n 2ua?E° 
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Les energies des niveaux quasi discrets sont proches des niveaux 
énergétiques d'une particule dans un puits de potentiel de profon- 
deur infinie de rayon a (voir 4.33). Pour E—> , quand la barrière 
de potentiel devient étanche pour les particules, les niveaux quasi 
discrets se transforment en des niveaux correspondants du s.d. 


CHAPITRE 5 
SPIN 


5.1. Les f.p. Ÿ. =(;) et les v.p. s, de l'opérateur $, = 64/2 
s’obtiennent à partir de la solution de l’équation 


x O 1\/a 1 /b 
Y. —s.Y. : {  _- _. a 
RSR EL TE L G)=2(0)=s(5): 


b—2s,a, a—2s,b. (1) 


La svlution non triviale du système d'équations (1) n'existe 
qu’à la condition que 4s5 — 1 qui détermine les valeurs possibles 
(le spectre) de la grandeur s, = +1/2. De (1) il s'ensuit : a — b 
pour s, = 1/2 et a = — b pour s, = — 1/2. Normées à l'unité 
IR PE =|af + be = les f.p. W, sont de la forme 


4 f1 1 
eue (;) EX À 1) 


De façon analogue on obtient 
1 fi 1 1 


| 0 
Vur=(c) ; Vs = 1) 


9.2. L'opérateur spin S — 0/2 est un opérateur d'une grandeur 
vectorielle (plus précisément, pseudovectorielle); aussi l’opérateur 


d’où 


projection du spin S, sur une direction arbitraire n (n°? — 1) doit-il 
s'exprimer au moyen d'opérateurs composantes du spin Su. $, ï %., 
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comme dans le cas d’un vecteur ordinaire (non opératoriel), c'est-à- 
dire 

5, = n5 = {no = { (sin 0 cos p-6, + sin 0 sin p-6, + cos 0.5 

Sn =nS=7n0= (sin cos p-6, + sin 6 sin p-0, + cos 0 -0,), 


où 6, y sont les angles polaire et azimutal définissant la direction 
du vecteur n. En se servant de la forme explicite des matrices de 


Pauli, l'opérateur s, peut s'exprimer sous forme d'une matrice 
carrée à deux lignes: 


a À cos 6 sinO0-e-iv 
Sa =+| . : 
M 2 \sin@0-ii® —cos0 

La valeur s, dans l'état Y,, à valeur déterminée s, de la pro- 
jection du spin sur l’axe z avec s, = + 1/2 vaut 


2. à 10 cos  sinO.e-iv 6 { ; 
Sn=qUU sinG-eif —cos@ | p)=+ ces | 


De façon analogue pour s, — — 1/2, on obtient s, — — (cos 8)/2. 

Notons que la valeur de s, = s, cos 8 peut être écrite sans calculs 
en nous appuyant sur le résultat du problème 3.14. 

Désignons par w (+) la probabilité de la valeur de la projection 
du spin s, = 1/2, w (—) — 1 — w (+) la probabilité de la valeur 


$, — —4/2. En tenant compte de ce que s, = s. cos 8, il vient 
= 1 
s,=w(+)z+uw—)(—5)=St20(+)—11=5,0080, 
w(+)= Hit, w(—)= HE, 


En particulier, pour s, — “+ 1/2 on a w (+) — cos*(0/2), w (—) = 
— sin” (0/2). 
5.3. L'opérateur possède deux v.p. égales à f,,, = a + b. 
9.4. Comme la projection du spin sur tout axe ne prend que deux 
valeurs égales à + 1/2, le carré de la projection du spin (sur tout 
axe) possède toujours en état quelconque la valeur déterminée 1/4. 


5.5. De l'hermiticité de l'opérateur, de la matrice L — L*, il 


’ . Fr a b 
s'ensuit que L =(;. À 


ce L, comme d’ailleurs tout opérateur hermitien, peut être par une 
transformation unitaire réduite à la forme diagonale L' = (à , OÙ 
les nombres réels L,, , sont les valeurs propres de la matrice (de l'opé- 
rateur) correspondante L. L'invariance de la trace et du déterminant 


}» a, c.étant des nombres réels. Cette matri- 
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de la matrice relativement aux transformations unitaires (voir 1.62) 
permet d'écrire les relations 
Spl=a+c=1l,+L, det L = ac— [b[? = [,l, 
et l’on obtient les v.p. cherchées 
La + y EE + hop. 
9.6. Le système ui de matrices carrées du 2-ième rang se 


compose de quatre matrices indépendantes. L'indépendance des 


quatre matrices /, 0; s’avère évidente (voir de même la note à la 
fin de la solution du problème). 

En se servant de la trace dans les deux membres de la relation 
étudiée 


Â=—a,l+ao=a,l+a;0, (1) 


et en tenant compte de ce que Sp 5, = 0, Sp 1 = 2, il vient 5 = 
— 1/2 Sp À. 

En multipliant l'égalité (1) à droite par la matrice CA et en utili- 
sant la propriété des matrices de Pauli 0:04 = 6,1 + En on 


obtient (en calculant la trace) a; — 1/2 Sp (40) — 1/2 Sp (0,4). 
Notons que les valeurs établies des grandeurs &,, a; démontrent 


l'indépendance des matrices 1, Gi, car pour À — 0 dans l'égalité (1) 
on à ay — 0, a = 0 
5.7. |0,1—V o2—7, lo] =] e=Vii 


Vu que G.6—2i0, comme cela s'ensuit directement des 
relations de commutativité établies pour les matrices de Pauli, 


on a (6-6 . 6) = Gi. 
5.8. Vu que 0,0, — Op + iEsmOyr (Ga)? — Oyj = @ja; —<a° et 


. a”, n— pair, 
(oa)" — À | | 
an-1(oa), n—impair. 


9.9. Etant donné que l'opérateur Î — a + bo a deux v.p. distinc- 


tes (voir 95.3), l'opérateur FÊ—=F (ÿ) s’obtient sans peine du résultat 
obtenu dans le problème 1.52: 


pere» , FU) FUN pG. (1) 
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En se fondant sur (1), il vient 


exp (iao) = cos a +isina (o =). 


5.10. En représentation s, l’opérateur (la matrice) S. est diagonal 


, » 7 , : 2 À Â L 
et a la forme de l’opérateur s, en représentation S,: S. — 7, ) 


A PS 
L'aspect des opérateurs s, et s, en représentation s, ne se définit pas 
de façon univoque: il y a une infinité de procédés du choix de ces 
opérateurs (tous ces différents procédés de choix sont liés par la trans- 


formation unitaire laissant la matrice s. diagonale). Toutefois, quel 


que soit le choix des opérateurs s,, s, entre ces derniers (et s,) doivent 
se conserver les relations de commutativité entre les composantes du 


moment [s;, s,] = ieyxSr. 
Aa 
Un de ces choix d’opérateurs s est de la forme 


æ& A | A = , & A 
S+ — 0,2, Sy — o,/2, S} == 0,/2 (1) 


(on l’obtient par permutation cyclique à partir de la représentation 
standard d’opérateurs des composantes du spin: s, _ 0,/2, Sy = 
= 0,/2, $, = 0,12). 

Donnons un choix possible de la collection d'opérateurs du spin 
en représentation s,: 5, — 0/2, Sy = 6/2, S, = — 0,/2. 

La forme d'opérateurs des composantes du spin (1) peut être 
obtenue à partir de la représentation standard 6/2 à l'aide de Ja 
transformation unitaire Ü:s — Ü (o/2)Ü*. On laisse au soin du 
lecteur de montrer que l'opérateur Ü est de la forme 


5.11. 


nn O0 1 . à a 0 0 
éme ig=( «? iii, =(, 4 À 


9.12. Cherchons les f.p. Fs,=t/ =(?) d'opérateur projection 


du spin sur l’axe à direction déterminée dans l’espace par le vecteur 
unitaire n (voir 5.2). Compte tenu de la forme explicite de l’opérateur 


18—01572 
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S,, on obtient sans peine de l'équation aux f.p. CA'PRRTE 
=LY, 
a sin (0/2) — be-ivcos(0/2). (1) 


Pour a — cos(6/2), selon (1), b = e‘vsin(8/2) et W, 172 prend la 
forme indiquée dans les conditions du problème, de plus 68 = 2a, 
p = B sont les angles polaire et azimutal de la direction du vecteur 
n la projection du spin sur laquelle possède la valeur déterminée 


Se = 

En posant 0 = 24 = n/2 et q — B = 0, on obtient la fonction 
propre W, 12. Pour 0 — x/2 et @ — x, on trouve la f.p. W, 1,2, 
etc. | 

9.13. L'opérateur projectif P, 1,2 doit posséder les propriétés 
suivantes. 

1. Avec l’action sur la f.o. d'état à projection du spin s, — — 1/2 
sur l’axe z on doit aboutir à zéro. Il s'ensuit de cette propriété que 


Pom = af +6.) (a étant une constante arbitraire). 

2. Avec l’action sur la f.o. d'état à s. — 1/2 l’opérateur doit la 
conserver inchangée, ce qui donne a — 1/2. 

Donc, 


A 


1 A 
Psmti = + (1 md O,). (1) 
Les opérateurs projectifs (1), comme il fallait s’y attendre, sont 
hermitiens et satisfont à la relation Pia = P° =+12 (Voir 1.35). 
A {1 A 
5.14. Ps=+12= 5 (1 + on). 
En agissant avec l'opérateur Ps =i2 sur une fonction de spin 


quelconque Ÿ, on obtient la f.p. Ÿ, —1,2 de l'opérateur Sn répondant 


à la v.p. s, — 1/2. Une fois choisie Y sous forme de Y =(() , il vient 


: OR | 1 + cos 0 
1 + 1 
ami = Pair T = (0) | }- 


eivsin 0 
0 cos (0/2) 
Ta Le sin no ° 
La forme trouvée de la fonction de spin W, 1: (non normée) 


est en accord avec le résultat du problème 5.12 (6, @ étant les angles 
polaire et azimutal de la direction du vecteur n). 
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9.19. La transformation de la fonction de spin Ÿ au cours des 
rotations du système de coordonnées (transformation spinorielle) est 
analogue à la transformation de la f.o. d’état d’une particule à va- 
leur déterminée du moment l'en représentation !, introduite dans 3.19 : 


= ki = exp{ig +) = (cos Fe +isin + 004) Y. (1) 
De (1) découle la loi de transformation de la fonction de spin 
PF = op, pl: 


D*" — D* (cos  — i sin + on). (2) 


Compte tenu de (1) et (2), on obtient sans peine que D*'#” — 
= D*Y. 
5.16. En utilisant les relations (1) et (2) du problème précédent 


et la formule 04 = Ôyn + ieimO après des transformations sim- 
ples on obtient 

V' = +0" = cos p- V — sin po-InV]+2sin?-nç(noV), (1) 
ce qui constitue la loi de transformation d’un vecteur à la rotation 
du système de coordonnées mentionnée dans les conditions du pro- 
blème précédent. En particulier, pour no = (0, O, 1) (rotation du 
système de coordonnées relativement à l’axe z), il s'ensuit de (1) 


V:=cosp-V,.+sinp-V,, V,=—sinp,-.V,+cosm:",, 
A 2 


1 1 
9.17. La forme des fonctions de spin vu (0) (0) 
1 2 


(0 0 —. 
et Vi: =(, () est évidente. 
1 2 


De la condition S2Y,, — 0 il s'ensuit 
CSS 0) = IIS Pool = IS 2 Tool? + 11S y Pool? + 112 Tooll? = 0, 


de sorte que 


ou 


k A ‘ 1 
S x oo = 5 [0x1 + 0x2] {c: 0 


es 
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ce qui donne C, = — C, pour la fonction Y,,. Les fonctions Y,, 
et Y,, étant orthogonales, C; = C, pour la fonction W,,. 
Donc les f.p. normées Y,, et W,, sont de la forme 


tea ((0)(4)+(0), (0) 
tea ((0)(1),-) Co): 


Les fonctions Wss, obtenues présentent une symétrie déterminée 
relativement à la permutation des variables de spin des deux parti- 
cules (elles sont symétriques pour S$ — 1 et antisymétriques pour 
S — 0) en accord avec le résultat du problème 3.39. 


5.18. Comme $°— Z (o, + 0.)° et 6° — 3, alors 010, — — 3 + 


+ 2$? et les f.p. de l’opérateur S$? sont également les f.p. de l’opéra- 
teur 10) répondant aux v.p. — 3 (pour S — O)et +1 (pour S = 1). 
Notons que si l’on centre les valeurs de l’opérateur 10: suivant 
quatre états indépendants aux valeurs déterminées S et S,, en admet- 
tant qu'ils sont équiprobables, la valeur moyenne s'avère alors 
égale à zéro. 
5.19. Représentons la fonction de spin sous forme de 


1 1 
Vas = 7 [PaXs + XaPsl + 5 [Pats — XaPale (1) 


Compte tenu du résultat obtenu dans le problème 5.17 sur la 
symétrie des fonctions de spin Vs. relativement à la permutation 
des variables de spin des deux particules, on remarque que le premier 
terme dans le second membre de (1) répond à la valeur S = 1 du 
spin total, tandis que le second terme de l’addition, à la valeur 


Etant donné que la fonction initiale W,s est normée à l'unité, 
la normalisation de chacun des termes de l’addition dans l’expres- 
sion (1) définit la probabilité de la valeur correspondante du spin 
total. Donc, il vient 


w(S—0, 1) = (pit F XP) (Pets F La) = 7 (1 F IPête |?) 
où le signe « + » se rapporte à S = 1, le signe « —» à S — 0; 
$? — 2w (S — 1). 

9.20. Vu que l'opérateur hermitien 616, n'a que deux v.p. 
distinctes égales à —3 et +1 (voir 5.18), on a la relation (0,0 o— 1) x 
X (6,0, + 3) = 0 ou (0,0,)° = 3 — 20,5, (comparer à 1.27). 
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5.21. En s'appuyant sur les résultats obtenus dans les problè- 
mes 1.52 et 5.18, on aboutit sans peine à 


P= OH EP) ïje CHI PUR) 


5.22. L'aspect d'opérateurs projectifs s'obtient sans peine si 
l'on tient compte du fait que les f.p. de l'opérateur S° sont également 


6,02. 


des f.p. de l’opérateur O0 : 


: 1— 010 34-019 


9.23. Représentons une fonction de spin arbitraire sous la forme 
1 1 
Fos = 7 Vas + Vôal +3 Ta — Ypals (1) 


où le premier et le second termes de l’addition dans le second membre 
sont des fonctions de spin décrivant les états à valeur déterminée du 
spin total S — 4 et S — O0 respectivement, ce qui s’ensuit de la 
nature de la symétrie de ces fonctions relativement à la permutation 
des variables de spin des deux particules. D’après le sens d'opérateurs 


projectifs Ps: il vient 


A Â Cu 4 
Pan Vos (Vos+ Var Ps-0Vos = [Vos— Ypal- (2) 
2 2 


Selon la définition de l'opérateur C 
2 1 1 
CE — Ya 9 RLT g LE TD [Pos — Ya) (3) 


et de (2), (3), compte tenu de la forme explicite des opérateurs pro- 
jectifs, établie dans le problème précédent, il vient 


= Ps — Ps = 8, (4) 


Notons les propriétés suivantes de l'opérateur C. C’est un opéra- 
teur hermitien. Ses f.p. sont des fonctions de spin répondant à la 
valeur déterminée du spin total S, tandis que les v.p. correspondantes 
sont égales à +1 pour $ — 1 et —1 pour S = 0. Il est immédiat 


que C? = 1. 

9.24. On voit aussitôt que les opérateurs projectifs sur les états 
à projection déterminée du spin total sur l’axe z valant +1 sont de la 
forme 


z ? 2 2 


Ps = Sz G:-E9 Ps = dE (S:—1) ($,— 213-708 
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Ensuite, il devient évident que 


Psni,s1= Ps, Pi,-3= Ps =-1, 


Poo= Ps-0=7(1— 66) (voir 5.22). 


De la relation > Bss. = Lo + L, + A + A -—=1 on tire 
SS, * 
l'aspect de l'opérateur 


n 1 — 201:02: + 0102 
Py = e 


5.25. a) Les fonctions de spin ss sont des f.p. de l'opéra- 


teur Ÿ, auxquelles correspondent les v.p. de cet opérateur valant 


(Va)ss, = 228, — 3b + 2bS (S +1) 


(car Ê,—(0,,+0,,)/2 et 010, = —3-+ 2$2). 
b) Cherchons la forme de l'opérateur 


A a Ge ,* A , Gi —a A À A 
Va = ns 2 (O4z + Oz) + 5  (O1z — Oz) + 00102 


en représentation SS.,. En cette représentation c’est une matrice 
aux éléments valant 


(Vs = (Vis: Vs). (1) 


En appliquant aux éléments matriciels la numération suivante 
d'états définis par les nombres quantiques SS,: 


S=1, S,—=1—>1; 1, —1—2;, 1,0—+3; 0, 0—+4, 
et compte tenu de la forme explicite des fonctions de spin Vos, 
obtenues dans 5.17, on aboutit à la matrice (1): 
A 00 0 A=a,t+a, +b, 
0 B0O 0! B—=—a,—a,-b, 
0 OC EE} C=b, E-—E*—-a,—a., 
0 OE* I D = —3b. 


Au moyen d’une transformation unitaire cette matrice hermi- 
tienne peut acquérir une forme diagonale qui détermine directement 
ses v.p. On conclut sans peine, en s’appuyant sur l'aspect de la 


matrice V., que deux de ses v.p. valent À et B auxquelles corres- 
pondent des f.p. égales à Vous, s—1 et W1,_, respectivement. L'opé- 


V, — 
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rateur unitaire (matrice) diagonalisant la matrice Ÿ, en représenta- 
tion SS. ne « mélange » que les états aux nombres quantiques 1,0 
et 0,0, de sorte que le problème de la recherche de deux autres v.p. 
de la matrice revient à la diagonalisation de la matrice à deux lignes 


de la forme ee ne 
Compte tenu de ce qui a été dit plus haut et du résultat du pro- 
blème 5.5, on obtient les v.p. de l'opérateur Ÿ, : 
(Vrh = A=a+a +6, (Vh = B =—-a— a +b, 
(Viha.s = —b + V(a —a,) +412. 


On laisse au soin du lecteur la recherche des f.p. répondant aux 
V.p. (Vo)s. 4 


9.26. Dans l’état indiqué, le spin total de n oe Le n 
particules possède une valeur déterminée égale à S (nr) — 
9.27. Compte tenu de ce que 


à 
A | A 2 | 1 A A A 
A D Ga =r(> o+ ÿ Gao ) » 
a= À a ab 
6? — 3 et qu'entre les spins de différentes particules il n’y a pas de 


corrélation dans l’état considéré et les valeurs moyennes de ©, valent 


0; i=1,/2, 
Ga! 4, i=5, an, 


_—1, i=3, a>n +1, 


on obtient sans peine 
ST ENT—AnN + 2N + Ant}. (4) 


Notons que la valeur (1) pourrait être écrite sans calculs, en 
s'appuyant sur le résultat du problème 3.37, si l’on considère de 
façon formelle le système de NW particules comme composé de deux 
sous-systèmes dont l’un groupe les n premières particules et possede le 
spin S, = n/2, S,, — n/2, tandis que le second rassemble les parti- 
cules restantes et se caractérise par les nombres quantiques S, — 
=(N — n)/2, S,, = — (N — n)/2. 

5.28. Le spin total ne peut prendre que deux valeurs: S — W/2 
et S — (N — 2)/2 (N > 2), dont les probabilités s’obtiennent faci- 


lement en tenant compte de la valeur $? dans l’état considéré : 


o(S=4)=4, v(sete) 
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9.29. Les probabilités de deux valeurs possibles du moment total 
d’une particule j — L + 1/2 sont égales à (comparer à 3.38) 


1— 2ms. 
21+1 ° 


w(j= + 1/2) = RER, w (j=1—1/2) = 


9.30. Examinons un système composé de N = 2J particules de 
spin s — 1/2; de plus, toutes les particules possèdent une projection 
déterminée du spin s, — + 1/2 sur l’axe z, c’est-à-dire que l’état 
est caractérisé par les ‘valeurs Sd 0:—= J du spin total du sys- 
teme. 

Selon 5.2 dans l’état d’une particule isolée de s, — 1/2, les pro- 
babilités de valeurs de la projection du spin +1/2 sur l'axe dirigé 
suivant le vecteur n valent w (s, — “+ 1/2) — cos* (8/2) et w (s, = 
— —41/2) — sin? (0/2), où 8 est l’angle formé par les axes n et z. 
Choisissons m = J + J, particules (du nombre total 2J) et 


cherchons la probabilité de ce que pour ces particules s, — <+1/2 et 
pour les particules restantes s, — —1/2: 
w = [cos? (8/2) *""{sin2 (8/2)j 7”. (1) 


Si l’on multiplie la grandeur (1) par le nombre total de procédés per- 
mettant de choisir ces m particules du nombre total 2J : 


W (Th) = C237n [cos? (8/2)]/*"n [sin2 (8/2)]"”n, (2) 


on obtient la probabilité W (J,) de ce que dans l’état considére la 
projection du spin total sur la direction du vecteur n vaut J, (J, = 
= (J + J,) 1/2 + (J — J,)—1/2)). 

La formule (2) fournit la solution au problème posé, car la pro- 
babilité cherchée ne dépend pas de la « nature » du moment (orbital 
ou de spin, « élémentaire » ou composé, etc.). 

Notons que le passage de la formule (1) à la formule (2) peut 
sembler incorrect du point de vue de la mécanique quantique, car 
alors on a procédé, grossièrement parlant, à l’addition des probabili- 
tés (et non des amplitudes!). L’explication de cette contradiction 
apparente réside dans le fait que les amplitudes impliquées sont 


orthogonales (vu l'orthogonalité des fonctions de spin (:) et ()) 


et n'interfèrent pas l’une avec l’autre. 
5.31. La f.o. d'état à J — 3/2, J,— 3/2 en représentation j;,jz 
1 
1 
a la forme Y3,2, 3,2 — n (5) . En agissant sur la fonction au 
0 /, - 
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moyen de l’opérateur JT if = ji + je on obtient la fonc- 
tion L'ETS 1/2 : 


0 0 


eat 2 CIO 
LAGJO AGO} » 


(l'aspect des opérateurs ja 2- est donné dans 3.26 et 5.11, le facteur 
1/V 3 de l'expression (1) est introduit à des fins de normalisation). 


De (1) se déduisent les valeurs de probabilités des projections de 
moments sommés sur l’axe z en état à J — 3/2, J, = 1/2: 


- : | 1 : . 1 2 
D (Ga=t)=v (in —7)=, (ji =0)=w(ja= = 7. 


En représentant la f.o. d’état à J — 1/2, J, — 1/2 sous la forme 
1 0 


rame (9) (es JO) 


et compte tenu de l’orthogonalité de cette fonction à Ws,:, 17, on 


obtient les valeurs C; = — y 2, Cs = V 2/3 (compte tenu de la 
normalisation) et avec elles aussi les probabilités des projections 
de moments sommés en état à J — 1/2, J. — 1/2: 


D (= 1)æ uw (fn = —1/2)m= 2/8,  w(j:=0)=w (ja, = 1/2) = 1/8. 


De façon analogue on peut étudier d’autres états mentionnés dans 
les conditions du problème. 

5.32. Dans l’état à valeur maximale possible du spin S — W/2 le 
spin de toutes deux particules vaut 1 et la fonction de spin est symé- 
trique relativement à la permutation des variables de spin de ces 
(et, par suite, de toutes autres) particules (voir, par exemple, 5.17). 

Pour les états à S << N/2 avec N >> 2 la fonction de spin n’a pas, 
généralement parlant, de symétrie déterminée relativement à la 
permutation des variables de spin de toutes deux particules 
(voir 5.33). 

5.33. Les valeurs possibles du spin total sont: S — 3/2, 1/2. 
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Les états de spin à valeurs déterminées S et S - avec S — 1/2 sont 
doublement dégénérés car le spin total S — 1/2 peut être obtenu par 
deux procédés indépendants: 1) par addition des spins de deux 
premières particules en un spin résultant Si2 = 0; 2) par addition 
du spin résultant Si — 1 de deux premières particules au spin de 
la troisième en un spin total S — 1/2. 

Etant donné que le nombre d’états de spin indépendants pour la 
valeur S donnée vaut 2S + 1 (en l’absence de dégénérescence en S), 


le nombre total de tous les états de spin différents est égal à (25 + 
+1)+2(2.5 +1) =8, comme il se doit. 
L'aspect des fonctions de spin Wéms2, s=+3/2 est évident: 


Paseo) (6)(o)e ve--(5) (9).(0). 


Les fonctions de spin d'états à S — 3/2, S, — +1/2 s’obtien- 
nent sans peine si l’on tient compte de la propriété de symétrie des 
fonctions relativement à la permutation des variables de spin de par- 
ticules (voir problème précédent) : 


tess((0) (0). 
ane {(1)(4)(0)+(0),(0)(0)+ 
(GG) 


Si la fonction de spin correspond au spin résultant de deux pre- 
mières particules égal à S,, = 0, elle décrit manifestement l’état 
à S — 1/2. Aussi a-t-on! 


e-58((0),(0).-(9,(010) 


NE DIN OTONOESS 


Comme il a été noté plus haut, les états de spin à S — 1/2, S. — 
— +1/2 sont doublement dégénérés. Le second couple de fonctions 
Yo, +179 linéairement indépendantes par rapport aux fonctions (1) 
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s'obtient sans peine après l'examen des états à spin résultant S23 = 0 
des seconde et troisième particules : 


re (CL (EU 
(9) (80) -(2)(5) 


Notons que bien que les fonctions (1) et (2) soient linéairement 
indépendantes elles ne sont pas orthogonales (pour des mêmes valeurs 
de S.). La fonction de spin la plus générale d'état à S — 1/2 est une 
superposition des fonctions (1) et (2). On laisse au soin du lecteur 
d'étudier l’état à moment résultant S,3 — 0, ainst que d'exprimer 
les fonctions de spin de ces états au moyen des fonctions (D, (2). 

9.34. Les valeurs possibles du spin total sont S — 0, 1, 

Les états de spin à valeurs déterminées S, S. sont re de 
multiplicités de dégénérescence suivantes: £go = 2 pour . 0, 

& = 3 pour S = 1, g, = 1 (pas de dégénérescence) pour S — 2. De 


(2) 


cette façon, le nombre total d'états vaut G — Ÿ : Bi (28; + 1) — 


— 16, comme il se doit. (Comparer à la solution Fe 3.48.) 

5. 35. a) Comme l’état du système à moment total J — 0 est sphé- 
riquement symétrique (la f.0. ne varie pas avec la rotation du système 
de coordonnées autour de tout axe passant par le point par rapport 
auquel le moment possède la valeur déterminée J = 0), la valeur 


moyenne de tout moment multipôle est nulle (d = 0, u = 0, Dir = 
ï & lion les éléments matriciels de la forme 

(n, J=A/2, JiIMuglr, J =1/2, J.), (1) 
où nr signifie l’ensemble des nombres quantiques qui, avec J et 


J,, constituent le jeu total, tandis que Mu est la représentation 
symbolique de "su d’un moment multipôle arbitraire 


(ainsi, Min = = d, — > esTai Pour le moment dipolaire, Mi = Dir = 
= à À Be 70. pour un moment quadrupolaire, etc.). 


Après accomplissement dans l'expression (1) de l'intégration en 
coordonnées des particules (y compris la sommation en spins des 
particules isolées), elle peut être représentée sous la forme 


(JS IMul 2), (2) 


284 SPIN (CH. 5 


où Min sont des matrices agissant dans l'espace de variables de 
spin 1/2 (vu que J = 1/2). 

Examinons l'aspect possible des matrices M,;:. 

Pour un moment quadripolaire D;,,, rien qu'en vertu de la struc- 
ture tensorielle de l'expression étudiée, on peut écrire la relation 
suivante : 


(Dix = (T5 | Aô + Beinôil Ji), 


ir, 
mais la condition de symétrie (en indices à et À) exige B = 0, tandis 
que l'égalité à zéro de la trace, D;, = 0, donne À = 0, c’est-à-dire 
que les éléments matriciels d’un tenseur de moment quadrupolaire 
(y compris ses valeurs moyennes) sont identiquement nuls au cas 
où le moment du système vaut J — 1/2. 

Pour un moment dipolaire magnétique du système on peut écrire 


yes = 8 (Ja oil J), (3) 


et il n’y a aucune raison de poser a = 0, c'est-à-dire que la valeur 
moyenne u, est, en général, différente de zéro. 

Au cas d’un moment dipolaire électrique, on peut écrire, de façon 
analogue à (3), que 


COPA A CHUTIF EE 


Etant donné que le vecteur du moment dipolaire d est un vec- 
teur polaire (réel), tandis que les éléments matriciels de l'opérateur 
de spin sont des composantes du (pseudo-) vecteur axial, la gran- 
deur b doit être un pseudo-scalaire (si b est un scalaire réel, il faut 
aussi que b = 0). Pour que b + 0, il faut que le système concerné 
soit démuni de parité déterminée, dans le cas contraire (voir 1.21) 
d=0,b= 0. 

9.36. Les fonctions mentionnées s’obtiennent sans peine en raison 
du résultat du problème 5.12: 


eiPor/à ( cos (8/2) ) 
9 


Poe A2 GR | in (6/2) eiv 


eiPor/h sin (0/2) | 


Free UE TANT | L cos (G2) 615 


où 6, y sont les angles polaire et azimuta!l définissant la direction 
du vecteur Po. 
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5.37. Vu qu'en représentation d'impulsion l'opérateur impul- 
sion est l'opérateur multiplication, on a dans cette représentation 


. = (sn), où n = p/p. La commutativité des opérateurs {ÿ;, À} = 0 
peut se vérifier directement par le calcul. Toutefois, elle est évi- 
dente sans calculs comme résultant de l’expression de la propriété 
générale: de la commutativité de l'opérateur moment total du 
système avec l'opérateur grandeur scalaire (ou pseudo-scalaire) 
arbitraire appartenant à ce système. Notons que l’opérateur héli- 


cité peut être écrit également sous la forme À — (in), car in =0. 
5.38. Agissons sur la fonction mentionnée à l’aide de l’opéra- 


teur ÿ: 
. a. RAD A 
py=(irs) (Gn) 4. (1) 


Compte tenu des relations La (on)] = 0, lx =0, l'expression (1) 
peut être représentée sous la forme 


f2Y = (on) (12 6)? y = 3/4 (on) y = 3/4 Y, (2) 


de laquelle il s'ensuit directement que la fonction Y répond à l'état 
de valeur j — 1/2 du moment total. 

Le fait que la fonction mentionnée répond à l’état de valeur ! = 1 
du moment orbital est immédiat, le résultat du problème 3.57 pris 
en compte. 


Comme W*Y — -* (on)* ; = y*yx —= const (ne dépend pas 
de n), la distribution suivant les directions de l'impulsion de la 
particule est isotrope, de même qu'au cas d'état s,,,, tandis que la 
condition de normalisation 


| y+Y dQ = 474 *y — 1, X = (;) : 


se vérifie pour x*%x = | a | + | b | — 1/4n. 
De la relation 


: pr 44 ÿ 
Y#iY = y* (on) (i++ 6) (on) x = x* + 4 


il s'ensuit que les propriétés du moment dans l’état concerné sont 
absolument identiques à celles du vecteur de spin dans l’état décrit 


1 
7&(0) obtient- 
on la fonction Y décrivant l’état p,/,. de la particule à projection 
déterminée j, — 1/2 du moment total sur l’axe z. 
9.39. Compte tenu du résultat obtenu dans le problème précé- 
dent, on conclut que les fonctions données décrivent les états d’une 


par la fonction de spin #%. Aussi ayant choisi 4 = 
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particule à valeur déterminée ÿ — 1/2 du moment total. Le moment 
orbital ? de la particule dans les états mentionnés ne possède pas de 
valeur déterminée et avec une même probabilité égale à 1/2 peut 
acquérir deux valeurs: ! — 0, 1. Aussi dans les états considérés la 
parité de la particule n’a-t-elle également pas de valeur déterminée. 

Les fonctions données décrivent les états de la particule à héli- 
cité déterminée À (voir 5.37): 


AY 4 — 1/2 (on) (1 + on) y = 12 (on + 1) y — +1/2 W.. 


5.40. La forme la plus générale de la dépendance spin-angulaire 
de la f.o. d'états d’une particule de spin s — 1/2 répondant au mo- 
ment À — 4 est la suivante: 


Y = (en)y, (1) 


: un spineur arbitraire (c et # 


où c est un vecteur arbitraire, y — ( 
étant indépendants du vecteur n). 
La fonction d'aspect (1) ne répond pas, en général, à une valeur 
déterminée j du moment total et constitue une superposition d'états 
à j — 1/2et j — 3/2. Pour dégager de cette fonction la partie répon- 
dant à l’état de j — 32, agissons sur la fonction (1)au moyen de l'opé- 


rateur projectif P j=2/2. La forme de cet opérateur 
P ;-3y9 = 1/3(2+10) 
se déduit du résultat du problème 3.49. On obtient sans peine 
Yi-3y2 = P ;.352W = 1/3 {2 (en) + i [en] 0} x (2) 


en accord avec la condition du problème. 

On laisse au lecteur le soin de normer la fonction de la forme (2), 
ainsi que de vérifier son orthogonalité à la f.o. d'état p,,, analysée 
dans 5.38. 

Notons que le nombre total des fonctions indépendantes de la 
forme (1) vaut six (trois modes indépendants de choix des composan- 
tes du vecteur c et deux, du spineur #). Quant au nombre de fonc- 
tions indépendantes de la forme (2), il est de quatre. 


La fonction (1) avec le choix de e — (0, 0, 1) et x — (.) décrit 


l'état de la particule à Z, = 0 (voir, par exemple, 3.22) et s, — 1/2 
et, par conséquent, à une valeur déterminée j, — 1/2 (dans ce cas le 
moment total j n’a pas de valeur déterminée !). La fonction (2) avec 
le choix indiqué de ec et # est de la forme 


i 2 cos 6 
y _ 
J=3/2, 32 TE À sin pete 
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et décrit l’état de la particule à j — 3/2 et j. — 1/2 (l’opérateur pro- 
jectif b, commute manifestement avec j., et si la fonction (1) est 


une f.p. de j,, la fonction (2) est alors également une f.p. de j. 
répondant à la même v.p. j.). 

De façon analogue on peut obtenir la forme explicite de la f.o. 
d'états p4/. d’une particule à d’autres valeurs de j,. 

5.41. a) Etudions la f.0. de la forme 


y (7 o ”) | (4) 


répondant à l’état d’une particule à valeur déterminée de let jÿ. — 
— m —+ 1/2. Cette fonction n'est pas, généralement parlant, une 


f.p. de l'opérateur j* mais constitue une superposition d'états à j — 
= | + 1/2 et j = 1 — 1/2 

En agissant à l’aide de l'opérateur projectif p G = 1 + 1/2) sur 
la f.o. (1) d'états à valeur déterminée j = ! + 1/2. l'aspect de 
l'opérateur 


P(j=1+1/2)- tte 


se déduisant du résultat du problème 3.49, et compte tenu des rela- 
tions 
1o=21s— 2,5, +1,s_ + is, 
Je, =V GT) G ++ D) Vi in (2) 
IV 5, =V O0 +2) Ge + 1) Yi, 5-4 


on obtient sans peine la forme explicite des fonctions cherchées : 


Vinie1ye, 2 mate = CP (j=1+1/2)Y = 


___t U Li les 3 
Var Vi-mYimt /° | 


où le coefficient C est choisi sur la base de la condition de normali- 
sation de la f.o. spin-angulaire à l'unité. 

b) La forme de la f.o. d'état à valeurs déterminées des nombres 
quantiques /, j = L + 1/2, j, = l + 1/2 est évidente: 


Y (8, p) 
Vives É }: 


288 SPIN (CE 5 


En agissant sur cette fonction à l'aide de l’opérateur re où 
n=1l+1/2—;j,, on aboutit à la fonction WYWj,,4,2 1,5. Compte 


tenu de ce que j- | +S., st —0 et, par suite, 
= (i+s) = it ninis, 


ainsi que de la relation (2), on aboutit à la forme (3) déjà con- 
nue des fonctions : 


Te Ci: "(")- 1 (Vl+m+1Ym 
L+1/2, 1, m+12=Cj 0 V2iri Vi-mY mt | 


5.42. À G=i—1/2 =. 


“= 
Wii 172,1, 5,=m+1/2 = CP(j=1—1/2) 


| VI—mYim | 
VAT | VTEm ET Ye mu) 


5.43. L'assertion du problème se vérifie directement par le cal- 
cul. Toutefois, il est plus simple de la confirmer par des considéra- 


tions suivantes basées sur la commutativité des opérateurs j, et 
(on) (js (on)] — 0) et la nature pseudo-scalaire de l’opérateur (on). 


Soit Vr,3, la f.p. d'opérateurs j?, 1°, FA avec L, — j — 1/2. Cette 
fonction possède une parité déterminée valant 7, — (—1)2. Etu- 


dions la fonction Ÿ — (on) LITE On obtient sans peine 


Ai — i: (on) Vis, = 7: (on) Je Vits, = = }2 (on) LÉTRR = j2 Ÿ, 
ÿŸ — ÿ2 (on) Vas, = (On) Pas = j (5 1) Ÿ, (1) 
LP = T (on) Ya, = —(on) 15, =(— 1) Ÿ. 


11 s'ensuit des expressions (4) que la fonction Ÿ est la f.p. d'opé- 


rateurs j° : 1 Î, la parité de cette fonction étant opposée à celle de 
la fonction Ÿ,,,.. Etant donné que pour le j donné les valeurs pos- 
sibles du moment orbital / valent Li, = j + 1/2, tandis que la pa- 
rité de l’état vaut (—1)', il devient évident que si dans l'état V1, 
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le moment orbital est égal à /., alors dans l’état Ÿ il est égal à L, — 
= j + 1/2. Ainsi, la fonction Ÿ est une f.p. d'opérateurs j’, l?, 
22 y = us 
Notons que 
ET = Vis, (on) Pas, = its, Wii.» 
d'où s'ensuit une forme identique des fonctions de distribution en 
directions de l'impulsion de la particule aux états décrits par des fonc- 


tions d'onde Yet Ÿ,,,,, ainsi qu'une même normalisation de ces 
fonctions. 


5.44. Vj, na = x {1 E (on)} Yi. 


Compte tenu de la forme explicite des fonctions W,,,, (voir 
5.41), il vient 


Pi, je hæif2 = Ve {V 14 m +1 cos (0/2) Yi + 


21+1 
cos (8/2) ) 


Im si 21 
+V Im sin (6/2) e-19Y,, m4} Fe (8/2) eto /? 
WP, î,e em 1/8 — Var {V1 + m + 1 sin (0/2) Y :m— 


sin (0/2) 
— V1 m cos (8/2) e-19Y, m4} — cos (8/2) se) ’ 


où m —= j, — 1/2. 
5.45. La valeur moyenne du moment magnétique s'ensuit direc- 
tement du résultat du problème 3.54: 


Br (ilÿe lbl j0j:) = By = 0, 

= {TG +010 +0 +2 ]ne+ 

5 1G+9 da 4 JP 
+[56+09+10+0-<12), 


ou 


= ja LE ne Je diva 


4j mc 
=] |, 1=i+12 


19—01572 
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CHAPITRE 6 
MOUVEMENT DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE 


6.1. On doit imposer au potentiel vectoriel la condition complé- 
mentaire div À — 0 (le calibrage (étalonnage) dit coulombien); 


dans ce cas pA — Ab. 

6.2. Comme il est connu, en physique classique la vitesse et 
l'impulsion généralisée d’une particule chargée dans un champ élec- 
tromagnétique sont liées par la relation 


v=+(p—£a(r). 


La généralisation naturelle de la mécanique quantique de cette rela- 
tion est l'opérateur hermitien de la vitesse de la particule 


v=+(p—£{aA()) (1) 


(notons que le procédé de mécanique quantique d'établissement de 
la forme de l'opérateur vitesse (1) plus conséquent consiste dans le 


calcul du commutateur v — _ [À, r], voir 7.2). 
En se servant de la relation (1), on obtient sans peine 


A A iñ 
[U:, za] = ir Ôin 


A A e A , A 
[Ur, Va] = — nie {Pas Az] + [As Pal} = 
__ eh 0AÀk 0A; | _ ieh 
ue | oi om f ue Enr Tr. (2) 


Le second des commutateurs (2) peut être écrit sous la forme vecto- 
rielle : 


vx v= EH (r) (3) 


(si le lecteur n'est pas rompu au maniement des formules d’analyse 
vectorielle on l'invite, pour obtenir les relations (2) et (3), d'étudier 


les commutateurs concrets [D., v,], [u., .]. etc., en tenant compte 
de ce que H = rot A). 

6.3. En mécanique classique le mouvement d’une particule char- 
gée dans le champ magnétique homogène suivant le plan perpendicu- 
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laire au champ magnétique s'effectue sur le cercle (orbite de Larmor) 
dont le carré du rayon pi: vaut 


. | 1 à : 
Plar = ve Vi = ag (x + Vy); (1) 


où o,) = |e |[#£/uc et l'axe z est dirigé le long du champ magnéti- 
que. 


Les vecteurs p, po, v. sont des rayons vecteurs de la particule, 
du centre de l'orbite (du cercle) et la vitesse de la particule dans 
le plan x, y; ils sont liés par la relation 


[@ (P—P0)] = vi; (2) 


où les composantes du vecteur w sont w = (0, 0, w — EE 


To). La formule (2) exprime la nature du mouvement de la 


particule dans le plan zx, y, rotation uniforme, le signe de w détermi- 
nant le sens de la rotation. 
Il s'ensuit de l'expression (2): 


1 1 » a 
Lo = TS Vus Yo=Y + Ur = 25 + ÿ5- 


En guise de généralisation de mécanique quantique des grandeurs 
Zos Yos Par PLar il est naturel d'introduire les opérateurs des gran- 
deurs correspondantes de forme 


: à 1° 1 + Ô e 
To Vos (hr + A) , 


A A | ES A A A ”, Â *, A 
Yo — Y+TS Vs = ri + Yo Plar = (U% + v,), 


où l'opérateur vitesse v a été introduit dans le problème précédent. 
On établit sans peine les relations de commutativité suivantes *) 


LA, &l=(4, ÿol= (A, 1] (À, Péar] = 0, 
A a if A A 
[Zos Yol — 5 [e, PLar] = 0 


(avec le calcul des commutateurs il est utile d’avoir en vue les 
résultats obtenus dans le problème précédent et le problème 1.9). 


PRE 2 
(p—<a Lv2 

La solution du problème es être obtenue sans concrétiser le calibrage du 
potentiel vectoriel, mais le calcul se simplifie quelque peu si l’on profite du 
choix de la forme A = (0, zx, 0). 


19% 


*) Rappelons que À = 
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La commutativité des opérateurs étudiés avec l’hamiltonien signifie 
que les grandeurs xs, Yo, Pp5 et piar constituent des intégrales du 
mouvement, comme dans le cas classique. 


6.4. a) Les opérateurs p yet P, commutent entre eux et avec l’ha- 
miltonien 


jt fin (5 eme) +5 
À {ni+ (n—<5%0z) +p!}, 
aussi les f.p. de l'hamiltonien peuvent-elles être choisies simultané- 
ment aux f.p. d'opérateurs Py et P- Ces fonctions sont de la forme 
1 i | 
Vepp,(&s Y, 2) = 55 exp [+ (PyY + Ps?) | (x). (1) 


Les niveaux d'énergie de la particule et la dépendance des f.p. 
de la variable x s’obtiennent à partir de l'équation 


h? 1 oz \2 
on (a+ (Pr ] Ÿ (x) = Es (2), (2) 
où est introduite l'énergie Æ, du mouvement transversal : 
E, — E — pz/2u. 


Comme la solution de l’équation (2) s'exprime tout naturellement 
au moyen de la solution bien connue de l’é.Sch. de l’oscillateur har- 
monique linéaire, on obtient les f.p. et les niveaux énergétiques 
de la particule sous la forme 


;- i \ luwrosc CPy 
Tnp,p, (x, UE z) = SE 5nn XP [+ (Puy EL 2) | Fa (z on eo ] 
. Tel EF 


1 p£ 
Esp, — ue uns) n = 0, 1, 2, … 


Notons que les niveaux énergétiques du mouvement transversal 


(E,), = TE (x < 7): n=0, 1, 2, 


sont discrets. La multiplicité de leur dégénérescence est infinie 
(l'énergie ne dépend pas de la grandeur p, qui prend des valeurs 
arbitraires —o << p, << <- 00). La partie « transversale » de la 
f.p. Wnp,p, ne se norme pas à l’unité. Aussi dans ces états sta- 
tionnaires la particule ne se localise-t-elle pas dans un domaine li- 
mité de l’espace (suivant la direction transversale) malgré la nature 
discrète du spectre énergétique (voir de même 6.10). 


b) EPP = Snn °XP [+ ñ (Pxz+ Ps2) | LP (y + + 
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les niveaux d'énergie E,, ne dépendent évidemment pas du calibrage 
du potentiel vectoriel, c’est-à-dire s'expriment par la même formule 
qu’au point a). 

6.5. Etant donné que les deux systèmes de f.p. de l’hamiltonien 
Lan yp.(æ y, 2) et Pnpep.(& Y, 2) sont complets, chaque fonction 
de l’un des systèmes peut être représentée sous forme d’une super- 
position de f.p. se rapportant à l’autre système; en particulier, 


2 n°p!p! 
Pape, Er ds D D | Cape Ynppi (es Vs 2) dpydpi. (1) 
me 
Les coefficients de ce développement peuvent être calculés sui- 
vant la formule générale 


n'p}p; 
Cnp,P. = | Le n'pip! Pnp,P. av. (2) 

Etant donné que les systèmes étudiés de fonctions décrivent ur 
même système physique, la particule dans un champ magnétique 
homogène dont l'énergie du mouvement transversal se déter- 
mine de façon univoque par le nombre quantique n (ou n°), ik 


peut sembler à première vue que les coefficients C” is, ne sont dif- 
x 
férents de zéro que pour nr — n'. Or ce n’est pas ainsi ! C’est que 


si le système physique est le même, il se caractérise de façon formelle 
par des hamiltoniens différents dont l'aspect dépend du choix con- 
cret du calibrage affectant le potentiel vectoriel. Et respectivement, 
les f.p. de l’hamiltonien pour un choix de calibrage ne seront plus 
ses f.p. d’un autre choix. 

Pour obtenir la relation entre les f.o. étudiées ne comprenant que 
les f.o. à nr = n’, il faut considérer que la transformation de calibra- 
ge de potentiels peut être assimilée à une transformation unitaire 
réalisée par l’opérateur 


Gen (1). 


où / détermine la transformation de calibrage 


— À + Vf. 
Pour le cas considéré À = (0, zx, 0), A’ = (— y, 0, 0}, 
de sorte que f — —“#Æzxy. Comme les f.p. np, de l’hamiltonien 


À (dans le calibrage A) après transformation unitaire W’ — ÜY np p. 


deviennent des f.p. de l'hamiltonien À” (de calibrage A’) répondant. 
aux mêmes v.p., la relation cherchée prend la forme 


ie 
LETAS = eXp ( _—— ty) | Co (n) Tnp,p, dp 


Àc 
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6.6. L’hamiltonien est de la forme (Ai — [rpl — —ih (rV)) 


a 2 2 
Être His na 

Après avoir choisi l’axe z dirigé le long du champ H,, on note que 
les opérateurs £, et p. commutent entre eux et avec l’hamiltonien. 
Aussi les f.p. de l'opérateur À peuvent-elles être choisies comme 


étant simultanément les f.p. d'opérateurs Î. et Pz- Ces fonctions 
sont de la forme (en coordonnées cylindriques) 


[Hor}2. 


, > —= L P:2 
Temp, (0, 3, = 7 exp{i (mp+2 RE) ]ft@), (4 
où la fonction f (p) satisfait à l'équation 


1 d LS m° em ep? |, 
P mræ/+l$ ; p® ! a — per | = 0, (2) 


qui définit également le spectre énergétique du mouvement transver- 
sal: £; = E — p?/2u. 
En introduisant les notations 


#2 1 
Vo le 60 = et = pr (QUE — pl) @) 


et en effectuant le changement de variable x — p*/2a°, l'équation 
(2) peut se transformer en la forme 


d?f 1 df kia*? m2 e 
de T7 de [> Ts Te Tr 7 ]1- : (4) 
La solution de cette équation est recherchée sous la forme 

f(x) = e-*/zxlml/2w (x). (5) 


En même temps l'équation (4) prend la forme 


au" + (Im|+1—s)u"—+(1+ 1m] ma) w =0. (6) 
La solution de cette équation doit être choisie sous la forme 
w(a)=CF[+(1+1mI— — m— Kat), |m| + 1, z |, (7) 


où F est une fonction Rd dégénérée (la seconde solu- 
tion de l'équation (6), linéairement indépendante de (7), diverge 
pour x (et p) —+ 0, et, par suite, ne remplit pas la condition de fina- 
lité de la f.o. pour p —- 0). 

La fonction w (x) (7) doit se réduire à un polynôme: dans le cas 
contraire elle se comporte comme e* pour x —+ c, et la fonction f 
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(et avec elle la f.p. de l’hamiltonien) s'avère croissante pour zx 
(et p) — oo comme e*”* — exp (p*/4a*). La fonction (7) se réduit à 
un polynôme à la condition que 


1 2 
+ (1+1mI Em Me) = 7, F0, 1,2; 


condition qui détermine ainsi le spectre énergétique du mouvement 
transversal d’une particule dans un champ magnétique homogène. 
En introduisant la notation 


2n+1=2r+1+im| em, n—=0, 1, 2, ..…., (8) 


on aboutit à l'expression suivante des niveaux d'énergie du mou- 
vement transversal : 


(Ein = ho (n+ 112), 0=-TE., (9) 

Des relations (8) et (9) il s'ensuit qu’au niveau énergétique (£:hà 

à la valeur donnée nr correspondent des états de la particule aux va- 
leurs de la projection du moment m égales à 


Mm= —n, —n+1, es +, 0, +1, Fes + 00 pour e>0, 
Mm— — ©, ..., — À, 0, + 1, ss À pour e<0, 


de sorte que chaque niveau est doué d’une multiplicité de dégénéres- 
cence infinie. 


Les f.p. de l'hamiltonien À sont de la forme 
(ml : 
Lanp,= C (-2-)"'exp[img + pe 
2 
— #5 |F(-—r, Iml+1, p?/227), (10) 


où r s'exprime au moyen de nr, m selon (8). 

Notons que les f.p. obtenues de l'hamiltonien (10) décrivent 
les états stationnaires d’une particule dans un champ magnétique 
homogène qui se localisent dans la direction transversale, et, par 
suite, elles peuvent être normées à l'unité (dans le plan zx, y). 


6.7. Le spectre des valeurs propres d'opérateurs pi et Ppiar 
s'établit le plus simplement en utilisant l’analogie formelle avec 
l'opérateur de Hamilton d’un oscillateur linéaire pour lequel des 
seules relations 


5 Q= 
H=-+ 2 [P, Q] = 
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s'ensuit la forme du spectre énergétique: Æ, = ho (n + 1/2), © — 
— Vklu, n = 0, 1, 
En représentant o?,. sous la forme (voir 6.2 et 6.3) 


Par = Lt+p=hrS P=v,, Ô=v,, (1) 
: ten 
[P, Q1= cu? | 


(l’axe z étant dirigé le long du champ magnétique), on remarque que 
l'expression (1) décrit l’e oscillateur » à p = &5/2 et À = 2/w;, le 
rôle de ki y étant joué par la grandeur lei SE lu? (notons que le 


spectre DEar ne dépend pas du signe de la partie droite du commu- 
tateur dans l’expression (1)). On obtient ainsi le spectre des v.p. 


de l'opérateur Par : 
(P£ar)n—@2(2n+1), n=0, 1, 2,... (a? —hc/|e] #0). 
De façon absolument analogue on obtient le spectre de l'opé- 
rateur p;: 
pi = 2? + y, [o, Vo] = — ihcleñlo, 
(px =22(2k+1), k—0, 1, 2, 


Notons qu’il y a lieu des relations 


tar = 2H y/po}, (2) 
a 2H 2 = 
Po TT yo (o= — 7 %); (3) 


où À +: est l’hamiltonien du mouvement transversal d’une particule 
dans un champ magnétique (À, = À — p#/2u). En SD (3), 
on a utilisé le calibrage suivant du potentiel vectoriel : À — L{Horl. 
De (2) et (3) il s'ensuit que les f.0. Ÿ,P., obtenues dans le problème 


précédent, sont des f.p. d’opérateurs p° et par répondant aux v.p.: 


(lan=(2+1), (pa=et(26+1), k=nt-Ém 
6.8. En notant WY, les f.o. d'états étudiés, il vient, selon 6.6, 


[YA 12= C2 (p/a)2 erPil2e, (1) 
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En utilisant les formules bien connues 


FT (v) = | e*i-idz, T(n)=(n—1)!, 
0 


T' (2x) = — 


€ 
on norme sans peine l'expression (1) à l’unité (dans le plan x, y} 
et l’on obtient les moyennes suivantes: 


22x-1P (x) '(z+ 1/2), 


nn 2 ” 3 l'(in+3/2) 
p — | PIFal 2np dp=aV2- , 
ÿ (2} 


D = 2n | 03 |Ÿ,|2do=2a2(n+1), na2C2=[2"#T(n + 4)j"1. 
0 
La valeur la plus probable p,,,. de la variable p à laquelle ré- 
pond le maximum de la fonction Sn W, |? (densité de probabilité- 
de distribution en p) vaut p,.p. = @ V 2r + 1. 


Dans les états décrits par la f.o. W, les opérateurs p° et PLar- 
possèdent des valeurs déterminées (voir problème précédent) éga- 
les à 


(p6)0= 4,  (PLar)n = 2 (2 + 1). 
Au cas de nr > 1 (limite quasi classique), compte tenu du compor- 
tement asymptotique de l' (x) pour z —+ ©: 
T(2)&V2nzx-12e, 
on obtient selon (2) p & a V 2n, et donc, 
Ppp. = V Pia = VpepraVm>xa. (3)- 


Les relations (3) signifient que la distribution radiale (en p} 
d’une particule pour nr > 1 présente un maximum étroit près de la 
valeur de p,.,.. La grandeur 2xp|W,|* peut alors se transformer en 
la forme 


2np| YA l2= C (p/a)2n+1 exp (— p?/2a?) = 


= T (Pp—Pp.p.} 
=Cexp{—Æ+(n+1t)in£}e Cexp{ FE}, (4) 


1 


ayx 


C= 
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(l’exposant de l’exponentielle est développé ici en série au voisi- 
nage du maximum atteint au point Pp.p.). De (4) il s'ensuit 


Ap =Vi-px alV 2< p. 


Donc la probabilité de présence de la particule n’est manifeste- 
ment non nulle que dans un domaine annulaire étroit de rayon a V 2r 
et de largeur a. Cela correspond au passage à la situation classique, 
à l'orbite circulaire de la particule; de plus, le rayon obtenu de l’or- 
bite est fonction de l'énergie de la particule exactement de la même 
façon que dans la mécanique classique. Notons que l'égalité m — 
= — ml n, se justifiant pour les états étudiés de la particule avec 


n > 1, après substitution de m — M./h et n = E,/hw, se transforme 
<n une liaison classique entre le moment de la particule par rapport 
au centre de l’orbite et l’énergie de son mouvement transversal : 


le] À 
E, Me [M |. 


<€ette relation s'obtient sans peine à partir des expressions classiques 
eH 
pe ? 
e e 
uv=p——A=p—-(Hr] 


M=Trp], v:=lor], © — 


{relativement à w voir 6.3) en réalisant les transformations suivantes: 


lv 


Er = — = + [or] (p++ulurl) = 


LL J 


1 1 1 
= 0M+-uvi-- oM+--E:. 


6.9. Pour les états étudiés de nr = 0, m= er ll on a, 
selon 6.6, 
|Pano,m, p.12= C2 (p/a) "il e-pi2et, (1) 


Vu que l'expression (1) ne diffère de l'expression (1) correspon- 
dante du problème précédent que par la substitution de | m là n, 
toutes les caractéristiques de la distribution spatiale de la particule: 


P, P*, Pp.p. et l'aspect de [W|* avec |m| > 1 s’obtiennent directe- 
ment des résultats du problème précédent (on ne les écrit pas). 

Toutefois, l’interprétation des états étudiés n’a rien de commun 
avec le problème précédent. L'énergie du mouvement transversal 
pour z — OÔ prend une valeur minimale égale à (Æ£:),= hwo/2, et 
-ces états sont essentiellement « non classiques ». 
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Dans les états étudiés les opérateurs pf et pf:r acquièrent des va- 
leurs déterminées (voir 6.7) égales à 


(Po)im = 22 (2 1m] +1), (PLar)o = 2. 
Pour |m| ÿ 1, quand 


pe Vie ppp. =V Em a V 21m] > a, 


la distribution radiale de la particule possède un maximum étroit au 
voisinage de Ph.p. la largeur de ce maximum étant de l’ordre de la 
grandeur a (voir problème précédent). On peut faire correspondre 
aux états étudiés la situation classique suivante: une distribution 
homogène d’orbites de rayon minimal (égal à V (ofar)) = 4) suivant 
un domaine annulaire étroit de rayon R=aV2|ml|>a et de 
largeur de l’ordre de a. 

6.10. Dans les états stationnaires du s.d. au sein du champ 
U (r) une particule est toujours localisée dans un domaine limité de 
l’espace. 

La propriété insolite d'états du s.d. d’un mouvement transversal 
de la particule au sein d’un champ magnétique homogène est en liai- 
son avec la circonstance que les niveaux énergétiques sont doués d’une 
multiplicité de dégénérescence infinie. 

Soit un train d'ondes composé de f.p. np, (voir 6.4, la dépen- 


dance de la f.o. de la variable z est négligée): 
Ya= | C1) Yan (rs 0) dpy. (1) 


Il est évident que la f.o. (1) est la f.p. de l’hamiltonien À;; de plus, 
si 


| |C (Py)l® dpy =1, (2) 


cette fonction est normée à l'unité, c’est-à-dire qu'elle décrit une 
particule localisée. En particulier, les f.o. Y,,, (voir 6.6) satisfont 
aux conditions (1) et (2). 

Et, inversement, à partir des f.p. normées Ÿ,,, il est possible 
de composer les f.o. de la forme 


Ÿÿ, — 2 Cr (n) Vams 


qui sont également des f.p. de l'opérateur Hi toutefois dans le cas 


où > |[Cml° = © ces fonctions décrivent une particule non loca- 
lisée dans un domaine limité du plan x, y. 

6.11. En dirigeant l’axe z le long du champ magnétique, l’axe 
z le long du champ électrique et en utilisant le calibrage du poten- 


300 MOUVEMENT DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE (CH. 6 


tiel vectoriel de la forme 4, = 0, A, = “x, A, = 0, on obtient 
l’hamiltonien de la particule 


A À € 2 ñ 
A pi (?0 jé me) p? 
= RE EE (1) 


CTNÈLE 


Comme les opérateurs Py et p, commutent mutuellement et avec 
l’hamiltonien, les f.p. de l’hamiltonien peuvent être choisies sous 
la forme 


Yep, = er P [Puy + p:2) | f (2), (2) 


où la fonction jf (x) satisfait à l'équation 


e 2 
(4) 
2u 


L’équation (3) se réduit sans peine à l’é.Sch. bien connue d’un 
oscillateur linéaire, et, compte tenu de cette circonstance, on obtient 
les f.p. de l’hamiltonien (1) et les niveaux d’énergie qui leur cor- 
respondent sous la forme 


ñ? 


ccr-Ta és — Ex + f—Eif, E;=E-—pi/2u. (3) 


1 Cp; 2$ 
En P, = 5 exp [+ (Puy + pat) | ne (z "- = . Ds ] & 
up p = Ron 4/2)+ HE PPr UE 0, 1, 2 
NPyPr — © (7 + + ÊE, n—=V, 1, 6, ..., 


où Wosc (x) est la f.o. d'états stationnaires de l’oscillateur de pulsa- 
tion propre © = [el /uc. 

Pour € —0 les expressions (4) se réduisent à la solution du 
problème 6.4, a). 


6.12. Avec le calibrage du potentiel vectoriel A = +{Hr 


l’hamiltonien prend la forme (en coordonnées cylindriques avec l’axe 
z dirigé le long du champ magnétique) 


t _ M1 à ô 92 93 ie JC 2 
Ê= | 2p Pop * prog To 2 | 
kz2 k ex 
Frt+ Bues ) p2- 
Les opérateurs L, et À 1= —  - ES ee = commutent mutu- 


ellement et avec l’'hamiltonien, aussi les f.p. de l'opérateur H 
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peuvent-elles être choisies comme les f.p. de ces opérateurs, de 
sorte que 


Pam = 7 20 (2) f(p), m0, 4, (1) 


tandis que l’é.Sch. se réduit à l'équation suivante de la fonction 


f (p): 
5e ++ (SR) -#]=0 © 


a 


ou 


pe k 2 ss 
o=y +, = HE, = LE ho (n: + 1/2). 


En effectuant le changement de variable £ = p*/2a°, où 


e2.302 au | -1/4 
a= | h2c3 = ] , 


l'équation (2) peut se transformer en la forme 


1 _. kia* eFéma® m? 17, 
a ++ = 2E + 2hcE er |/—0, (3) 


absolument identique à celle de l'équation (4) du problème 6.6 
(avec le seul remplacement de la grandeur ka + em/le| par k%a? + 
+ eS£ma*/hc). 

En utilisant la solution du problème 6.6, on obtient à partir de 
l'équation (3) 


fnim=C (p/a)""! exp (— p2/4a?) F C n,, |ml+1, p?/2a?), 
(Ethnim = — rs + v'&+<% Au 23 = (A+ [rm | + 2ni), 
ny = 0, À: 2, 


(4) 


Les expressions (1) et (4) définissent les f.p. de l'hamiltonien 
Wrimn,, ainsi que les niveaux énergétiques 


ee 


E,,mn, GE: 


+8 + LE (ms + Im +1) + 
+fo(n+1/2). (5) 
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Selon (5), au niveau fondamental correspondent les nombres quan- 
tiques 7, = nr = m — 0 et dans un champ magnétique faible 


lel S/uc € © 
En = 30/24 -CRIE (6) 


Bu 70 


A partir de (6), on tire la valeur 7, de la susceptibilité magné- 


tique : 
: eh e2 
FU —= — _ (AE, = — #5) à 
4u°c20 
6.13. En calibrant le potentiel vectoriel A = 1/2 [Hr}, l’hamil- 
tonien du mouvement transversal d’une particule chargée prend la 
forme 


ô he 
He — 5 ap P ap À Aupr ue 


En posant dans (1) p — a = const, on obtient l’hamiltonien d'un 
rotateur plan dans un champ magnétique (71 = pa): 


RTE 5 , ep 
+. (1) 


î hR® d° iehFC d e? JC°I 
H= — 21 < HT 2uc dp Fe Su2c? 
Il est évident que les f.p. de l’opérateur L. — —i0/0y sont des 


f.p. de l'hamiltonien, de façon que la solution du problème a pour 
expression 


V(p) = eimr, m0, +1, +2, 
a 
9 
E.— him? ekCm e2GC?I (2) 
M 21 2pe 8u?c2 


Le dernier terme de l’expression (2) de £,, peut être négligé. vu 
que c’est une grandeur constante indépendante de l’état du rotateur. 
Comme il découle de (2), le champ magnétique lève la double dégé- 
nérescence des niveaux énergétiques excités du rotateur libre. 

L'interprétation de l'expression (2) de Æ,, est évidente: dans 
l'état décrit par la f.o. Y,, le rotateur possède un moment magnéti- 


que JR. = dont l’énergie d'interaction avec le champ magné- 
tique vaut 
ehÿCm 
—MH — — Que 


6.14. L’assertion du problème semble évidente avec la prise en 
compte des circonstances suivantes : 1) les v.p. £, de l'hamiltonien 


du mouvement transversal de la particule À, = (re — <A:) 
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sont positives (voir 1.23) : 2) en dehors du solénoïde, la particule est 
en fait libre, mais pour £;, > 0 il n'y a pas de solutions décroissan- 
tes avec p —+ œ de l’é.Sch. pour une particule libre. 

On est en mesure de se convaincre directement de l'aspect de 


l'é.Sch. que le spectre de l'opérateur À, (E, >0) est continu. Pour 
cela, utilisons le choix suivant du potentiel vectoriel: À = A; = 


= + f(p){norl, où le vecteur unitaire n, est dirigé suivant l’axe du 


solénoïde; quant à la fonction f (p) et H = rot À = (0, 0,%(p)), 
elles valent 


: DAS , p< À, Fo b<R, 
p)— (+) y P>R, 7 | 0, p>2. 
L'hamiltonien H, prend la forme 


5 4 A? 9 FE eu iehf(p) 9, ep?f?(p) 
2u p dp PS FH — p® ôp? 7 + Te 2 FT 4c? J- 


Les f.p. de cet opérateur peuvent être choisies sous la forme 


VEym= ne eimp (6) 


Dans ce cas l’é.Sch. prend la forme banale de l’é.Sch. unidimen- 
sionnelle (4 (0) = 0): 


he, [At(mt—1/4)  ehmf(p) | eptf(p) |, 
7 2 na [ 2up? — 2uc EE 8uci | x = Er; 


avec une énergie potentielle efficace 


Uers = (ee) 2), 


dont le graphique est donné sur la figure 28 (la forme concrète de la 
courbe dépend des valeurs des paramètres m, S£0, etc.; en ce sens 
le dessin représente le cas de m £ 0 et d’une valeur suffisamment 
grande de <£,, de sorte que #,4R° > hic/|el). 

Sur la base des considérations générales en ce qui concerne Ia 
nature du spectre énergétique régie par l’aspect du potentiel, on 
constate sans peine que pour Ur du problème donné et E; —>0 
quelconque il n’y a qu’une solution (et une seulement) de l’é.Sch. 
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{la seconde solution diverge pour p —> 0). Cette solution ne décroît 
évidemment pas avec p —> , de sorte qu'elle décrit une particule 
qui n’est pas localisée au sein d’un 
domaine limité de l’espace. 

En même temps le dessin permet 
de saisir la différence qualitative entre 
les cas de À =£ © et R = co. Pour À oo, 
dans le problème considéré il y a des 
niveaux d'énergie quasi discrets (les 
niveaux inférieurs figurent sur le dessin). 
Pour RÀ —+ co, la largeur de ces niveaux 
tend vers zéro, et ils se transforment en 
des niveaux banals du s.d. d’une par- 
ticule chargée dans un champ magné- 

Fig. 28 tique homogène. 

6.15. La solution du problème s'ob- 
tient sans peine en s’appuyant sur les considérations exposées 
lors de la résolution du problème précédent. 

| ie Pour résoudre ce problème, utilisons la méthode variation- 
nelle. 

En calibrant le potentiel vectoriel A = 1/2 [KHor], l'hamiltonien 
de la particule prend la forme 


Ueo1f 


A A a 
H= Hi+ SE +U (r), (1) 
où 
fo. _h? 0 8 , A 5 eh | c2X3p° 
Hi 2up ap © 6p + 2pp? h— 2uc de 8pc? 


(l'axe z est dirigé le long du champ magnétique ; on utilise le système 
de coordonnées cylindrique). 
Examinons les f.o. normées à l’unité de la forme 


VV x e-* 121% 0, m (Ps P); (2) 


OÙ Vr=p,m est la partie « transversale » normée à l'unité (dans le 
plan x, y) de la f.o. W,,,. du problème 6.6. Cherchons la valeur 
moyenne de l’hamiltonien (1) dans l’état décrit par la f.o. (2): 


E (x) = | Y*A Yo dp do dz = 


— Fe + _. + x | U(r)e=2xl:1| Yo ml?dV (3) 


(@o = le] £o/uc). Il s'ensuit de l'expression (3) (U (r) < 0) que 
pour des valeurs suffisamment petites du paramètre x 


E (x) << fiws/2, (4) 
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et comme la valeur minimale de l'énergie d'une particule dans un 
champ magnétique homogène vaut fw,/2, l'inégalité (4) signifie 
que l’hamiltonien (1) possède des v.p. inférieures à fiw,/2, et dans 
les états correspondants la particule ne peut tendre vers l'infini, 
c'est-à-dire qu'elle est localisée dans un domaine limité de l’espace 
(aussi bien dans le plan x, y que le long de l’axe z). Notons que le 
nombre de ces états est infiniment grand, comme d'ailleurs celui 
des valeurs de la grandeur m. 

6.17. En dirigeant l’axe z le long du champ magnétique. on a 
l’hamiltonien de la particule 


A *2 A 
—uH, = LE pu, #00. (1) 


Etant donné que les opérateurs p et $, L 6,/2 commutent mu- 
tuellement et avec l’hamiltonien (1), les f.p. et les v.p. de l’opé- 


rateur À sont de la forme 


de PEL OR, 
Poe, Tone EXP (7 Jar Em, = mn Ho 082, 


=( -(, 


6.18. Une fois choisie pour axe z la direction du vecteur H, 
à l'intérieur d’un solénoïde, on a l’hamiltonien de mouvement 
transversal d’un neutron 


A 


o 
L 3 


a P; s a 
H, Zn Mo € (P) 52, 


: lo P<R (R—rayon du solénoïde), 
de (p) = 0 o>R 


(Ho étant le moment magnétique du neutron). Comme l'opérateur 
S, = 6,/2 commute avec l’hamiltonien, les f.p. de À, peuvent 
être choisies sous la forme 

Veys, = 1 (0; P) Xs, 


où #4, Sont les f.p. de l'opérateur S, répondan taux V.p. S, = +1/2. 
Alors le problème de détermination de la fonction f (p, œ) se réduit 
20—01572 
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à la résolution de l’é.Sch. dans un champ bidimensionnel U (p) 
de la forme 
— 2Uo 0S2 = —U, R, 
U ()=— : Lo? 052 0 p< (1) 
; p > À. 

Vu que pour le neutron u, << 0, alors avec s, — <+1/2 le poten- 
tiel (1) constitue une barrière de potentiel et les états du s.d. man- 
quent. Avec s. — —1/2 le champ U (op) est un puits de potentiel de 
rayon R et de profondeur U,= | uogt ol. Les états stationnaires du 
s.d. dans un tel puits ont été étudiés auparavant dans les problè- 
mes 4.9 et 4.10. 

6.19. L’hamiltonien d’une particule en coordonnées cylindriques 
avec l’axe z dirigé le long du champ magnétique est de la forme 

n _  hpi à à , 2 , 1 6? s 
À (D 36 0 2 + ae À pe or | Mod (P)G. 


Les opérateurs Sa Pa l, commutent mutuellement et avec l’ha- 


miltonien, aussi les f.p. de l’opérateur H peuvent-elles se repré- 
senter sous la forme 


Vep.ms, = 7 exp [é (mp + 2) ] f (e) Ls. 


où #,. est la f.o. de spin d’une particule répondant à une projec- 
tion déterminée s, du spin sur l’axe z. Pour déterminer la fonction 
f(p) on a l’équation 


k° F1 9 0 ) ; in 
— 7 (5 26 0 5 — 27 ]f—2hos:58 (p) = Est, (1) 
où E, = E — p'/2u. L’équation (1) définit également le spectre 
énergétique du mouvement transversal de la particule. 

6.20. L’hamiltonien est de la forme 


2 


s- 


= u,$ (x) 0. 


[S 
L- 


ES 


Les opérateurs s., p,, p. commutent mutuellement et avec l’ha- 
miltonien, aussi les f.p. de ces opérateurs peuvent-elles également 
être les f.p. de l’hamiltonien. Dans le processus de réflexion du 
neutron sur la surface de séparation « vide —champ magnétique » 
suivant les conditions du problème, ce neutron possède des valeurs 
déterminées de s,, p,, p. et de l'énergie Æ. Aussi la f.o. peut-elle 
être représentée sous la forme 


1 i 
Ver,p.s, = 5nn €XP [+ (Pyy + Pat) | f (x) Xs,» 
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où #,. est la fonction de spin du neutron répondant à une valeur 
déterminée s. de la projection du spin sur l’axe z. 
La fonction f (x) satisfait à l’équation 


R3 ,, . ne 
Re — 2u,s,S (x) f = Eif, (1) 
où 
E,= E — (pi + pi);2u. 


Les valeurs de l’énergie de la particule £ et de l’énergie du mou- 
vement « longitudinal » Æ, se déterminent d’après les conditions 
du problème et sont égales à 


px/2u si les particules proviennent du domaine 

” z<< 0, alors p, > 0 (par la suite — cas a)), 

| pl2u—2us.%, si les particules proviennent du domaine 
z>0, alors p,<<0 (cas b)). 


E 


L’équation (1) doit être résolue à la condition limite correspon- 


dant au problème physique de réflexion et de pénétration des par- 
ticules : 


1) = | Ces", z—+o, pe>0 (cas a)), 
Cerx/", I —> — CO, Pe < 0 (cas b)), 


où p, est la composante correspondante de l’impulsion des particu- 
les réfractées : 


px = + V pi + Aubos: #0 (2) 


L'objectif consistant en la détermination de la fonction f (x) 
et du coefficient de réflexion du neutron sur la surface de séparation 
est absolument analogue à celui du problème 2.46 et, en se servant 


du résultat obtenu dans ce problème, on obtient le coefficient de 
réflexion : 


R= | lPxl—1psl )°= (Les Vré ste | 
lPxl+l px LPx 1+ V PE + 4pitos: Ho 


(3) 


(les signes « + » dans les expressions (2) et (3) se rapportent aux 
cas a) et b) respectivement). 


Les vecteurs (p;, Pys Pz}; (—Pxr Pyr Pzhr (Pxs Pur Pz), 'ePrésen- 
tant les impulsions des particules incidentes, réfléchies et réfractées 


20* 
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se trouvent dans un même plan. Il est immédiat que l'angle d’inci- 
dence vaut celui de réflexion (les angles sont comptés à partir de la 
direction de la normale à la surface de séparation, voir fig. 29), 
tandis que la liaison entre les angles de 
réfraction et d'incidence est définie par 
l'expression 


tg inc TA (tg O,étr) V1 ps AUS: "#4 5 DS. (4) 


Les formules (3) et (4) se justifient à 
condition que l'expression sous le radical 
n’y soit pas négative. Dans le cas contrai- 
re, il y a réflexion totale des neutrons 
sur la surface de séparation (R = 1). 

6.21. L'hamiltonien de la particule 
diffère des hamiltoniens étudiés dans 6.4 
et 6.6 par la présence d’un terme supplé- 

Fig. 29 mentaire #40. La solution du pro- 

blème s'exprime manifestement par celles 

des problèmes 6.4 et 6.6. En particulier, avec le calibrage du 

potentiel vectoriel utilisé dans 6.4, a), on obtient les f.p. et les 
v.p. de l’hamiltonien: 


apps. = app. (x, y, 2) es. 


—Alele 1\ LP où : 
Ep S pe (n+ 2 | + 2u 2Uo #4 082 


+‘ + 
< « 


6.22. En utilisant les propriétés des matrices de Pauli et les rela- 
tions du problème 6.2, il vient 


nm A e 2 A À À nn 
{o.(p—<A)) = 0,0 Vu? = 
: LS A À ss eh A 
= p2 (ô;x + iern0) Dior = HNÈ— = H(r) 0, 


et l’assertion du problème s'avère évidente si l’on tient compte du 
fait que la valeur du moment magnétique de l’électron et du méson 
u vaut u, — ek/2uc (e, p étant la charge et la masse de la particule 
concernée). 

Pour les autres particules de spin s = 1/2 pour lesquelles pu, 


el , : ; . 
Tr l’hamiltonien de Pauli 

x 2 

s eu 


H=—5——-— 10H + ep 


diffère de celui fourni dans les conditions du problème. 
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6.23. L'hamiltonien de l’électron (ainsi que du positron et des 
mésons u+ doués de moment magnétique u, = ek/2uc), selon le 
problème précédent, peut être écrit sous la forme 


= (ov}, 


et, manifestement, l'opérateur (ov) commute avec l’hamiltonien. 
6.24. L'hamiltonien de l’électron, selon 6.22, est de la forme 


: CNET Mo de e 2 
et ses v.p. ne sont pas négatives, £ > 0. L'absence d'états liés de 
l’électron se comprend aisément si l’on tient compte des considéra- 
tions exprimées lors de la résolution du problème 6.14. 

6.25. Selon l’électrodynamique classique, le champ magnétique 
du courant de densité volumique j (r) vaut 


€ [R—r 7} 


A 


En l'absence de champ magnétique extérieur 
j= — 2e (EVE WAV) (2) 
(—e étant la charge de la particule) et compte tenu de l’aspect de la 
f.o. il advient immédiatement que dans le cas d’état 1s j = 0 et 
’ LL. d’état 2p arbitraire d’une particule est de la forme 


V=V geneve, (3) 


où a = h?/Ze°u et | e | — 1 (sur la dépendance angulaire de la f.o. 
(3) voir 3.59 et 3.60). En s’appuyant sur (1}-(3), il vient 


H (0) = — Hs | fr, e* (er) —æe (£*r)] dV (4) 


(en obtenant (4), il est utile de prendre en compte que dans l’expres- 

sion (2) du courant il ne faut agir avec l’opérateur V que sur les co- 

facteurs (er) et (e*r) de la f. o., vu que {rYf (r)] = 0; V (er) = &). 
En introduisant le vecteur b — {£*e], on obtient sans peine 


{r, e* (er) —e(e*r)] —[r{rb]] = r (rb) —br1, 
et l'intégrale entrant dans l’expression (4) prend'la” forme 


|  e"1 {r (rb) — br°} dV =1. (5) 
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Pour calculer le vecteur I, étudions l’intégrale 
1 
| 5 e7/lzix, dv =Cô;,:. (6) 


En prenant dans la relation (6) la convolution en indices à et 4, 
il vient 


3C = | PCA) qy = are? (7) 
et il s’ensuit de (5})-(7) que I — — e b, et, finalement, l’expres- 
sion du champ magnétique devient : 

ieñ 
H (0) — TT [e*e]. (8) 


En particulier, dans les états 2p de la particule à valeur déter- 
minée "= de la projection du moment sur l’axe z, compte tenu de la 
forme des vecteurs £ (m) (voir 3.60), on a, selon l'expression (8), 


H (0)m=0 =0, H(0O)m=+1 — (o, + RS )- 


6.26. L’opérateur moment magnétique d’une particule sans 
spin en l’absence d’un champ magnétique extérieur est de la forme 
(—e étant la charge de la particule) 


A 


“ eh 
NN — — Que L 


et, par suite, dans les conditions du problème ses éléments matri- 
ciels 


A eh A u. 
an = — 5e | wi, dr (1) 
ne sont pas nuls qu’au cas où les deux f.o. W, et W,, correspondent 
aux états 2p de la particule (on n’étudiera pas la superposition d’états 
2s et 2p). 

En représentant les f.o. W, et W,, sous une forme analogue à l’ex- 
pression (3) du problème précédent, on est en mesure d’obtenir 


(eh 
CM )rn = ae (EnEn] 2) 
(la formule (2) peut être obtenue par le calcul de l'intégrale (1) 
de façon analogue au procédé adopté dans le problème précédent ; 


elle peut, toutefois, être écrite sans calculs si l’on utilise le résultat 
du problème 3.66). 
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6.27. L'opérateur moment orbital d’une particule est de la 
forme | — - [rpl. Le moment magnétique d’une particule chargée 
en théorie classique est de la forme 


e e e | 
m= trie [r(p-<A)| (1) 
La généralisation de la relation (1) en mécanique quantique est 
l'opérateur 9% du moment magnétique d’une particule sans spin: 


= [r(P-#a)], 


ou 
à eh $ e° 
PLUS) PE D 
M — De l Des [rA]. (2) 
En centrant les deux membres 26 la relation (2), il vient 
eh + ‘ 
M — 2uc Duc? uci —— [rA]. (3) 


L'égalité (3) établie ne contredit pas l’invariance de jauge. 


Dans l’état physique donné de la particule la valeur de ne dé- 
pend pas du calibrage du potentiel, tandis que les grandeurs I et 
[rA] en dépendent. Avec la transformation de jauge du potentiel 


vectoriel A’ — À + Yf la valeur de Ï varie en vertu de la modifica- 
tion de la f.o.: 


|‘ =exp( : ) # 


(la f.o. Ÿ dans le calibrage initial du potentiel et la f.o. W” dans le 
nouveau calibrage décrivent le même état physique de la particu- 


le!). De plus, la variation de la grandeur 1 est complètement com- 
pensée par celle du deuxième terme dans le second membre de la 
relation (3) du fait de la transformation de jauge. 

Notons que l'égalité (3) peut également être obtenue en partant 
de la définition du moment magnétique du courant : 


M = | [ri] dV, 
en utilisant l'expression connue 
Peu e° 
on (EVE — — Y*yWY) he AW*Y (4) 


de la densité de courant d’une particule chargée sans spin dans un 
champ magnétique. 
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6.28. Compte tenu de la forme explicite de la f.o. Y,mp. (voir 
formule (10) du problème 6.6), du calibrage du potentiel vectoriel 
A = Z [Hor] utilisé dans ce cas et de l’expression de la densité de 
courant de la particule chargée sans spin au sein d’un champ ma- 
gnétique (voir formule (4) du problème précédent), on obtient (dans 
le système de coordonnées cylindrique) 

: - ep: ; eñim e2%0p ” 

is = 0, je = | Fnmp, [*, je = | up | | Famp. 12. 

6.29. La densité de courant d’une particule chargée possédant 
un moment magnétique de spin est de la forme 

j = jorb + Îsp 


où le premier terme est lié au mouvement orbital de la particule et 
est de la forme mentionnée dans la formule (4) du problème 6.27, tan- 
dis que le second est le courant du moment magnétique de spin et 
pour le spin s — 1/2 vaut 


jep = He rot (Y*0Y). 
Les f.o. d'états étudiés sont de la forme 
V= Vamps, = Ynmp.{s.s 
où %s. est la f.p. de l'opérateur S.. Donc, 
bo Po = (0, 0, os, | Yamp, [°)- 
La grandeur | V,,,,.|* ne dépendant que de la variable p, il vient 
Gap)o = Gen: = 0, (sp)e= — 2o6s: 2 | Enmp, Fe. 


Le courant du mouvement orbital dans les états considérés est 


de la même forme que dans 6.28. 
6.30. La f.o. de l’électron est de la forme 


LES 


1 e"lay  (a—=h?/Ze2u), 

za 

où # est la fonction de spin. Dans l’état considéré la densité de cou- 
rant, lié au mouvement orbital de l’électron, vaut zéro et le courant 
est déterminé au moyen du moment magnétique de spin: 


ÿ— jep - doc rot (W*OW) = — pic [OVp], 


pe Lo, D. 
GO "O4, p(r)=—s ete. 
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Selon la formule bien connue de l’électrodynamique, le potentiell 
vectoriel du champ magnétique cherche vaut 


® _j(r)d = | __Vp ? 
ARS TR ms) Sr] 
Une fois les transformations effectuées 


jr- NE = RT PVR 


_S T pt | 
= Va) TE dr (1) 


(on a utilisé le théorème d'’Ostrogradski-Gauss et la relation: 
Vri(R—r) = —VRrf(R—r)) et, compte tenu de ce que l’inté- 
grale entrant dans la formule (1) a été calculée dans 4.29: 


ff hein cm 


on obtient l’expression du potentiel vectoriel 
A (r)= —u, [vf (r)]. 

Nous n'’écrirons pas les expressions du champ magnétique H — 
= rot À pour des valeurs arbitraires de r et ne donnerons que les: 
expressions limites: 

8u00 3(ur)r—ur° ‘ 
H(0)= ÈS, H(r) SOA, Ep 


r° 


r 00 


c'est-à-dire qu'à des grandes distances de l’atome le champ magné- 


tique est un champ du dipôle magnétique valant u = u,6. 

6.31. Dans les conditions du problème le courant engendrant le- 
champ magnétique est un courant du moment magnétique de spim 
qui vaut 


= jep = u0c rot (P*OŸ)= — pc [Op (r)], 


p=lp(r)l, o=7*0%, u=h0 
(on a tenu compte du fait que la f.o. de l’état considéré de la par- 


ticule est de la forme Y = w (r) y). 
Pour obtenir le champ magnétique à l'origine des coordonnées: 


H(O)=+ | Haye _ | Sir iuvoll ar = 


= — | _ {ue (rVp)—(ru) Ve} dV (1h 
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‘étudions l'intégrale 
— p (r) dv — Cô;n- (2) 


Une fois effectuée dans l’expression (2) la convolution en indices 
4 et À et compte tenu de Ia relation 


rVp(r= pt er p(r=r <p(r), 
é 
Al vient 
8C=| + 7e Pt) av = | + Le (r) dv = —A4np(0). (3) 
Selon (1), (2) et ” il vient 


H(0)= up (0) = es o | (0) [2. (4) 


En particulier, au cas d'état 1s de la particule dans un champ 
‘coulombien il découle de la formule (4) la première des relations (2) 
«lu problème précédent. 


CHAPITRE 7 


VARIATION D'ÉTAT EN FONCTION DU TEMPS 


7.1. A partir de la relation 
de OS de 22 
+ AB= (AB) ++ 14, AB) 


après des transformations évidentes avec utilisation du résultat du 
problème 1.9, on aboutit à la règle de dérivation cherchée : 


2 (ÂB) = AB+ ÀB. 
7.2. Compte tenu de l'aspect de l’hamiltonien (représenté en 


coordonnées) 


Ë = +. —E 20 +ep (r, t), 
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où p — —ihV, on obtient sans peine 


V=r— IA, r=+(p—<A). 
7.3. 


dv EN i 


w== r A, vI=<E+-((vHI—[Hv}, (1) 


E — —vp—i , H=rot A. 


La relation (1) est une généralisation naturelle de la mécanique 
quantique de l'équation de mouvement d’une particule chargée 
dans un champ électromagnétique 

Fe _—. 
uwæqur=F=eE-+—[vH]. 


7.4. En centrant l'opérateur A il vient 
= fuir + |wéñ—A)Y,a=0. (1 


Avec l’obtention de la relation (1) on a tenu compte de ce que HY, = 
= E,W, et l’on a utilisé l’hermiticité de l’opérateur H. 

7.9. a) L'opérateur force F représenté en coordonnées est de la 
forme F — —wU. Comme H = p’/2u +U,on a 


« 


et en s’appuyant sur le résultat du problème précédent, on obtient 
F = 0. 

b) L'assertion du problème peut être démontrée directement en 
centrant l’opérateur force par la série de transformations suivantes : 


F-— | ÿ* (grad U) Y, dV = 
= — | vou) av + ({(grad PUY, + WeU grad W,} dv = 
— (vouw)av+e, | vCaw,)av + 


+2 [UV (AY) + (AE) (VE) A7 (1) 
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(on a tenu compte du fait que la f.o. Y, est une f.p. de l’hamilto- 


nien, c’est-à-dire UW, = (E, — p”/2u) W,). En se servant du 
théorème d’Ostrogradski-Gauss, on constate sans peine que l’ex- 
pression (1) est nulle. Dans ce cas il faut prendre en considération 
que la dernière intégrale dans l’expression (1) peut être transformée, 
vu la commutativité des opérateurs V et A et l’hermiticité de l’opé- 
rateur À, en la forme 


Fév) (AY,)+ (AW) (VE,)} 47 = | v (W2AW,) dv = 0. 


1.6. Le théorème du viriel de la mécanique classique postule 
que si l’énergie potentielle du système mécanique est une fonction 
homogène de ses coordonnées (cartésiennes) et le mouvement du sys- 
tème est fini, c.-à-d. qu'il s’effectue dans un domaine limité de 
l’espace, la « chute » de particules l’une sur l’autre n’y s’effectuant 
pas, les valeurs moyennes en temps des énergies cinétique et poten- 
tielle du système sont liées par la relation 


nU = 2T, (1) 


où n est le degré d’homogénéité de la fonction U (x,, z:, . . ., za), 
N étant le nombre de particules du système, de sorte que d’après 
le théorème d’Euler sur les fonctions homogènes 


i=1 a=1 


Le théorème (1) se justifie également en mécanique quantique si 
par centrage on entend le centrage de la mécanique quantique en f.o. 
d'état stationnaire du s.d. (cela signifie que si le système considéré 
est fermé, on néglige dans l’étude le mouvement de son centre de 
masse). 

a) Compte tenu des relations opératorielles 


da _” _ À * dPa _* OÙ 
dt la Pa dt — Pa — ôra ? 


du résultat du problème 7.1 et de l’égalité (2), il vient 


N LS #m 
d A À . A A 9° æ 
dt à Palo = à (Para + Païa) = 27 — nU. (8) 
e=i 


La démonstration du théorème du viriel de la mécanique quan- 
tique s’ensuit directement du centrage de l'égalité opératorielle (3) 
des f.o. d'état stationnaire du s.d. si l’on tient compte du résultat 
obtenu dans le problème 7.4. 
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b) Dans la démonstration par ce procédé on se limitera au mouve- 
ment d’une particule au sein d’un champ extérieur de l'aspect U = 
— ar". Notons par W, (r) les f.p. normées de l’hamiltonien répon- 
dant aux v.p. du s.d. Considérons les f.0. de la forme 


Ÿ,(r)— (1-2 Wa [+ rl]. (4) 


qui, comme les f.p. de W, (r), sont normées à l’unité et cherchons 
la valeur moyenne de l’énergie de la particule dans les états décrits 
par les f.o. (4): 


E,Q)= | Ÿ, (— A + UC) Ÿ, dv = 


= (AM+A)TuL(ALATU,, (5) 


où Tyns Ürx sont les valeurs moyennes des énergies cinétique et 
potentielle de la particule dans l’état W, (r). 
Pour À — 0 il s’ensuit de (5) 


E, (4) & En + (2T in —nUnn) À, 


et la condition d’extrémum de la v.p. de l’hamiltonien exigeant que 


2240) 0 = fournit la démonstration du théorème du viriel. 


c) Le potentiel de puissance ÜU = ar” ne se caractérise que par 
le seul paramètre de dimension &. Aussi est-il commode de repré- 
senter les potentiels de la double interaction U,, des particules a 
et b sous la forme 


Us =aCe | rar» [”, 


où C,, sont déjà des grandeurs sans dimension. Il est de même 
commode de représenter les masses de particules sous la forme m, = 
— u,m, où m est une masse étalon, de sorte que u, sont des gran- 
deurs sans dimension. De plus, l’hamiltonien d’un système de 
particules, dont l'interaction mutuelle et avec le champ extérieur 
(son centre se trouvant au point r — 0) se décrit par les potentiels 
de puissance au même exposant #7, prend la forme 


Ê= SR Die + Sala lra—re |" + D aCarêe 


sa a<b a 


Les v.p. du s.d. de cet hamiltonien E, (m, À, @; C;, Cops Mas 
n) ne dépendent que de trois paramètres dimensionnels: m, À, @& 
à partir desquels on ne peut que d’une façon unique former la combi- 
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naison ayant la dimension de l'énergie : 


ea (# 


et l’on ne peut former aucun paramètre sans dimension, vu que des 
considérations dimensionnelles il s’ensuit que 


n 


E, : a | L Ve, (Ca: Cab: Ua) n). 


mœ 


Compte tenu de ce que VU = «a 0H/8c et en s'appuyant sur le ré- 
sultat obtenu dans 1.28, il vient 


+ ÔEr 2 
Une ne 


E;.. 
De cette relation et de l’égalité E, — Tir + Un il s'ensuit évidem- 
ment l’assertion du théorème du viriel. 


7.7. L'opérateur du moment dipolaire d’un système est de la 
N 


forme d; = eÿ x. En introduisant l'opérateur dérivée par rap- 


a=1 
port au temps du moment dipolaire d, et en se servant de la formule 


3 e En—Em 
(di) nm = EE (d)nms 


où En Sont les niveaux énergétiques du système, on obtient sans 
peine la chaîne suivante d’égalités 


fe : 
y (En n E;) (di)nm _— FF DE (d;)nm (dy)imn nn 


— | 
— + D (nm (Gu)mn = (didi — didi}nm (1) 


(on a utilisé dans ce cas la règle de multiplication des matrices). 
Une fois prises en compte la définition de d, et la commutativité 


d'opérateurs coordonnée Zi et vitesse zh = Er de différentes 
particules (a  b), de sorte que 


A 
e A A 


5,5 
FarTbr — Fbhtai = 5 1kOab 
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on obtient des relations (1) pour i — k, compte tenu de l'égalité: 
(di}nm = (di) 


N 
à he? : ; 
» (Em — En) | (d;)nm = — > (Tailai — Tailai)nn = 


a—=1 


eh°N 


2} 
EU, 


ce qu'il fallait démontrer *). 
7.8. Ecrivons l’é.Sch. et l’équation qui lui est conjuguée com- 
plexe : 


Q y , k? ’ ’ ’ 

in 2 2 _ AY (r, + (Ur) #4, #4’, (1) 

e l'a , ñ2 ® ? [à ? è 
— ir RD = — AVS (r, t)+ | U*(r,r') Y*(r,t)dV'.  (2} 


En multipliant l'équation (1) à gauche par Y* (r. t), (2) par: 
Y (r, t) et en les soustrayant terme à terme, on obtient sans peine: 
la relation 


dp(r,t ss. 1 , , 1 

RC +divi(r, = {V*(r, 1) Î U(r,r')Y(r’, t)dV'— 
—V(r,t) jus (r, r)W#(r”,i) av'} (3h 

(au lieu de l'équation banale de continuité + divi=U), où. 


p=l Pt, = Fev vu). 

Comme le second membre de l’équation (3) est différent de zéro: 
(excepté le cas de potentiel local quand U (r, r’) = LU (r) Ô (r—r’)), 
la loi locale de conservation de probabilité ne joue pas (comparer à. 
7.9). On note toutefois sans peine que sous forme intégrale, au cas. 
d'hermiticité du potentiel non local, la loi de conservation de la. 
norme de la fonction d’onde d’état (du nombre de particules) joue: 
en intégrant la relation (3) sur tout l’espace, il vient 


IV DFdV=0, (14, t) [PV — const 


*) Soulignons que dans (2) manque la sommation en indice à (c'est-à-dire- 
Les se justifie pour les trois composantes). En effectuant cette sommation, 
il faut in a | (dihnm l° par | dum l° et multiplier le second membre de 
(2) par 3. 

Notons de même que la relation (2) peut être généralisée immédiatement 
ne cas d’un système composé de particules aux valeurs différentes de charge et 

e masse. 
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{l'intégrale du second membre de (3) est nulle en raison de l’hermi- 


ticité de l’opérateur L'. l’égalité à zéro de l’intégrale du second terme 
_ premier membre de (3) s'ensuit du théorème d'Ostrogradski- 
‘CGrauss). 

L'inaction de la loi locale de conservation de la probabilité peut 
s’interpréter comme une production et une annihilation de particu- 
les en différents points de l’espace. Quant à la conservation de la 
norme de la fonction d'onde d'état, elle témoigne de l’égale intensité 


des processus, ce qui est garanti par l’hermiticité de l’opérateur Ü. 
7.9. Une étude standard (voir, par exemple. 7.8) conduit à la 
velation de la forme 


BED divj(r D= 20 (NIV. D (1) 


où, comme habituellement, 


p=lT(r #0 f j= — 7 CESVY— PV). 


En intégrant l'équation (1) en un volume arbitraire, il vient 


x | LP (r, 1) Far —Qias+s [ere t)|2dV. (2) 


Pour U, =0 Ia relation (2) est la loi de conservation de la pro- 
ibabilité au sens que la variation de probabilité de présence de la 
particule dans le volume V en l’unité de temps est égale (avec le 
signe moins) au courant de probabilité à travers la surface S encer- 
clant ce volume. Pour U, 0 le second terme dans le deuxième mem- 
bre de l’expression (2) perturbe ce bilan et constitue ainsi un « méca- 
nisme » supplémentaire de variation (avec le temps) de la probabi- 
lité, et, par suite, de la norme de la f.o. d'état, ce qui peut s’inter- 
préter comme une modification du nombre de particules dans le 
système. Il va de soi que pour U, > 0 ce « mécanisme » supplémen- 
taire augmente le nombre de particules, tandis que pour U;, << 0, 
il le diminue, c'est-à-dire que les particules sont absorbées. Notons 
que l’intensité de ces processus (de production et d'absorption) au 
point considéré de l’espace est proportionnelle à la densité de proba- 
bilité de présence des particules | Y |*. 

7.10. En représentant la f.o. sous la forme 


31x 


Y (x, t=0) — & (3 sin sin = 
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et, compte tenu de la forme des f.p. et des v.p. de l’hamiltonien 
de la particule (voir 2.1), on obtient en accord avec la formule géné- 
rale définissant la dépendance temporelle de la f.o. 


Y(zx, )=< (3 sin TE exp (— Ts )— sin SE exp{ — ar }) 


iñn°t 


= + exp (— : ) (3 sin = —exp (— +) sin). 


Au bout d’un temps T = ua*/2xñ la particule revient à son état 
initial. 

7.11. Compte tenu du résultat obtenu dans le problème 4.1; on 
trouve sans peine 


y (œ, = [t-exp(-#) cos (29) |. 


Au bout d’un temps T = xl/h le rotate:r revient à son état ini- 
tial. 


1.12. Représentons la f.o. sous la forme 


(8, &—0)— 4 cos? 0—< [(3 cos® 0 — 1) + 1] (4) 


et compte tenu du fait que le premier et le second termes entre cro- 
chets sont respectivement proportionnels aux fonctions sphériques 
Y 50 et Yo constituant les f.p. de l’hamiltonien (voir 4.3), il vient 


y (6, =<+ {1 + (3 cos? 6 — 1) exp (—<)}. 


Après le temps 7 = 2x7/3h le rotateur revient à l’état initial. 


7.13. Développons la f.0o. en f.p. de l’opérateur impulsion (et 
de l’hamiltonien) : 


? 


Pa t=0={|c()V,(Ddp, V,(= (2x) #exp(#) 
où 


c(p)= DE | W(z, t —0) exp () dr = 


= (exprime Mel] (1 


L'intégrale dans l’expression (1) se réduit tout simplement à l’inté- 
grale de Poisson, et 


c(p)= exp | —-# (me — pa)? |. 
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La f.o. W(zx, t) d'état d’une particule à un moment arbitraire 
du temps en vertu de principes généraux peut être obtenue par la 
formule 


CE dé prdud, — 7%) Y (2) dp= 


| exp [SEE EE (mvo — p}° |é. 


n TE 


L'intégrale dans l’expression (2) est analogue à celle de la formu- 
le (1) et son calcul, après des transformations simples mais longues, 
fournit 


Ya, D=AÎI+# | 
x exp [— — ma?h? (z— vit} + ih3z?2t + iaëm?voh (2z— vot) L (3) 


1/2 


2m (atñ=+Lt2h4/m®) 
Selon (3), il vient 


DV 0 Pa AE op ET 
(a 4 2 Eu 
ANR 4 (1 nai ] 


m'a 


On obtient aisément que pour | À [ = (na°)-!/® la f.o. Y (x, t) 
est normée à l'unité. Compte tenu de ce fait, on obtient 
z (t)= | z|Y(x,t)|°dr=vit, 
— pre © 
(Az = (s—2 (= $ (1+ LE). 


La fonction 


c(p, t)=exp(—<ÈE) c(p) 


est la f.o. de la particule en représentation d’impulsion, et, compte 
tenu de la forme de c (p), il vient 


PO=\pic(plPdp=m, GPO=Zr. (6 


Les résultats obtenus dans (4)-(6) ont un sens simple: la fonc- 
tion de distribution en coordonnées de la particule a selon (4) l’aspect 


du paquet de Gauss, dont le centre z (t) se deplace à la vitesse vw, 
(égale à p/m) ; de plus, la largeur du paquet dont l’ordre de grandeur 
est V (az (£))? croît (le paquet s'étale). L’étalement du paquet est 
lié au fait que l’impulsion de la particule n’a pas de valeur détermi- 
née. 
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La largeur du paquet augmente du double durant le temps t+ 
valant 


t, = V 3ma2/h. (7) 


Donnons l'estimation numérique du temps ts. 

1. Pour une particule de masse m — 10-27 g (électron) avec a — 
= 10-8 cm (dimensions atomiques) on a selon (7) {, — 10716 s. 

2. Pour une particule macroscopique (m = 10° g, a — 107 cm} 
la formule (7) donne t, — 1018 s — 10! années! 

7.14. Selon le problème précédent 


Gr = TS (1455) = ©. (1) 


mai 
A partir de l’expression (1) il s’ensuit 
[a2 (t)]min=th/m, c'est-à-dire a2(t) > th/m. 


7.145. La f.o. d'état d’une particule à un: instant arbitraire du 
temps : 


Wz, t)— | C(E)exp | — +) (x) dE, (1) 


et le décroissement de la grandeur | W (x, t) |* pour { — oo est évi- 
dent en raison de la rapide oscillation de la fonction sous l'intégrale 
(plus précisément, de l’oscillation de ses parties réelle et imaginaire) 
de l’expression (1). 

La condition notée de décroissance de | Y (x, t) |? avec conser- 
vation de la normalisation de la f.o. signifie que la particule pour 
t — oo s’éloigne à une distance infiniment grande. Ce résultat 
s'accorde avec la nature infinie du mouvement de la particule en 
mécanique classique. 

7.16. En développant la fonction Y (x, { — 0) en f.p. de l’ha- 
miltonien d'une particule dans le champ U (x) — —aô (x), repré- 
sentons la f.o. Y (x, t) sous la forme 


W(zxz, t)—exp (— iles s | CoPo (x) + [ C(E)e-iEtW (zx) dE, (1) 
où 
Po(z)=V %0 Xp (— #9 [x|), ÆE= — Le 9 ko = 


constituent la f.o. normée et l’énergie de l’unique état du s.d. dans 
le champ considéré (voir 2.11). 
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Le second terme de (1) (l’apport du spectre continu à la f.o.) 
pour { —+ oo s’annule en raison de la rapide oscillation des parties 
réelle et imaginaire de la fonction sous l'intégrale. On a donc 


| F(x, t=0o0) [=] CT (2) P=%xo1Col?exp(—2x01z |). (2) 


Une fois choisie la valeur du coefficient À dans la f.o. W (x, t — 
= 0) à partir de la condition de normalisation: AÀ° = B, et, après 
calcul de la grandeur 


C,= | W(z, t—0) Y*(x) dr =2 V %0B (%0 + B)°!, 


récrivons l'expression (2) sous la forme 

ABXÿ 
(ko + B)° 
dans laquelle elle représente la fonction de distribution en coordon- 


nées de la particule pour t —+ co. La condition de normalisation de 
cette fonction se présente sous la forme 


W(x, t=o)=|]Y(x, t=00) [= exp(—2x1z1) 


w = | W (x, t= co) dr = 4Bxo (0 BJ & 1. 

Le fait que la fonction W est normée à la valeur inférieure à 
l’unité signifie que la particule avec une probabilité finie valant 
(1 — w) s'éloigne à une distance infiniment grande du centre de for- 
ce. Pour saisir le sens du résultat obtenu dans le problème il faut 
tenir compte de l'inégalité 


| | W(x, t = oo) |?dx — \ lim|Y(x, t)|?dr 
> 0 
lim À |'V(z, t)[2dz—1. 
[—% 
7.17. La f.o. Wi(x, t) est de la forme 


fexp[—+(-rc)]o (dr. (1 


2m 


VSD = 


21h 


Pour t —+ oo (et x —> oo) la phase de l’exposant de l’exponen- 
tielle dans l'expression (1) varie fortement déjà pour une petite 
modification de la variable p, ce qui entraîne des oscillations rapides 
des parties réelle et imaginaire de la fonction sous l'intégrale, ainsi 
que l’annihilation réciproque d’apports des divers domaines d’inté- 
gration. L'apport le moins compensé (et, par suite, dominant) est 
celui des domaines d'intégration où l’exposant de l’exponentielle 
se modifie le plus lentement, c’est-à-dire des domaines proches des 
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points extrêmes de cet indice entendu comme la fonction de la 
variable p défini à partir de la condition 


2 (EE —pz)=0, Po = —. 


En sortant de sous le signe de l'intégrale la valeur de la fonctior 
®, (Po) au point extrême et en calculant l'intégrale obtenue ainsi, 
on obtient la forme asymptotique cherchée de la f.o. pour { —+ co: 


Ve 9 exp | 4 (re) Jr 


= mp, (T) e 2nt . (2) 


Notons le sens clair du résultat (2): la valeur de la f.o. pour 
t—+ © au point z—> +oo (de sorte que z/t = const = v = po/m) 
se définit par la f.o. ©, (p.) en représentation d’impulsion; c’est 
justement cette impulsion p, que doit avoir la particule libre en 
mécanique classique pour pouvoir se déplacer durant le temps t à 
la distance x. 

7.18. En développant la f.o. en f.p. de l’oscillateur harmoni- 
que, il vient 


YW(z, t)= © Crexp(—iE,t/h)Y, (x), (4) 


n=0 
Y,(z)=(2"n! aV a) {/2exp(—zx°/2a°) H, (x/a), 
Cn = | Y(z, t=0) (x) dr= 


= (2"n! n)12 | H, (x/a) exp [—— Eh + JR | = (2 


(on a choisi À = (a V x)-!/? à partir de la condition de normalisa-- 
tion de la f.o.). 

Pour calculer C,, utilisons la fonction génératrice des polynômes 
d'Hermite 


exp(—2+ 2) D, <H, (E 2". (3) 


Multiplions les deux parties de la relation (3) par exp [ —E# + 


+ 2 + pe] et intégrons en &Ë. Dans ce cas dans la partie droite 


926 VARIATION D'ÉTAT EN FONCTION DU TEMPS [CH 7 


le coefficient de z" s'exprime manifestement au moyen de C,. L'in- 
tégrale de la partie gauche se transforme de la façon suivante 


| exp [—z22— E2 + 2Ez + Er,/a + ipoaËlf] dE — 


=Vn exp[+ (= pes 


2)" Jen [+ (2-+482)] 
Viao(+(4+e)]S (este) 


n | 
n=—0 


En égalant les coefficients de z” dans l’expression obtenue après 
éntégration des deux membres de l'égalité (3), on obtient 


_ [9n z ipoa \* . ÉPoZ pêei 
Cn=(2n ty te (<e+ ie) exp | — + ipere — PE |. 
Compte tenu de ce que E, = fo (n + 1/2), ainsi que de la valeur 

trouvée C,;, récrivons la relation (1) sous la forme 


Ge De Der (EE) "A, (ze) x 


rep +8 io (n +7) +]. 


A l'aide de la formule (3) la suite (4) peut être sommée sans 
peine : 


_ è 3aè ÉPoT 
DZ, 1= (nets exp[ 5H + She | 


xexp[ —+(< + Sheet )Ÿ e-zier + (£e Per “e)£e 


Il est commode d'écrire cette dernière expression sous la forme 
_ 1 E z Poa 
P(z, t1)= (ne) exp | —+ (5 cos wt— A 
+ LA Poa 


— (<= cos ot — À sin ot ) + “Pete sin? of - 


. 2 
sin ut) + 


Zpa Sin 2@t——— |. 


+ sin 2ot — PE |. (5) 


Il s'ensuit de (5) (rappelons que a? — ä/muw) 
Î F{(z, t) |? — 


= ep [27 (52 cos w1—- se. o sinwt)" 1 (6) 
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c'est-à-dire que la distribution en coordonnées de la particule prend 


la forme du paquet de Gauss dont le centre x (t) se déplace avec le 
temps suivant la loi 


To (t)= 2 (6) — Lo 


(en oscillant avec une pulsation o), sait que la largeur demet demeure 
se (il n'y a pas d’étalement du paquet) et vaut (Az (t)}? — 
= a?/2 

Compte tenu de la forme de la f.o. (5), on obtient les caractéris- 
tiques de la distribution de l’oscillateur en impulsions: 


P(t)=P, coswot—mworz, Sin @t, (Ap(t)): = h2/2a? = const. 


Notons que les grandeurs z (t) et p (t) varient avec le temps de la 
même façon que la coordonnée et l’impulsion de l’oscillateur clas- 
sique. 

On laisse au soin du lecteur la discussion du problème des proba- 
bilités d’excitation de divers états stationnaires de l’oscillateur en 
état étudié dans le problème considéré (c’est-à-dire l’étude de la gran- 
deur w, = |C, 

7.19. Comme È fonction temporelle de Green satisfait à l’é. 
Sch. en variables zx, ft, elle peut être représentée sous la forme 


Gta, t)= exp[ (2) ]C,(&", )Y,(dp, (1 


où Y, (x) = (2xk)-1/? exp (ipz/h) sont les f.p. de l'opérateur im- 
pulsion et de l’hamiltonien de particules libres. 

Les coefficients C, (x’, t’) dans le développement (1) se définis- 
sent à partir de la condition de transformation de la fonction de 
Green pour t — t’ en la fonction 6: Ô (x — x’). De la relation (1) 
pour t —t’ et de l'égalité 


| Va (x) Y, (x) dp=6(z— 2x") 
il s'ensuit que 
Ch= W3(z). (2) 
(1) et 2) nous permettent de trouver la forme cherchée de la 
fonction de Green : 
G(z, t: z’, )= | exp [2 (et) | 5) Ye (x) dp= 
[ + (Ë (e—1") 
èm 


pin 2inñ = à | (3) 


=(2nh)"! | exp | — + pz'— pz) | dp — 
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La généralisation de la formule (3) au cas tridimensionnel est 
immédiate : 


er m 3/2 im(r—r'} 
Gtir, M =[5 5 | exp | AU—t) J° 
A l’aide de la fonction temporelle de Green la f.o. Y (x, t) de 


la particule peut être obtenue d’après la f.o. connue Y (x, t — 0) 
au moyen de la formule 


Y (z, = (G(a, t: 2’, 0) Y(z’, t —0)dz’. 


Notons que la dépendance de la fonction de Green des coordonnées 
et du temps sous la forme (x — x’) et (£ — 1”) est liée à l’homogé- 
néité de l’espace et du temps pour des particules libres. 


2 7 ’ 
7.20. G(p, t5 p', t}=exp| EEE ]6(p—p'). 


7.21. La fonction de Green n’est pas nulle pour x, zx’ < 0. En 
variables zx, t elle satisfait à l’é Sch. pour une particule libre et à la 
condition limite G(z —0;1t; zx", t") = 0. 

Compte tenu du résultat obtenu dans le problème 7.19, on se 
convainc aussitôt que la fonction de Green cherchée est de la forme 


nt NN m im(z—z"}3 im(z+ zx} 
GG 152, eV een (Pen SP En) 
7.22. En portant dans la formule 
Y(z, = (Ge, t: 2, t'=0) Y(z’, t—0)dz (1) 


la valeur de la f.o. Y (x, 0) donnée dans la condition du problème 
et la fonction de Green trouvée dans le problème précédent, ensuite, 
en calculant les intégrales obtenues ainsi, on aboutit à la f.o. de 
la forme: 


Y (zx, DAV rer de(samens (— (z+0— 


Re EE (a+ ao) + RE (+ 0) — HE — 
2e (a+ HE) Joe 0) 


où expl(z —> —zx)] désigne une Pat absolument analogue au 
premier terme exponentiel de la formule (2) avec la seule substitution 
de (—zx) à z. 

La f.o. (2) est une superposition de deux paquets d'ondes dont 
le premier décrit les particules heurtant la paroi, tandis que le second, 
les particules réfléchies. Aux temps origines dans l'expression (2) 
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la plus grande importance revient au premier terme décrivant les 


particules incidentes. Pour t > T© si p > : *), au contraire, le 


terme dominant est le second qui décrit les particules réfléchies. 
7.23. En représentation d'impulsion la fonction de Green est 
de la forme 
+00 


Gp, t; p,t)= | exp[ -# 0 | DE(P)DE(P)dE, (1) 


où D (p)= (2x F hi) 1/2 exp [<< + est la f.p. de l'ha- 


miltonien de la particule (voir 2.45). 
Le calcul de l’intégrale dans l’expression (1) fournit 


Gp, t3 p', t'h=exp[ EN T6 (pp —Fo(t—t). 


7.24. Compte tenu des relations entre les fonctions de Green en 
représentations de coordonnées et d’impulsion 


G(æ, 1; 2", t)=(2nt)t | exp[ IE PE) |G(p, ti p', t')dp'äp 


et de la forme explicite de la fonction G (p, t; p’, t’) trouvée dans le 
problème précédent, on obtient sans peine 


ES __iF(t—t'ÿ 
Ga t5 2, = ar er (+ 


liFo ’ ’ im (z— zx") 
+ Gi )(z+zx )+ en) 


On laisse au soin du lecteur l'étude du mouvement du paquet 
d'ondes. Notons seulement que la densité de probabilité | W (x, t) |* 
est de la forme de distribution de Gauss, avec 


= _— 2 h212 
z(t)=tzo+ Pot/m+ Fot/2m, (Az (= 1 + 3 ) ' 


*) Notons que c'est précisément dans le cas de p, % #/a qu'il y a lieu de 
caractériser le paquet d'ondes originaire comme décrivant la particule bom- 
bardant la paroi. Dans le cas contraire (p, << k/a), déjà à l’état initial, la par- 
ticule possède avec une probabilité manifeste (—1) la valeur négative de l'im- 
pulsion p << 0 (comparer à 1.42), de même que la particule réfléchie ; respective- 
ment, c’est littéralement un non-sens que de caractériser le premier terme entre 
accolades de (2) comme répondant aux particules bombardant la paroi. La dif- 
férence notée entre les cas de p, > ñi/a et pos X À/a se manifeste dans le fait que 
pour Po << /a le premier terme de (2) n'est plus négligemment petit comparé 
au second, même pour { —+ co. 
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7.25. Pour obtenir la fonction de Green il faut calculer la somme 
G(z, t; x’, t)= > exp [ =) | Wr(z) Y,(z), (i) 
n=0 


où Y,(z)=(2"aV nn 1) 1/2 exp ( — ++) H (+) 9 


a 


E,=ho(n+1/2)}, a=V mo. 


Compte tenu de la formule bien connue de la théorie des poly- 
nômes d'Hermite (voir [12]) 


(4— 12) 1/2 exp [ ui Ru 3 |= > Hn (An) qu 


ant 


on calcule sans peine la somme (1) et l’on obtient la forme explicite 
de la fonction de Green 


22zx' —(z3—+(z°)3) cos w (t—t') 
sd [ 2ia3 sin w(t—t’) | 


G(z,t; zx’, t')= —_—_—— 
. ) V'2nia? sinw(s—t") . 


7.26. Soit un système X” en mouvement à la vitesse V le long 
de l’axe x par rapport au système Æ, de sorte que x = x’ + Vt, 
= +. 

Les énergies potentielles de ces deux systèmes sont liées par la 
relation U” (z’, &) = U" (x — Vt,t) = U (x,t) (on se limite, pour 
simplifier, au cas d’un mouvement unidimensionnel, la générali- 
sation à un mouvement tridimensionnel s'avère évidente). 


L’ opérateur unitaire Ü *) correspondant à la transformation 
de Galilée s'obtient de la condition postulant que si la f.o. Y (x, t) 
satisfait à l’é.Sch. (dans le système X) 


hi LY(z = Y= EU (2 e) | FC t) (1) 
ot L 2m 9 9 L 
la fonction 

W'(z', D=ÛY (x, ?) (2) 
æst alors la solution de l’é.Sch. dans le système X” (et inversement) 


x 712 
iñ  W'(z’, = Ag [2 + (z’, | Y'(z',t). (3) 


*) Ne pas confondre avec U (x, t). 
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Vu que les deux fonctions W, Y’ décrivent un même état physi- 
que de la particule (seulement dans les différents systèmes de coor- 
données), la condition 


LP" (z", DP=IT' (Vi, = IT (x, t)F, (4) 
exprimant l’indépendance par rapport au système de référence choisi 


de la densité de probabilité de présence de la particule au point 
donné de l’espace, doit être remplie. De l'égalité (4) il s'ensuit que 


l'opérateur U dans la relation (2) est de la forme 


Ü—exp{is (x, t)}, (5) 
où S (x, t) est la fonction réelle. En portant 
W'(a', t)=exp {iS (x, t)} Y(x, t) (6) 


dans l'équation (3) et en y passant à de nouvelles variables (zx, t), 
il vient 
R? 9? h 949$ ] 0Y 


; Ôd . 

ME WY(z, = V(z, D +ih (SV 
R3 925 , À? 2S \2 dS 0S = 

+[U (a D S +5 (5) HAVE + SE], 0. (7) 


En exigeant que l'équation (7) soit identique à (1), on obtient un 
système d'équations permettant de déterminer la forme de la fonc- 
tion S (x, t): 


A 
De la première équation de (8) il s'ensuit que 
S (a, = + f(), 
tandis que la seconde permet d'obtenir j (t), de sorte que 
S (x, D=— ME + +C. (9) 


L'expression (9) (où l’on peut négliger la constante C de peu 
d'importance) détermine selon la formule (5) la forme cherchée de 
l'opérateur unitaire. 

Compte tenu des relations (6) et (9) on établit sans peine la loi 
suivante de transformation de la f.o. de la particule en représenta- 
tion d’impulsion pour la transformation de Galilée : 


CE , y3 V 
D'(p', t)=D(p=p+mV, thexp (— + EE), (40) 
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d’où l’on tire la relation w’(p — mV, t) = w (p, t) entre les fonc- 
tions de distribution en impulsions de la particule dans les systèmes 
K et K°. 

7.27. Supposons que la f.o. Y (r, t) est la solution de l’é.Sch. 


he (p—< AU, D) Y+ep(r, DE (4 


pour un certain calibrage A (r, t), o (r, t) des potentiels du champ 
électromagnétique extérieur dans lequel se meut une particule 
chargée. 

L’invariance de l’é.Sch. relativement à la transformation de 
jauge des potentiels signifie que si l’on passe à un nouveau calibrage 
des potentiels 


A'=A+vVf(r, t), g=p— +2 f(r, t), 


il doit exister un tel opérateur unitaire Ü pour lequel la f.o. Y” 


— ÜY décrivant le même état physique de la particule que la f.o. Y 
(mais pour un nouveau calibrage), et, par suite, satisfaisant à la 
relation 


IF DF=IY(,r, à F, (2) 
soit une solution de l’é.Sch. 
.+ 0W’ 1 a \2 2 vr’ 
h——=—— (p—<a) + ep'Y”. (3) 


Pour obtenir l'opérateur Ü, notons que selon (2) il doit être de la 
forme 


A 


U = exp{isS (r, t)}, (4) 
où S (r, t) est une fonction réelle. En portant la f.o. de la forme 
Y'(r, t) = exp {iS (r, t)} V(r, 1) (5) 


dans l'équation (3) et en exigeant que l'équation de la f.o. Y soit 
de la forme (1), on obtient l’équation permettant de définir la fonc- 
tion S (r, t) (comparer à la solution du problème précédent): 


RVS (x, = <vi(r, t), RTS (r, D=< LE j(r, t). (6) 
La solution du système d’équations (6) donne 


S(r, = fr t)+C (7) 
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et, par suite, en accord avec (4), définit la forme de l'opérateur 
unitaire cherché (la constante C de peu d'importance dans l’expres- 
sion (7) peut être négligée). 

La généralisation au cas d’un système de particules chargées quel- 
conques est immédiate : 


Ü— exp (x 2 eal (Ta t)}, 


où la somme est effectuée sur toutes les particules chargées. 
7.28. Avec les transformations unitaires (y compris celles qui 
dépendent manifestement du temps) les f.o. et les opérateurs de 


grandeurs physiques se transforment, comme on le sait, de la façon 
suivante 


Y—+w'=ÙY, ff UjÜ*. 
En particulier, 
=ÜHÜ*. (1) 
Etablissons quelle forme prend l'é.Sch. ik _ Y — HY dans la 


transformation unitaire U (t) dépendant manifestement du temps. 
De l'é.Sch. pour la f.o. Y il s’ensuit 


em$ 


cn y œin 2 (Ou in (2) w = AY. (2) 


Etant donné que Ü*UÜ — 1, Y” — ÜY, récrivons (2) sous la 
forme 


Mo dune. rise Le ou À SL ; 
ih = W'= {ÜAO* + if (5) Ü*EY (3) 
représentant l’é.Sch. à l’hamiltonien H" valant 
Â" = DAÔ* +it (2 L.) += hein (© a )ÿ (4) 


(on se convainc sans peine que |’ opérateur H" est hermitien). L'ex- 
pression (4) résout le problème posé. 


Ainsi avec une transformation unitaire Ü (t) on peut faire cor- 
respondre à l’hamiltonien } deux opérateurs : H° et H". Pour saisir 


le sens du résultat obtenu et éclaircir le rôle des opérateurs H” et H” 
il faut avoir présente à l'esprit la circonstance suivante. 


L'hamiltonien H remplit en somme deux fonctions : 
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1) il détermine l’évolution temporelle de la f.o. du système 
en accord avec l’é.Sch.; 


2) au cas où l'opérateur À ne dépend pas manifestement du 
temps il devient une intégrale de mouvement, et ses v.p. ont un 
sens physique direct représentant les niveaux d'énergie du système. 


Toutefois, si À (t) dépend manifestement du temps, il perd sa 
seconde fonction (l'énergie ne se conserve pas; quant aux v.p. de 


l'hamiltonien instantané H (t), elles n’ont pas en général de sens 
physique profond pour le système concerné). 


Si l’hamiltonien de départ À ne dépend pas du temps et, par sui- 
te, remplit les deux fonctions indiquées plus haut, alors avec la 
transformation unitaire dépendant manifestement du temps, ces 


fonctions se répartissent entre les opérateurs À’ et H”: l'opérateur 
H" définit l'évolution temporelle de la f.o., tandis que H' assume la 
seconde fonction de l'opérateur H comme de l'opérateur grandeur 
constante. Ilest clair que les spectres des v.p. de H et H' coïn- 


cident. De plus, le fait que l’opérateur H' est une intégrale de mou- 
vement peut être confirmé directement par le calcul : 


d [rt __ 9 74 È Tr J'y 
Lt =LA+ LI", À=0. 


Mais si l’hamiltonien À (t) dépend du temps, il perd alors sa fonc- 
tion d’intégrale de mouvement. Respectivement, dans ce cas l’opé- 


rateur H” n’a plus de sens physique direct, tandis que l’opérateur H” 
continue à demeurer un opérateur déterminant l’évolution temporel- 
le de la f.o. du système. 

En guise d'illustration de l’étude menée on peut donner le passage 
à la représentation de Heisenberg que réalise l'opérateur unitaire 


(au cas de £ H = 0) 
Ü=exp(+ At). 


Dans ce cas À’ — H, H” — 0 et de l’é.Sch. dans la nouvelle re- 
présentation de Heisenberg il s'ensuit que la f.o. est indépendante 
du temps. 

Considérant que les transformations unitaires en mécanique 
quantique sont l’analogue des transformations canoniques en méca- 
nique classique, on se convainc sans peine que la relation (4) est Ja 
généralisation de la mécanique quantique de la formule 


H"(P, Q, t)=H(P, Q, t+< 
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en mécanique classique exprimant la transformation de la fonction 
de Hamilton par la transformation canonique opérée par la fonction 
génératrice f ({) dépendant manifestement du temps [4]. 

7.29. a) Pour trouver la forme des opérateurs de Heisenberg 
i ñ 4 = 
Ta Ht 7 At 


pe , — p’/2m, 


fes + 
z(t)= er Te nn. p(t)=e* 


utilisons la représentation d’impulsion dans laquelle, comme on 
le sait, 


P=p, z—ihô/ôp. 


On trouve alors sans peine 


p(t)=p=p, 
me (HE) an(s 


autrement dit que les relations entre les opérateurs sont absolument 
les mêmes qu'entre les grandeurs classiques correspondantes ; de plus, 


les opérateurs z, p remplissent le rôle des conditions initiales pour 
les opérateurs z (t), p (t). 


b) En représentation de Heisenberg les opérateurs z (4), p (£) 
dépendent manifestement du temps et leurs équations de mouvement 
sont de la forme 


dz(t) if * dp (t) 
= lH, st), =+ (À, p (t)}, (1) 


où les dérivées d/dt sont assimilées à des dérivées en temps entrant 
manifestement dans les opérateurs de Heisenberg; l'hamiltonien 


H-H (p (£), z (t)) s'exprime en fonction d'opérateurs p (£), z (£) 
qui remplissent la relation de commutativité canonique s 


(pt), z(t)]= —ih. 


Pour une particule libre À = p° (t)/2m, et les équations (1) pren- 
nent la forme 


dz(#) __ pt)  dple) 
D nd @) 


Des équations (2) il vient 


P (t) — Po= P (3) 
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c'est-à-dire que l'opérateur P (t) est manifestement indépendant du 
temps. Pour £{ — 0 les opérateurs de Heisenberg coïncident avec les 


opérateurs de la représentation de Schrôdinger, aussi Po = p est-il 
un opérateur impulsion banal en représentation de Schrôdinger. 


De la première équation de (2), compte tenu de (3), on obtient 
sans peine 


A F4 A A t A A 
z(t)= — Pot T=—P+2 
où To = x est l'opérateur coordonnée en représentation de Schrô- 
dinger. 
7.30. a) Compte tenu de l'aspect de l'hamiltonien À — e _ 


— F,x, les opérateurs Z (£) et p (t) s'obtiennent sans peine en utili- 
sant le résultat du problème 1.14: 


Ft 


z ({)= exp GHth) Zexp (—iAt/h) =r+ + = p+se 
(1) 
p (£)= p+ et 
b) Compte tenu des formules 


É (t)= RACE Z(t), IP(), z(#)]= —ix, 


on obtient les équations de mouvement pour les opérateurs de Hei- 
senberg 


de A A ° 

= LÉ (E, z(1= 29, 

: (2) 
dp (t) 


= LH (t), P(= Fos 


dont la solution aboutit à la forme établie plus haut (1) de ces opé- 


rateurs (rappelons que Z, P sont des opérateurs en représentation de 
Schrôdinger remplissant le rôle des conditions initiales d'opérateurs 
de Heisenberg z (t), p (t)). 

7.31. a) Compte tenu du fait que pour un oscillateur 


a D? kr { 2 : L 2 * 
H=—+ . ’ -t4,a-<À, + (A, pl= —kz, 
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on obtient sans peine en utilisant le résultat du problème 1.14: 
z (t) = exp (iAt/h) x exp (—iHt/h) = 


=2+57 + LÀ, tar GT (A, LÀ, 21+...= 
k 


= cos ot + sin wt,: (1) 


p (t) = P cos @t — mur sin wt. 
b) Les équations de mouvement pour les opérateurs de Heisen- 
berg sont de la forme 


BD EH, 22, PO LEE (6, DD —k (D. 


Ce système d'équations d'opérateurs x (t), p (t) en raison de sa 
linéarité peut être résolu de la même façon que les fonctions ordinai- 
res (non opératorielles), car dans ce cas il ne surgit pas de difficultés 
dues à la non-commutativité des opérateurs. La solution est de la 
forme 


z (£) = C, COS @£ + C; sin wé, p(t) = — MO (é, sin Of — Ê, cos of], 


où É, et Ca sont des opérateurs ne dépendant pas du temps et dont 
la forme s'obtient à partir de la coïncidence pour t = 0 d’opéra- 


teurs de Heisenberg avec les opérateurs x, p en représentation de 
Schrôüdinger : 


Ci=z(0)=r, mul,= p(0) = 


7.32. Le problème se résout de la même façon que le précédent. 
Donnons la réponse (wo = e#,/mc): 


r(f\= 2 Pz qi Py_ = 

zx (t)= x cos of + sin ot + (1 — cos wt), 
Ps (£) = Ps cos ot + P, sin @t— mozx sin Of, 
y(t)=y— z sin ot+ Pz — (cos ot—1)+ 2e sin wf, 


D, (t) — Di: z (£) SE 2+ tp,m, Pa (t) — Ps. 


L'opérateur vitesse de la particule v (£) = dr (t)/dt s'obtient 
directement par dérivation en temps de l'opérateur r ({). 
22—01572 
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On propose au lecteur d'étudier lui-même les relations entre les 


opérateurs r ({), v (t) et r (0) =Fr,v (0) — vet de discuter le pro- 
blème 6.3 sur la base des relations ainsi obtenues. 
7.33. En se servant des équations de mouvement pour les opéra- 


teurs de Heisenbere r (4), p (t), on obtient après quelques transfor- 
mations simples 


Pa (Et), 2x (= LP (6), 2x (O1 IP: (6), La (= 


{IL (1), pi], 2x (4) + [pi(t), LA (t), 2: ()J]} = 0, 


autrement dit la valeur du commutateur | Pi (t), Th (t)] est indépen- 
dante du temps, et comme pour t = 0 elle vaut (D, (0), zh (0)] = 
= [pas Th] — —ihô;,. on a démontré la coïncidence des relations 
de commutativité canoniques pour les opérateurs de Heisenberg et 
des équations de mouvement. 

7.34. En se servant de la forme d'opérateurs z (t), p (t) établie 
dans 7.29-7.31, on obtient sans peine: 


a) (pt), 2(')=—ih; D) [Ip(), z()= —ih; 

c) [p(t), z(£’)]= — if cos w(t—t"). 

7.35. En portant dans les hamiltoniens des systèmes mentionnés 
H (£) = H (p (é), z (t)) l'expression explicite d'opérateurs p (£) et 
z (t), on se convainc que H (t) = H (0). 


Ce dernier résultat est immédiat également dans le cas général *), 
car 


À (t)= exp (&H (0) t/#) À (0) exp (—iA (0) t/k) = À (0). 


7.36. En représentation de Heisenberg la f.o. d’état d’un systè- 
me ne dépend pas manifestement du temps et la dépendance tempo- 
relle des valeurs moyennes des grandeurs physiques se détermine 
complètement par la dépendance du temps d'opérateurs de Heisen- 
berg correspondants. 


*) Naturellement si dans la représentation de Schrôdinger Li = (0, 
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Compte tenu des valeurs moyennes suivantes d'état mentionné 
dans les conditions du problème (la f.o. est normée à l'unité avec 


= (V a)2): 
z= | | W (x) F_xdz=x,, z?=21+ a?/2, 
p= —ih | Y# (zx) + Y(z) dt=py) P°=p}+h?/20?, 
NRC : d , d _ 
FR eu junte (a+ Le) verni, 


et en utilisant la forme d'opérateurs de Heisenberg des systèmes 
concernés, établie dans 7.29-7.31, on obtient sans peine: 


0) 2D=i()=sottpm, Geo =S(1+ À), PO — 


= Pos _(Ap(t)}= h?/2a? ; 
b) z(t)= 2, + till t2F,/2m, p(t)=po+Fot/m, (Az(t)}° = 


= 22 (1)—(x(t)} =+— 2 (1 + f?2t2/m2ai), (Ap(t))?— 2/2? : 


c) z(t)— To COS W! + S Sin wt, p(t)— Po COS ot — “us sin wé, 


(Az (= + (cos? Fe _— rsinot), (Gp = er (cos? ot+ 
+ Li = Fe ut) 
Éoiote que dans le cas d’un oscillateur avec a° = h/mo les fluc- 


tuations de la coordonnée et de l'impulsion s'avèrent indépendan- 
tes du temps). 

7.31. En affectant les opérateurs et les f.o. en représentation 
d'interaction de l'indice « int » et en tenant compte de la forme de 


l'opérateur Ü = exp (iHot/), il vient 


fine = XP (éHot/h) fexp(—iHitih), (1) 
Wine (t) = exp (iHot/k) Y (t), (2) 


+ Ô 3 } 
il ot Wint DE HintWint = Vint Vint 


; ; 5 LD Ë (3) 
Hine= exp (iHot/h) (H,+V)exp(—iHt/h) + 


+ih (exp (GÂt/h)) exp (—iÉot/h) = 


= exp (Ath) V'exp(—iHot/h)= Vint 
22° 
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(avec l'établissement de la forme de l’équation d’onde (3) en repré- 
sentation d'interaction on a tenu compte du résultat obtenu dans 
le problème 7.28). 

Après dérivation en temps des deux membres de la relation (1), 
on aboutit à la forme des équations de mouvement pour les opéra- 
teurs en représentation d'interaction: 


À fit = (SE) ++ ho foi 


(habituellement les opérateurs de grandeurs physiques f en repré- 
sentation de Schrôüdinger ne dépendent pas manifestement du temps 
._ 83 185) — 
et pour ces derniers ra = (31). = (). 
7.38. Dans le cas étudié À, = p*/2m, V = —F,r et en utilisant 
le résultat du problème 7.29 il vient 


A pat A  D°t A A A A 
Zo= exp(22) Sexp( 2 )=2+ +, Pint — P 
LS A { A 
Vin = — Fo (z2+<p), 

if Wint= VintYint= — Fo (z+<p)Y 
ge “int — Vintfint — 0 sr à iot- 


7.39. De la même façon que dans le problème précédent, on 
obtient 


Ho=ptl2m, V=ka/2, Zn + p, 
a PR k /* 112 
Pint = P; Vint = (K22/2)nt =5 (z+< p) , 
7 ; k {= » \2 

il FTE Vint = Vint int = TS (z+— p) int 


7.40. Compte tenu de l’hamiltonien de la particule 


Ê= 2 -uH (r, t) 6, 


on obtient selon les formules standard 
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L'opérateur accélération peut être écrit sous une forme très par- 
lante : 


mw — — grad Ü, 


Ü =—uH = —yuHo 
(l'étude menée se rapporte à une particule douéesde spin s = 1/2; 


cependant, la généralisation au cas d’une particule neutre à spin 


arbitraire s est triviale et se réduit à la substitution de s/s à 6). 

7.41. En dirigeant l’axe z le long du champ magnétique. repré- 
sentons la partie du spin de l’hamiltonien et l'équation d’onde de la 
f.o. de spin sous la forme 


À = — pô Y (+) =( à 


C.& ) , SW ()= AY (E, 


ou 
ihkC,= — SC, ihC, =u #00. (1) 
La solution des équations (1) est de la forme 
C; (t) = eXp (io) Ci (0), C2 (£) — EXP ( — io) C (0), (2) 
où © — Ufo/h, tandis que les valeurs des constantes C,.. (0) s'ob- 
tiennent à partir des conditions initiales; pour une fonction de 
spin normée | C1, + | Ca | = 1. 


Les valeurs moyennes des composantes du vecteur de spin va- 
rient avec le temps suivant la loi 


SOLS ()OY (1), 5, 0)=5, (0) cos ut +5, (0) sin ut, 


5, (t)=5, (0) cos 2wt —s, (0) sin 2œt, s,(t)= s, (0) =const, 


c'est-à-dire que le vecteur s ({) est en précession avec une vitesse 
angulaire 26 autour de la direction du champ magnétique (de l’axe 2). 

7.42. Le résultat du problème précédent se généralise immédia- 
tement au cas d'un champ magnétique d'intensité fonction du temps 
mais de direction constante, c'est-à-dire d’un champ de la forme 
H (t) = (0, 0, & (t)). 


L'équation d'onde de la f.o. de spin prend la forme 


ihC, = —n (Cu, ihC,=ud (t)C. (1) 
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La solution des équations (1) est: 
Ci(6)=Ci(0)exp (iE(#)), C2 (t) = Ce (0) exp (—iE (t)), 
Î 


où E(t + | HU. 


Les us moyennes des composantes du spin varient avec le 
temps}suivant la loi 


s,(t)= 5, (0) cos 2E (1) +5, (0) sin 2E (t), 
sy(t)=s,(0)cos 2E(t)—s, (0)sin2E(t), s,(t)=5, (0), 


autrement dit le vecteur s (t) pivote (en général, de façon irrégulière) 
autour de l’axe z le long duquel est dirigé le champ magnétique. 
7.43. Phase de Hamilton d’une particule est de la forme 


À (p—<A(r, 0)" +ep(r, ?) —uH (16. (1) 
Supposons que pour { = Olaf.o. de la particule soit de la forme 
Fr t=0)=v#(r, t —0)x(t = 0), (2) 

où (té = 0) — 6 ) est une f.o. de spin arbitraire (indépen- 


dante de r!), c’est-à-dire qu’il n’y a pas de corrélation entre les va- 
riables de spin et d’espace pour t — 0. On se convainc sans peine 
que la f.o. de la forme 


Ft) =y(r, t) y (6) (3) 


est une solution de l’é.Sch. temporelle à hamiltonien (1) si les fonc- 
tions 1 et satisfont aux é.Sch. 


ii + = [—— (p—< A}+ep]t. ii = — uHOy, 


dont la première ne contient pas de variables de spin et la seconde, 
celles d'espace de la particule, de sorte qu'entre les variables de spin et 
d'espace il n’y a également pas de corrélation à l'instant arbitraire 
suivant de temps t. 

Compte tenu du fait que la f.o. d'état arbitraire d’une particule 
peut être mise pour £ = 0 sous la forme 


vero (Lo )ente 1-0 (6 )+ue 1-0), 
Go 


où chaque terme est une f.0o. à variables de spin et d'espace séparées 
(c’est-à-dire est de la forme (2)), en s'appuyant sur (2) et (3) et sur 
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la linéarité des é.Sch., on aboutit à la démonstration de l’assertion 
contenue dans les conditions du problème. Ainsi, la f.o. (4) d'état 
de la particule à un instant arbitraire du temps se présente sous la 
forme 


Ce, t) = 1 (7, à) Ja () + de (rs t) Xe (6), (5) 


où le sens des fonctions %1, #1. 2: 4% est immédiat. 

Il est manifeste que l’assertion du problème demeure également 
vraie pour une particule à valeur arbitraire du spin. 

7.44. L'hamiltonien de spin et l’é.Sch. de la f.o. du spin sont 
de la forme 


: « A So EXP ( - ÉWot) 
= —uÿ(t)o= —u ” exp (iwot) — à ) 


a (t) 
v=(, o) 
ha = —u,a— ue, exp (— iat) b, 


ihb= — Lo eXP (ioot) a + 2 ,b. 


En passant aux nouvelles fonctions a(t), d (t) en accord avec 
les formules 


a=exp (— lSot } a, b=exp (<*) b. 


Le 


récrivons le système d'équations (1) sous la forme 
y q 


En accord avec les règles générales on obtient la solution du 
système d'équations (2) sous la forme 
a(t)=C, exp (it) +C,exp(—iwt), 


— Fi Ciexp (ot) + TE C, exp (—ivt), 


où w=ÿyi+ 7. 


b (t) = 
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Etant donné que d’après les conditions initiales @ (0) — a (0) = 


— 1; b (0) — b (0) — 0, on obtient finalement la forme de la f.o. 
normée : 


[Co + v1) et + (wo — v)e-totjexp | — — +) 


Got ] ? 


VO= 7 


2iy, Sin ot-exp ( 


de sorte que la probabilité de renversement du spin (c'est-à-dire de 


la valeur de la projection s, — —1/2) à l'instant de temps t vaut 
W (s,= — 1/2, t)= (22) sine ot = g sin? wf, 
ne Eee - 
du ii o | 8 + (ZX + A00/2p)? * 


La grandeur g (et avec elle la probabilité de renversement du 
spin) pour | 0 | & | SE | est petite comparée à l’unité pour toutes 
les valeurs de la pulsation w,, à l'exception d’une étroite bande de 
pulsations voisine du point (w5),.$— —2u#./h de largeur de l’ordre 
de | A | ou/h. 

7.45. a) L'opérateur de Hamilton et l’opérateur unitaire effec- 
tuant la transformation en la représentation de Heisenberg sont de 
la forme 


À — —uH0,, Ü =exp GA tIR) = exp(— iwto.) 


(l'axe z est dirigé le long du champ magnétique). 
En se servant du résultat obtenu dans le problème 1.14 et compte 
tenu des relations de commutativité propres aux matrices de Pauli 


[o,, 0,1] = 2io,, (o., 6,] = —2io,, on aboutit à 


s. (£) =+ exp (— iwtO.) O. exp dr = 


=+ 7 {© xTI " (— iwt) C2 6,1+r r (— iot)° CA [02, AIS …}= 


9 (2wt}? = , 9 9 
= 5 {6,++7 2010, — 2 Li uit +, sin 2ot, 


s, (£) = s, cos 2wi — s, sin 2of, S, (t) — S,. 


Vu que dans la représentation de Heisenberg la f.o. ne dépend 
pas du temps, il s’ensuit directement de la forme de l'opérateur 


8 (t) la forme s (4). 
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b) L'hamiltonien exprimé au moyen d'opérateurs de Heisenberg 
est de la forme À (t) = —IuSS, (t). La dépendance temporelle 
des opérateurs S (t) se définit par les équations 


d * LS : : 
77 Sx (t) =—[H (t), Sx (£)] = 20s, (£), 
dt hi (1) 


dsy (t . d - 
0 — 2w5. (£), Fr (t)= 0, 


où, comme plus haut, w = ph et en obtenant (1) on a tenu compte 
des relations de commutativité [s, (£), sx (4) = éesnsr (0). 
De (1) il s'ensuit que s. (t) = 50 (0) = 1/20. 


Introduisons les opérateurs Se (t) = $, (t) + is, (t). Selon (1} 
il vient 


à (t) = + Liwss (1). (2) 


Les équations (2) pour les opérateurs s. ({) en raison de leur li- 
néarité peuvent être résolues de la même façon que les fonctions 
ordinaires (non opératorielles); la solution est de la forme 


$. (4) = exp (+ 2ivt) 54 (0) + exp (F iot) (6, + io,). (3) 


Des relations (3) on tire la forme établie plus haut (au point a)} 


d'opérateurs de Heisenberg s, (4) et s, (4). 

7.46. Le problème se résout de façon absolument analogue à 
celle utilisée pour le problème précédent. Il faut considérer que 
malgré la dépendance manifeste du temps de l’hamiltonien en re- 


présentation de Schrôdinger : Hsc(t) = —p ok (t) 0., l'opérateur 
unitaire décrivant le passage de la représentation de Schrüdinger 
à celle de Heisenberg possède une forme simple : 


Ü = €EXP (= 


On) de 


Hseh (£”) at’) = eXP ue | CA (£) dt 6) (1) 
0 


(pour £ — Ô les deux représentations coïncident). Pour justifier 


l'expression (1), ilest essentiel que les opérateurs ä (t) en représen- 
tation de Schrôdinger commutent aux différents instants du temps. 
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Donnons la forme explicite d'opérateurs composantes de spin en 
di sq da de Heisenberg : 


$, (4) = + [cos (28 (#)) 6, + sin (2 (4) 0,1. $:()= 7 02 
$, (#)= + Lcos (28 (4) 6,— sin (2E(4)) 6,1, E()=— | 56 (e) de. 
0 


7.47. En représentation de Schrôdinger l'hamiltonien est de 
la forme 


T = — uH0,— U#o (c. cos Oo + 0, Sin @of) = À,+ V (t). 
Le passage à la Pie RAUOn d'interaction s'effectue à l’aide 
de l'opérateur Ü = exp (+ ot) = exp (—ioto.), où © = u# 1/h. 


Les opérateurs composantes du spin en représentation d’interac- 
tion présentent la forme des opérateurs de Heisenberg de l’hamiltonien 


A, : sur la base du résultat obtenu au problème 7.45, ils valent 


A 1 A ed A L ad a 4 A 
Sx int (4) = pJ [o, cos 2wt +0o,sin 2œt], S: int (t)— TZ V2: 


A | A a. A . CS 
Syint (t) = 10, cos 2wt—0,sin 2wt]. 
Dans l’é.Sch. en DES d'interaction 


in —  Vint=Vint (4) int (1) 


l'opérateur Vint (t) vaut 
Vin = Lo [o.. cos (© + 20) t—+ 6, sin (&, + 26) t]. (2) 
L'équation (1) à hamiltonien Vi (2) a la forme de l'équation 
étudiée dans 7.44 (dans les formules du problème 7.44 il faut substi- 


tuer w, + 20 à &w, et poser #1 = 0). En se servant du résultat du 
problème 7.44, on obtient la f.o. en représentation d'interaction qui 


satisfait aux conditions initiales W,,:(0) = (5): 
Vint (t) = 
n à | %, citer 
= [ (o+0 +2) eñvt + (w— w—%) e- io! | e - 


2iysin ot exp | _ (o, + 20) t | 


où y=u#/f, © = V (w+o,/2}+y. 
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Comme l'opérateur s,,{(t) —= 6,/2 ne dépend pas du temps (et 
conserve la forme diagonale), le sens des composantes supérieure et 
inférieure de la f.o. W,,. (t) est le même que dans la représentation de 
Schrôdinger : ce sont les amplitudes de probabilités des valeurs de la 
projection du spin sur l’axe z qui valent +1/2 et —1/2 respective- 
ment. 

Le carré du module de la composante inférieure de la f.o. W,,,, (t) 
détermine la probabilité de renversement du spin en accord avec le 
résultat du problème 7.44. 

7.48. L’hamiltonien en représentation de Schrôdinger est de la 
forme 


Le passage à la représentation d'interaction s'effectue au moyen 
de l'opérateur unitaire Ü —exp (+ Hot) — exp(— ioto.), où ©— 


ce Tr 
5 — 
Les opérateurs composantes de spin et l'é.Sch. en représenta- 
tion d'interaction sont : 


Sa int (t)= + (6, c08 Lt +6, sin Qt), $3 int (4) = «5 
Sy int (t) = + (6, cos Qt — 6, sin ut), 
il _ Vint = Vu (4) int: (1) 
Vint(t)= —2uH0s, int () = — A (6, cos 2ot + 0, sin 2t). 


L'équation (1) a la forme de l’équation résolue dans 7.44 (si l’on 


substitue dans les formules du problème 7.44 2w à «, en posant 
1 = 0). Compte tenu du résultat de la solution obtenue dans le 
problème susmentionné. on obtient la f.o. W,,. (t) qui. pour t = O0, 


prend la forme W,,: (0) — (0): 


1 [(& + w) givt + (w — 6) e-ivt] e-iut 
Vint (£) — 26 


2iysin wtexp (iwt) 


lat+ v°. 


Comme l'opérateur s- tot (t) = 6./2 ne dépend pas du temps, les 
composantes de la f.0o. W,,: (t) gardent le sens habituel et la probabi- 


où Y=UÆ0o/h, & = | 
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lité de la valeur de la projection s, — —1/2 à l’instant de temps t 
vaut 


W (s: = —1/2, t)— (2) sin wt = sin? of. 


OC 
HR +AI 
7.49. La fonction de Green Gas (ft, t”) satisfaisant en variables 


«.t à l’é.Sch. à hamiltonien À = uw, (l’axe z est dirigé le long 
du champ magnétique) et pour t =” valant G,s = 6.4 est de la 
forme 


explio(t—t")] 0 
Gas (1) — ( 0 exp[— io(t— ns a 
7.50. 
. fexplit(£, #')] 0 
Gao, 192 mpt=46, ru? 


î 
ee, = + | (at. 
| 
7.51. Gegtr, t;r’,t)=G{(r,t;r,t")Gatt, t')*), 
oùGi(r,t; r’, t’)est la fonction temporelle de Green d’une particule 
libre sans spin, obtenue dans 7.19, Gcn (t, t’) étant la fonction de 
spin temporelle de Green dont la forme a été établie dans 7.49. 
7.92. Goes (tir, t)=G(r,t;r, 1) Ge (4, t') *), 
où la forme de la fonction de spin temporelle G,5 (t, {’) a été établie 
dans 7.50. 


CHAPITRE 8 


CALCUL DES PERTURBATIONS. 
PERTURBATIONS BRUSQUES ET ADIABATIQUES 


8.1. Les f.p. et les v.p. de l'hamiltonien non perturbé sont de la 
forme (voir 2.1) 


yo y/ Lsin2@+0e, AL LL n =0, 12,5. 


2ma° : 


*) La forme multiplicative de la fonction de Green reflète le résultat obtenu 
auparavant dans 7.43 sur la séparation des variables d'espace et de spin au 
cours du mouvement de la particule au sein d’un champ magnétique homogène 


arbitraire H (t). 
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Un calcul simple donne: 


D _ 1 1+(—1) 1, 
a) ES EE Vie ma y, {5+ 2 (n +1) } ? 
Œ __ a . 2n(n+1)b 
b) E = Vans 2 {a+ sin }- 
La condition d'’applicabilité du calcul des perturbations 


[Viml IE — E |, comme on le constate sans peine, acquiert 
la forme 


hr? 
mai 


[Vol (nr + 1). (1) 


La relation (1) signifie qu'avec la perturbation d'une grandeur 
arbitraire le déplacement des niveaux énergétiques pour une valeur 
suffisamment grande de r peut être défini au moyen du calcul des 
perturbations. 

8.2. Dans l'expression de Et} 


Es = 


ot à 


V (x) 2 sin? a(n+i)z dx = 
a a 
1 ( a (+1) 
2x(n+i)z 
21 (ot {1 cos UE) a 
0 
le second terme sous le signe de l'intégrale contenant cos ne 
pour r >> 1 oscille rapidement, de sorte que pour nr —+ c l'intégrale 


concernée —> 0: 


| V (x) cos AI dx = 
0 


ea ( 6V  2n(n+t)z 
in +1 | 3 Sin  — dx — 0. 
Donc, pour r —+ oo 0 
21 
Es & + | V (x) dr. (1) 


0 


Les valeurs de nr pour lesquelles se justifie la relation (1) sont 
en fait fixées par la condition nr > a/l, où L est l’intervalle de la 
variable x sur lequel la fonction V (x) varie fortement. En guise 
d'illustration de la relation (1) obtenue on peut prendre les résultats 
du problème précédent. 
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8.3. Compte tenu des f.p. normées de l’hamiltonien non perturbé 
YO (x) — (2° Vranl) exp + (za) | H,(zla), a=Y h/mo, 


de la relation de récurrence des polynômes d’'Hermite 
Hn+s (2) — 27H, (x) + 2nH (x) =0 


et de l’orthogonalité des f.p., on obtient sans peine les éléments 
matriciels de la coordonnée x,, (et avec eux les éléments matriciels 
de la perturbation Vym = —€£zhm) : 


a PACE pour m=n+i, 


0 dans les autres cas. 


(1) 


Tmn=Tnm = 


D'après les formules standard du calcul des perturbations 


’ V 2 

«0» : (1 : (2) __ (0) : | nm | . 

ER En +En +En = En + Vont 2 po — 
n m 


ea? 2 


ho (n+t) SE ro (nt). © 


La valeur de £, obtenue en second ordre du calcul des perturba- 
tions coïncide avec la valeur exacte (voir 2.6). Aussi s’avère-t-il 
évident que les corrections de troisième et d'ordres supérieurs du 
calcul des perturbations aux niveaux énergétiques sont identique- 
ment nulles. 

8.4. Les éléments matriciels V,, de la perturbation V — ax°/2 
se calculent sans peine en utilisant le résultat du problème précédent 
pour les valeurs des éléments matriciels x,,, et en tenant compte de la 
relation (2*),m = D ZnkThm : 


2. (2r + 1), n=Mm, 
Palm À EVE TE), m=n+2, . 
0 dans les autres cas. 


Compte tenu des valeurs (1) d'éléments matriciels, on obtient 
suivant les formules standard du calcul des perturbations les valeurs 
des niveaux énergétiques jusqu'aux termes du second ordre près 
sous la forme (© — Y k/m) 


E, = EP +E + EP ho (n+s) (142 2). 
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Il est utile de comparer le résultat obtenu à l'expression exacte 
des niveaux d'énergie : 


BV EE (nt) EVE (04) 


=ho(r++)(1+2-5 er ), © 


c’est-à-dire que les deux premiers termes Et}? de la série du calcul 
des perturbations coïncident avec les termes correspondants du 
développement en série suivant le paramètre &/k de la valeur exacte de 
E,. C'est à cela qu’il fallait s'attendre. Il est immédiat que les termes 
suivants de la série du calcul des perturbations ÆE?) coïncident éga- 
lement avec les termes correspondants du développement (2). La 
condition de convergence de la série du calcul des perturbations, com- 
me de celle de (2), est de la forme | &/k | << 1. 

8.5. Un calcul simple fournit les valeurs suivantes des éléments 
matriciels V,m de la perturbation: 


a 
; : ; 1 ë 5 
0 


Vo/4, n=m—= 0, 
V2, n=m=#0, 
(1) 
V/4, nemæ+o2, 
O dans les autres cas. 


La valeur de la correction du premier ordre ED) = V,, s’ensuit 
de (1). La correction du second ordre s'obtient sans peine d’après 
la formule standard et vaut 


_., n=0, 
w _ N° LVnm 15 __ maiVs. —4 n = 
n — /] EE — Q6n2x2 » V 
d 5 n>2. 
La condition d’applicabilité du calcul des perturbations est 
han? 
[Vol << (n +1). 
48) _ m?atVà 
8.6. E; = GR 


8.7. Les f.p. de l’hamiltonien non perturbé sont données, par 
exemple, dans la solution du problème 8.1. Les éléments matriciels 
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de la perturbation V,, ne sont différents de zéro que pour des valeurs 
paires de nr et m et valent 


n+m 
Vam = sin LA on né À +9 sin ICI = ue (1) 


a 


de sorte que les corrections du premier E{,), du second E ordre (et, 
généralement, d'ordre quelconque) aux niveaux d'énergie impairs 
sont nulles en accord avec la solution exacte (voir 2.17). 

La correction du premier ordre aux niveaux pairs vaut Et) — 
— 2a/a, n étant pair. La correction du second ordre aux niveaux 
pairs est de la forme (m — 2p) 


OO 
E'® — * |Vnml?___ 8maï > 1 
n EP—En MR À MH -Gp+i" (2) 
mm = 
pæn/2 


La somme entrant dans l’expression (2) se calcule sans peine si on 
l'écrit sous la forme (nr = 2k) 
1 | 1 1 
2 Cr 1P—(2p+1%  4(2k+1) 2 Er ve ae à M 
p= p= 


pÆkR p#kh 
 _ 1 : 1 
4 (2kH TE An) 


(tous les termes de la somme se détruisent réciproquement à l’excep- 
tion d’un seul: (p — k)-! pour p = 3k + 1). Donc 


ES — — 2ma3 
ñ afin +1) ? 


La condition De tn ss résultats obtenus est de la forme 


sr (r + 1). 


n étant pair. 


8.8. Les f.p. normées de tout opérateur sont définies au facteur 
de phase près À, — exp (iæ,), où æ&, est un nombre réel. En posant 
que le nombre «, est de la forme 


An=11Cn +Cn +Cr +... (1) 


où dans la suite des nombres C(?) chaque terme suivant est doué 
d'une petitesse relative de l’ordre de paramètre du calcul des pertur- 
bations comparativement au terme qui le précède, on aboutit à la 
conclusion qu’en tout ordre du calcul des perturbations il y a une 
indétermination dans le calcul du coefficient c{P) correspondant au 
choix arbitraire du coefficient C{P) dans l’expression (1), vu que les 
fonctions Ÿ, et ÀA,Ÿ, peuvent être à bon droit choisiesen guise de 
f.p. de l’hamiltonien. 
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8.9. Les f.p. et les v.p. d’un rotateur non perturbé sont de la 
forme (voir 4.1) 


_ 4 | h2m2 
= — = ein? LE ST ; m=0, +1, +2, …. 
La perturbation vaut V = —dE, = —dé, cos q. En utilisant 


la formule cos q — (eio + e-iv)/2, il vient 
— dé,/2, n = k + 1: 


Var = 0 dans les autres cas. (1) 


L'application des formules standard du calcul des perturbations 
à l’état fondamental du rotateur (m — 0), qui n’est pas dégénéré, 
donne 


E,= E LENS EE = Eine. (2) 


La polarisabilité du rotateur & se définit comme le rapport d’un 
moment dipolaire induit à l’intensité du champ extérieur. Comme 
l'énergie du dipôle induit dans le champ #, vaut AE = —œi°/2, 
la polarisabilité d’état fondamental du rotateur est, selon (2), égale à 


@) = 21d/R:. 


8.10. Les états excités d’un rotateur non perturbé sont double- 
ment dégénérés, aussi faut-il se servir de l’équation séculaire *) 

Vu que les quatre éléments matriciels VV, entre les états m 
et m' se rapportant à un même niveau énergétique (m, m' — +|m|) 
sont nuls, la correction du premier ordre aux niveaux énergétiques 
du rotateur non perturbé vaut également zéro. 

Pour le calcul de la correction de second ordre E°? à des niveaux 
excités il faut se servir de la formule générale [3] 


a VmkVim 


we — Em Om |=0, (1) 


R 


dans laquelle les indices m, m° = + | m | numérotent les divers 
états se rapportant au niveau doublement dégénéré étudié, tandis que 
l'indice Æ affecte les autres états du rotateur non perturbé. 


*) De fait dans le problème considéré il n'est pas nécessaire de recourir au 
calcul des perturbations au cas d’une dégénérescence. En effet, compte tenu de 
la symétrie de l’hamiltonien, on saisit aussitôt que les fonctions correctes de 
l'approximation zéro sont (comparer à 4.1) 


1 1 . 
V1 — Ta Ts Pns = ere: 
et dans le calcul des déplacements des niveaux énergétiques Em: 1. + peut 


on 
utiliser des formules plus simples du calcul des perturbations sans dégénéres- 
cence. 


23—01572 
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En appliquant la formule (1) au premier niveau excité | m | = 1 
(voir 8.9) il faut sous-entendre que m, m’ sont les valeurs +1 et 
que k désigne toutes les autres : 0, +2, …. Compte tenu des relations 
(1) du problème précédent, la relation (1) devient de la forme 


A/3—E%; A/2 —- 1d°82 n 
A/2 AB—ED,| En 
Il s'ensuit de (2) que 
9 Id42$2 Id?62 
Efi= — me , Ef2= LC , (3) 


c'est-à-dire que le niveau du rotateur doublement dégénéré à | m |= 
— 4 dans un champ électrique homogène se désintègre en deux (la 
dégénérescence est levée). 

Les fonctions correctes de l’approximation zéro correspondant 
aux niveaux d'énergie ns bé (3) sont de la forme 


1 
yo, — — Sin Y, yo, = — 
7 VE 
prévisible à partir des considérations de symétrie. 
L’ application de la formule (1) aux niveaux d’un rotateur non 


COS P, 


perturbé à | m | > 2 fournit (dans ce cas les éléments non diagonaux 
de la matrice dans le premier membre de l'équation (1) sont nuls) 
(2 (2 1476; 
En, 1 = En, 2 =-prGre ty 


c’est-à-dire que dans l’approximation considérée il ne se produit 
que le déplacement du niveau et non pas sa désintégration (le lecteur 
attentif comprendra que la désintégration n’a lieu que dans le 
2| m|l-ième ordre du calcul des perturbations). 

8.11. Les f.p. et les niveaux d'énergie d’un rotateur non perturbé 
(voir 4.8) ainsi que la perturbation sont de la forme 


Wim—=Yim(8, P)}, Eim—= Er" = R°1 0 
= — dÉ,= — dé, cos 6 


(l'axe z est dirigé le long du champ électrique). Compte tenu de 
l'’orthogonalité des fonctions sphériques et de la relation 


Yy=iV 3/4ncos0= Y,yiV 3cos0, 
on obtient sans peine les éléments matriciels nécessaires de la pertur- 
bation : 
id£o/V 3, 1=1, m=0, 


eh 
Im, 00 00, Im 0 dans les autres cas, 
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et l’énergie d’état fondamental du rotateur dans le second ordre du 
calcul des perturbations: 


En E+Ev+En = _ JE8s (4) 


0 00 ft 


Il s'ensuit de (1) la valeur «, de la polarisabilité d’état fondamen- 
tal du rotateur (comparer à 8.9): 


__ 21d° 
7 3n2 ° 


8.12. En utilisant la relation bien connue *) 


(cos 0) Vin = GimY 141, m + OimY 1-1. ms 


_ _; (+ m+1) (—m+1) _;3 im) (Um) 
Em (21+1) (21+3) : Dim = V (21414) (21—1) ? 


on obtient sans peine les éléments matriciels de la perturbation : 


Zim: l— L+ 1, 
Vism, mMm—= — dE Ômmr * Dim l'—l— 4, 
0 dans les autres cas. 


Vu que les éléments matriciels entre les f.o. se rapportant à un 
même niveau énergétique non perturbé (c’est-à-dire avec valeur L 
identique) sont nuls, les corrections du premier ordre à ces niveaux 
d'énergie sont également nulles. 

Pour le calcul des corrections du second ordre et d’ordres supé- 
rieurs aux niveaux d'énergie il n’est pas nécessaire d'utiliser le cal- 
cul des perturbations au cas où il y a dégénérescence, si l’on tient 


compte du fait que l’opérateur !, commute avec l’hamiltonien du 
rotateur même en cas de perturbation, et, par suite, les f.p. exactes de 


l'hamiltonien peuvent donc être choisies sous forme de f.p. de L.. Vu 
qu’à la valeur donnée de m au niveau non perturbé E(Ÿ ne correspond 
que la f.p. Ÿ im, on peut utiliser pour la détermination du déplacement 
du niveau énergétique d'état aux nombres quantiques !, m le calcul 


*) On l’obtient sans peine si l’on tient compte du lien des fonctions sphé- 
riques Ÿm avec les polynômes adjoints de Legendre Pl}! et si l'on recourt aux 
relations de récurrence de ces derniers. Rappelons qu'on procède au même 
choix de facteurs de phase dans la définition des fonctions sphériques que dans 
le livre de L. Landau et E. Lifchitz [3] (pour d’autres choix Îles phases des gran- 
deurs am et brm peuvent se modifier, toutefois, cette circonstance ne se réper- 
cute naturellement pas sur le résultat final du déplacement des niveaux). 


23* 
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des perturbations sans dégénérescence, et la correction du second 
ordre vaut ({ => {) 


” |V,s, |3 AR 
Ein = D ASE — 2 2 ee 
l, m’ 
_ Idéi 234-324 /—m° (l2+61+3) (1) 
RE 1(1+1)(21—1) (2141) (21+3) 


(à partir de l'équation séculaire on obtient de façon immédiate la 
même valeur de E;?). Selon (1) la (21 + 1)-ième dégénérescence 
du niveau non perturbé du rotateur de moment LÀ est par- 
tiellement levée: ce niveau se désintègre en ? + 1 niveaux dont 
l’un (avec m — 0) n’est pas dégénéré, tandis que les autres L 
sont doublement dégénérés (m — +1, +2, ..., Æl). Il ne se pro- 
duit pas de subséquente levée de dégénérescence pour les ordres su- 
périeurs du calcul des perturbations. C’est lié au fait que d’une part 
la grandeur m = !, est une intégrale de mouvement et peut être douée 
d’une valeur déterminée simultanément à une énergie du rotateur 
‘perturbé, tandis que d'autre part l’énergie d’états ne se différenciant 
que du signe de la projection du moment sur la direction de l’axe z 
le long duquel est dirigé le champ électrique, ne varie pas en vertu 
de l’invariance de l’hamiltonien relativement à la réflexion spéculai- 
re sur tout plan passant par l’axe z (dans cette réflexion la projection 
du vecteur axial (moment d’impulsion) sur la direction du vecteur 
polaire (champ électrique) change de signe). 

8.13. Le niveau considéré de l’oscillateur est doublement dégéné- 
ré. Les f.p. qui lui correspondent seront choisies sous forme (voir 4.5) 


LS =Ÿ,= L'Ei (x) LS (y), D A = Vi = | Ps (x) | nd (Y)s 


où Wosc (rx) sont des f.p. bien connues de l’oscillateur linéaire. 
Les éléments matriciels de la perturbation se calculent sans peine 
(voir, par exemple, la solution du problème 8.3) et valent 


Viy=Vo=0, Vh=V,.=aa!/2. 
L’équation séculaire et sa solution sont de la forme 
— EN œa?2/2 
aa2/2 —E) 


c'est-à-dire que la dégénérescence du niveau est levée. 
Les fonctions correctes de l’approximation zéro s’obtiennent 
d’après les formules standard 


Vi = (PQ + y) 2. 


œa* 


— 0, EVic = + HÉ. 
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Notons que le problème considéré peut être résolu de façon exacte, 
car par rotation du système de coordonnées dans le plan x, y l’énergie 
potentielle U (x, y) — k (x? + y°?)/2 + œxy peut passer à une forme 
diagonale U = k,x'?/2 + k,y'*/2. On laisse au soin du lecteur d’obte- 
nir cette solution exacte et de la comparer aux résultats obtenus par 
le calcul des perturbations. 

8.14. Le second niveau excité d’un oscillateur non perturbé est 
triplement dégénéré. Il lui correspond les f.p. (voir la solution du 
problème précédent) 


POV (0). Per" (DE (), 
PO YU (2) PA (y). 
Les éléments matriciels de perturbation non nuls valent 
Vi Va =Vay=Vy= aa2/V 2. 

La solution de l'équation séculaire fournit les valeurs suivantes 
des corrections du premier ordre du calcul des perturbations au niveau 
énergétique :} 

Ef), = — aa?, E’ =0, Ef)3= aa?, 


autrement dit le niveau se désintègre en trois sous-niveaux, et la dé- 
générescence est complètement levée. 

Les fonctions correctes de l’approximation zéro répondant aux 
niveaux énergétiques désintegrés sont de la forme 


po = (UV ZE pa, he = (PU y 2, 
po, = (0 +29 + y0))2. 


8.15. Après changement de variables x’ = x, y’ = y, z' = az/b 
l’é.Sch. et la condition limite des f.p. de l’hamiltonien prennent la 
forme 


h2 a 
(5 ECTS D +3 TT +) Y= EY, 


Y(r = a) = 0. 
Vuque |a—b|< a, en notant a = (1 + e) b, | e | € 1, repré- 
sentons l’hamiltonien sous la _— À — À, + Ÿ, où 
A A2 a ñ2 2} 02 
des, (EF VS DT LL 75 m-): V=—-; Gete)ze 


Les f.p. et oo d’état fondamental d’un hamiltonien non 
perturbé, selon 4.33, valent (7° < a) 


1 nr” R37n2 
o) — (0) __ 
LÉ on sin——, Ë, DE 
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La correction du premier ordre suivant le petit paramètre € à 
l'énergie d'état fondamental vaut 


E=— | pop du = — | po (r) 2 WE (r') du. (1) 


Pour le calcul de l’intégrale entrant dans l’expression (1) remar- 
quons qu'en vertu de la symétrie sphérique de la f.o. W() 


GEIOZ È = G0y 20807 1= +0, 


2 
et comme A'W — Tv *), il vient 
hin?e À | h2r° 2e 


Compte tenu de ce que le volume de l’ellipsoïide vaut v = 
— 4na°bl3 = 4na (1 + e)-1/3 & 4na (1 — &)/3 = 4nRS/3, on ob- 
tient £, = k°n°/2mR?, où R est le rayon de la sphère de même volu- 
me que l’ellipsoide. Donc en premier ordre du calcul des perturba- 
tions en paramètre e l’énergie d'état fondamental d’une particule 
ne se détermine qu'en fonction du volume de l’ellipsoïde. 

8.16. Le problème se résout de façon analogue au précédent. 
Les f.p. et les v.p. de l’hamiltonien non perturbé sont de la forme 
(voir 4.33) 


(0) 


24° 
= C J ( r Y CO» __ # An,+1, 1 
nm — V7 1+1/2 (Œn,+1,1 7 Im Al 


2ma*° - 
et le niveau est (21 + 1) fois dégénéré. Vu que l'opérateur L, commu- 
te avec l’hamiltonien, il est immédiat que les fonctions correctes de 
l’approximation zéro de l’hamiltonien perturbé sont les fonctions 
d’ondes mentionnées plus haut, de sorte que pour le calcul du dépla- 
cement du niveau on peut se servir de la formule 
e * 0 eh? * 9° 0 
Ein = | Ein Ve do = We er Phmdu. (1) 
Pour calculer l’intégrale dans (1), recourons à l’égalité conven- 


tionnelle analogue à celle établie dans 3.52 pour les opérateurs vecto- 
riels : 


A6, + Beni + C (lin + lnbihe (2) 


ôzx, 0x, 


*) Strictement parlant, il faudrait introduire dans le second membre de 
cette relation un terme complémentaire —6 (r’ — a) W£°’ (a) (comparer à 2.3); 


toutefois, la prise en compte de ce terme ne modifie pas la valeur de A’ (car 
Te’ (a) = 0). 
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À partir de la symétrie du premier Heure, de (2) en indices i et k, 
il s'ensuit que À — O0 et la condition l _ — 0 aboutit à l’« éga- 


lité » 


A +CI(I+1)—1] = 0, (3) 
tandis que la convolution de l’expression (2) en indices à et k fournit 
34 +21(1+1)C = A. (4) 


De (3) et (4) on obtient À et C et, compte tenu de la relation 
— + | Yhim AY dv = EN) 
Nr m — 


0m n D 
en conformité avec (1) et (2), il vient 


1) 2 ) (212 21 —1 —2m°) = 
Erin et DES ) 


Il s'ensuit de (5) que la (27 + 1)-ième dégénérescence du niveau 
est partiellement levée : il se désintègre en ! + 1 sous-niveaux dont 
l’un (à m — 0) est non dégénéré, tandis que les autres sont double- 
ment dégénérés. Dans les ordres supérieurs du calcul des perturba- 
tions on n’observe plus de levée subséquente de la dégénérescence. On 
obtient sans peine la valeur moyenne de la correction du premier 
ordre apportée à tous les pa : 


1 (D) 0 
n 1m = D ET 2 n,im — 5 En 


ainsi que la valeur moyenne de l'énergie des sous-niveaux en premier 
ordre suivant le petit paramètre e: 


a 41,1 


Est: im Eh Se Em = — —ImRE 


c'est-à-dire Æ, 17 ne se détermine qu'en fonction du volume de l’el- 
lipsoïde (v = 4nR%/3). 

8.17. Pour r € a le potentiel est de la forme U & —Ualr 
(fig. 30). Dans ce champ coulombien les f.o. des niveaux énergétiques 


inférieurs se localisent à une distance de l’ordre de r, — aon° = 
R°n° : ÿ 
=—— du centre du champ, et si cette distance est de beaucoup 


e # e 0 «= + e 
inférieure à la grandeur a, c’est-à-dire 


e=maU,/R? 5 n2 (1) 
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(z étant le nombre quantique principal dans un champ coulombien), 
il est immédiat que dans l’approximation « zéro » les niveaux énergé- 
tiques du bas du spectre, et, partant, 
Ut r) les f.o. correspondantes sont de la 

| forme 


Piim= — L'ATe 

E — = — ma?U?, ‘2h?n? = — U,E/2n?, 
où L'AaTE sont des fonctions propres 
bien connues de l’hamiltonien d’une 
particule dans le champ coulombien 
U = —a/r avec a — U,a. La diffé- 
rence entre le potentiel étudié dans le 
problème et celui du champ coulom- 
bien joue aussi le rôle d’une pertur- 
bation : 


Fig. 30 a” 
V (= —Uo [ exp DE +] . (2) 


Vu que les fonctions Pi sont des f.p. d'opérateurs Î° et l, qui 
commutent également avec l’hamiltonien de la particule en cas de 
perturbation, elles constituent des fonctions correctes d’approxima- 
tion « zéro » et les corrections du premier ordre aux niveaux énergé- 
tiques sont 


ni | V (r) | Fntm |? dv. (3) 


En développant la perturbation (2) en série suivant les puissan- 
ces (r/a): 


Vi=-U(-++5+0(5%)), (4) 


et, compte tenu de la valeur connue de l'intégrale (voir par exemple 


[3]) 


| r [PO [2 dv= + [Br2—1 (1414) (5) 


on obtient selon (3)-(5) 
Eee Uo{+—e 8 1(+1)}, n=n+i+1. (6) 


Notons que déjà la prise en compte du terme O (r/a) dans la 
formule (4) avec le calcul de la correction du premier ordre aux 
niveaux d'énergie constitue un excès par précision, car le terme con- 
cerné © (U,/ES) dans l'expression de £® est du même ordre de gran- 
deur que la correction du second ordre du calcul des perturbations. 


ER / 
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Comme il découle de l’expression obtenue (6), la dégénérescence 
« aléatoire » de niveaux dans le champ coulombien sous l’action de la 
perturbation est levée et il ne se conserve que la (27 + 1)-ième 
dégénérescence ordinaire (en projections du L 
moment) des niveaux dans le champ cen- bee) 
tral. RUE 

8.18. Le problème se résout de façon 
absolument analogue au précédent. 

La perturbation est de la forme (È = 
= aaml/h°) 


œ 


Véh=u(+r£res (1 — >). 


Le déplacement des niveaux en premier 
ordre du calcul des perturbations vaut 


ch 1 2 
En Z L{1— Br + 


+ 6m (L4+ 1) + (241) (21+ 311}. 


La condition d’applicabilité est & © n°. 

8.19. Dans un champ électrique intense les f.o. des niveaux infé- 
rieurs du rotateur se localisent dans le domaine de petits angles 
|pI< 1, car pour @ = 0 l'énergie potentielle U = —d£, cos 
a un minimum profond (fig. 31). En développant U (œ) en série et 
en nous bornant aux premiers termes du développement : 


U(p=—décospe —dé+ ep (Ipl< 1), (1) 


Fig. 31 


transformons en approximation « zéro » l’hamiltonien du rotateur 
en hamiltonien de l'oscillateur linéaire; dans cette approximation 
les f.p. et les v.p. sont de la forme 


CT nn A 
“a ST exp | 2e ) An (5): he 
ES — de, +hV dé lI (n+ 1/2); 
h2 1/4 
Ta 


n=0, 1, ..., Po= | 


La condition d’applicabilité de l’étude menée est la petitesse de 
la f.p. pour | o | — 1. Vu que les f.o. W(®) (p) ne sont sensiblement 
différentes de zéro que dans le domaine d’angles 


dEp? S ho (nr + 1/2), c'est-à-dire de p? < pi(r +1), 
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la condition d’applicabilité des résultats obtenus prend la forme 
p'(n+1)<1, ou E > (nr + 1). 

En prenant dans l'expression (1) les termes suivants du dévelop- 
pement en œ°, il devient possible de préciser les valeurs des niveaux 


énergétiques du rotateur. On note sans peine que la correction de 
premier ordre est de l’ordre de grandeur de 


E — Se SC | pé L'ÉME dy ee —FÈ: ps (n + 1)2= — h3 Sn : 


8.20. Pour une solution approchée de l’é.Sch. de la « partie radia- 
le » de la f.p. de l’hamiltonien Faim = Ra, u (7) Y'im/r 


R? Da h?1 (141) 
5 RS R+ ER R=ER, 


définissant également le spectre énergétique d’une particule, dévelop- 
pons l'énergie potentielle « efficace » 


…. œ R°1(1+1) 
Üerr = ou r° = 5 2mr° 
en série au voisinage du point 


_ [ R21(14+1) 72-P 


amp 2 


pour lequel Ur présente un minimum: 


enr = —7 a (2— p) ro + CPP D (re +... (1) 


Pour |r—r, | r, on peut se borner dans l'expression (1) 
aux deux premiers termes, et si les f.o. R, ; (r) ne sont sensiblement 


différentes de zéro qu’au voisinage de ces valeurs de la variable r, 
on aboutit en fait dans le calcul approché de R, , et des niveaux 


d'énergie E, ; au problème de l'oscillateur harmonique de point 
d'équilibre r = r, et d'’élasticité k = Uorr (ro). Alors, 


10) 1 (r— ro)? 
R (r) = ————— exp <——— H, ((r — ro)/a), 
| | 2"ra Van,! F" Si i ; 
10) (2 — _ nn p= 
Evy= — <br + V/ SPP; 2(n,+ 1/2), (2) 
2FP+2 1/4 


(res) : 
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Pour la justification des expressions (2) obtenues il faut que la 
condition utilisée dans les calculs soit remplie: la f.o. R ni ne doit 
être sensiblement différente de zéro que pour |r —r,|& r,. Compte 
tenu de ce que la f.o. AR": est sensiblement différente de zéro pour 


+ (r—ro)< ho(n,+ 1/2), 
on trouve la condition d’applicabilité de l’étude menée 


(L (+4) LH ne (3) 


qui pour des valeurs suffisamment grandes de L (et des nr, pas trop 
grands) est toujours réalisable (il est important que p << 2). 

La f.o. R, : exacte vaut zéro pour r = 0, tandis que R;”71 appro- 
chée ne répond pas à cette condition exacte. Toutefois, Rai pour r = 
est une grandeur exponentiellement petite, de sorte que ‘la condition 
Rr'1(0) Æ 0 se réalise approximativement. 

Au cas d’un champ coulombien, la valeur exacte de l’énergie du 
niveau Æ£, peut être représentée sous la forme (nr = n, + L + 1) 


D 
Lou 2Rèn2 9H?  (l+1/2+n,+1/2% 
ma* ma 


ro op rage Ur + 1/2), 


le "4 


qui est en accord avec l'expression (2) de E%°, trouvée (il faut prendre 
en compte que selon (3) ? > 1, de sorte que L (I + 1) = (1+1/2)°). 

8.21. Le problème se résout de façon analogue au précédent. 
La « partie radiale de R» dela f.p. W, m = Rn,meim9lV 6 de l’ha- 


miltonien de mouvement transversal et les niveaux d'énergie corres- 
pondants s'obtiennent de l'équation 


3 d?R  K®(m°?—1/4 
DE Er R+2lmelln LRSER, (1) 


dans laquelle x est la densité linéaire de charge du filament, xe < 
<< 0, a une constante quelconque. Introduisons pour commodité 


_Mp& 11/6 = | h®(m2—1/4) \1/2 
anixer JO * Po UT au Txe] J ; m#0. 


L'énergie potentielle efficace pour m # 0 


A2 (m3— 1/4) 


Uet (p) = 2 re] In + ES 
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possède un minimum au point p,- Au voisinage de ce point 
(lp — Pol € Po) 


Uert (p) Æ Vert (0) + EL (p — po)? (2) 


En approximation (2) l'équation (1) se réduit à l’é.Sch. d’un 
oscillateur et admet pour solution 


«0» 1 (P — Po) P— Po 
RP A".  CiD | ————— H, le (3) 
Ve Vahi(np)l | 2p3 J#, | Po | 
(ES) ,m = Üett (po) + M x ro + 1/2). (4) 


La f.0. (3) n’est sensiblement différente de zéro que pour 


20? 71/2 11/2 
@— po? < (no + 1/2) [PRE] (00 + 40 [I 


de sorte que la condition utilisée avec l’obtention de (2)|p—pl<& 


< po prend la forme Va, + 1/2 V |m | en déterminant ainsi le 
domaine d’applicabilité ‘de la solution approchée obtenue. 
8.22. En assimilant dans l'équation (voir 2.57) 


W, (2) =, pan 55 | eilklix-x'IU (3°) W, (x°) dx’ (1) 


l'énergie potentielle à une perturbation et en représentant la f.o. 
sous la forme W, — W(9) + W{}), on obtient sans peine 


Wire, YD ZE — TE Î U (z')exp{ikz'+il|k] |z—zx'|] dx’. 
(2) 


En obtenant la relation (2) on a supposé que | #D | | F( |; 
or la satisfaction de cette inégalité définit le domaine d’applicabilité 
de l’étude faite. En désignant par a et U, le rayon et la grandeur 
caractéristique du potentiel, on aboutit sans peine à l’estimation 
de la grandeur | W) | et à la condition d’applicabilité du calcul des 
perturbations (compte tenu de ce que | W(®) | = 1) 


mU,a mU a 
RTS pr: pr 1 


Notons que l'estimation obtenue de la grandeur | #YŒ) | se justifie 
pour une valeur arbitraire de l’énergie de la particule. 
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Dans les conditions d’applicabilité du calcul des perturbations 
pour le coefficient de réflexion des particules on obtient l’expression 
suivante (E = #°k*/2m): 


2 © : 2 
R(E)= | | U (x) e2itx az | € 1, (3) 
si dans la formule adéquate du problème 2.59 on substitue la f.o. 
approchée WYW(9 — exp (ikr) à la f.o. exacte. 
8.23. Les éléments matriciels de la perturbation V = —2Ff (+) 


valent (voir problème 2.1) 


a 
Vo (#) = — À Fof (t) À gain CTI sin LE gr 
0 


0, n—pair (næ#0Û), 
= 8 1) Fof (t) : à 
 , n—impair. 


Compte tenu de la valeur des intégrales (o,9— An°n(n + 
+ 2)/2ma?) 


I, = | exp (iw,ot-—t2/1?) dt =V nrexp (— w2ot?/4), 


1, = | exp (ionot — |t]/T) dt = 27 (1 + w20t2)"t, 
C di 
Is= | XP (iGnot) ps — AT EXP (— Who?) 


(dont la première se réduit sans peine à l’intégrale de Poisson, la 
seconde est prise sous forme élémentaire, tandis que la dernière est 
calculée au moyen des résidus), on obtient selon la formule standard 
du calcul des perturbations les probabilités d’excitation de divers 
états de la particule (en premier ordre du calcul des perturbations) 
pour £ —+ oo sous la forme 


0, n— pair (0), 
WG (0 —+ n) -{ 64a2F3(n+1ÿ2 | 

niné(n +2} Ki Li, n—1mpair, 
où les valeurs de 4 = 1, 2, 3 correspondent aux trois différentes 
dépendances temporelles du champ données dans les conditions du 
problème. Notons qu’en premier ordre ne sont excités que les niveaux 
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impairs de la particule, mais avec l’accroissement de n la 
grandeur W(9(0 —> n) diminue rapidement; de sorte que 
Wi (0 —> 3/W4 (0 —+ 1) < 0,007. La condition d’applicabilité de 
l’étude: ma°F,< h°n°. 

8.24. La perturbation est de la forme VŸ — —er£(t) et ses élé- 
ments matriciels valent (voir 8.3) 


Vn+i, k=n+1, 
Vin (t) dE ” EL. # {vs Vr, k=n— 1, 


dans les autres cas. 


Les probabilités de transitions différentes de zéro de l’oscillateur 
en premier ordre du calcul des perturbations 


eta® |]? LT (n+1), k=n+1, 
7 2h 


WW (n — k) — Te (1) 


« 


où ? — | €(t) exp (+iwt)dt (le signe « + » se rapporte ici aux 


valeurs de À = n + 1 et À — n — 1 respectivement; la grandeur 
| Z | cest indépendante de ce signe). 

Pour les dépendances é(f) indiquées dans les conditions du 
problème la grandeur 7 vaut 


2x2 Or: 
a) [ — Varéoexp ( — — ) : b) 1= 


Selon (1) ne sont différentes de zéro que les probabilités de transi- 
tions de l’oscillateur de #-ième état en états (7 — 1) et (n + 1) les 
plus proches en énergie. La condition d’applicabilité de l’examen: 
eatoVn+1<ho. 

8.25. Dans l'expression €(t) — £€,{1 + (t/t)*)"! la grandeur 
€o Se détermine à partir de la condition 


P,= | F(t)dt=e | E(t)dt=elont, c'est-à-dire e£9 = Polnt. 


La valeur de l'intégrale prise en compte (elle se calcule au moyen 
des résidus) 


— | A (£) etiot qt — €) | etiw!t ENT — ntépe” 2, 
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les probabilités de transitions de l’oscillateur se déterminent par la 
formule (1) du problème précédent dans laquelle la grandeur e*|7|* 
vaut 


e? [1[2= Pie-2, 


Les probabilités cherchées pour une valeur P, fixée diminuent. 
de façon monotone avec l'accroissement de +, et pour t — œ s’annu- 
lent. 


8.26. La perturbation est de la forme V — —d£ (t) cos p et ses 
éléments matriciels sont (voir 8.9) 


— d6(t)/2, m'=m+i, 


Vin? m = | 0 dans les autres cas. 


Les probabilités de transitions du rotateur non nulles en premier 
ordre du calcul des perturbations se déterminent par l'expression 
(m = m + 1) 


WO (m — m')= | | £ (t) exp (iômem t) dt |. (1} 


Les valeurs de l'intégrale dans la formule (1) pour les dépendances 
€(t) indiquées dans les conditions du problème sont données dans la 
solution du problème 8.24 (il faut tenir compte de ce que les grandeurs 
Om'm Sont égales à (2m + 1) #i/21 et —(2m — 1) K/21 pour m' — 
= m + 1et m' — m — À respectivement). La condition d’applica- 
bilité des résultats obtenus est dé, & k° (| m | + 1)/J. 

A partir de l’expression obtenue pour W{(D (m —> m') il s'ensuit 
qu'en premier ordre du calcul des perturbations ne s’excitent que les 
niveaux d'énergie du rotateur les plus proches. 


8.27. Les éléments matriciels de la perturbation Ÿ — 
= — d£(t) cos 6 ont été calculés dans 8.12: 


— dE (t)amm, Ll’=1+1, 
Vim, im (&) = Ômm’ : — dé (£) Dim: "=l- 1, 
0 dans les autres cas. 
On voit que dans le premier ordre du calcul des perturbations ne 
s’excitent que les états du rotateur à moment !’ = L + 1 (la projec- 


tion du moment m sur la direction du champ ne varie pas dans ce cas; 
l'absence de transitions avec modification de la valeur m est liée 
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au fait que la projection du moment est une intégrale de mouve- 
ment). Les probabilités des transitions indiquées: 


Fe [aim (or, 1, L'=1+1, 


WOG—l)=rd 
[biml (@y-1, 1), l'=l—1, 


(1) 


où 1(w) — \ &t)exp (iwt) dt, tandis que les pulsations or: 


des transitions valent h (1 + 1)/I et —hlI respectivement pour 


l'—1+1A{et ! — l — 1. Les valeurs de l'intégrale Z (w) pour les 
dépendances temporelles ; (ft) de la forme indiquée dans 8.24 sont 
données dans la solution de ce problème. 
La condition d’applicabilité du résultat (1) est dé, &h° (1+1)/1I. 
8.28. Représentons la f.o. W(t) d'état du système avec l’hamil- 


tonien À — H,-- V(t), où V(t) est une perturbation dépendant 
du temps, sous la forme d’un développement en f.p. de l’hamiltonien 
À, : 
Y(t)=D a, (t) VYexp(—iEt/h). 
m 


A partir de l’é.Sch. on déduit les équations pour les coefficients 
du développement : 


ax (t)= —+ D am (t) Vam (#) Xp (vint), 


1) 
+ + E9 — ET ( 
Vim()= | PEV() Va 47, Gin =. 


En posant qu'avant l’introduction de la perturbation (c’est-à-dire 
pour { —>—0co) le système se trouvait dans le n-ième état de l’hamil- 
tonien non perturbé, c’est-à-dire que ax (t —> —co) = 6;, (dans la 
suite on écrit azn (t) à la place de az (t)), et en considérant la perturba- 
tion comme étant petite, on représente a, (t) sous forme d’une série 
en puissances de la perturbation : 


dun (t)= Gr + Gin + ee = Oun + Gin (t)+ an(t)+... (2) 


Dans l'expression (2) on a tenu compte qu’il s’ensuit de (1) que 


a — 0, c'est-à-dire que ax, —= const — Ô,,. Portons (2) dans (1) et, 


en rendant égaux dans les deux membres de l'égalité les termes de 
même ordre de petitesse en perturbation, il vient (compte tenu de 
l'égalité a} — Ôxh) 


(0) e 10) 
an (= LV, (et, ame Sy, (th ametint, (3) 


m 
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De (3), compte tenu des conditions initiales, il s'ensuit que 
An (t= 0) = 


t 
ai (= —+ | Van (#')exp (ioint") di”, 
a? (t) — (4) 


jé 
Vim ') XP (iwximt') | y mn (t”) exp (ionnt”) dt” dt’. 


0 


gr 


1 
m 


La probabilité de transition du système du #7-ième état initial au 
k-ième état final (après achèvement de la perturbation) vaut 


(kÆn) 


W(n— k)= la, (t= + oo)|[2= |ain (ft = 00) + ah (t— oo) + ...12, 


et si ah (f— + oo) —0, alors la grandeur 


WO@ (nr — k)= ain (t= + )|° (9) 


est la probabilité de transition du système dans les états correspon- 
dants en second ordre du calcul des perturbations. 

8.29. Il n’y a en réalité aucun paradoxe: pour calculer le carré 
du module de la grandeur a = 1 + at) + a) + ..., constituant 
le développement en série suivant un quelconque petit paramètre 
à & 1 (de sorte que | al | = ?}) jusqu'aux termes du second ordre 
de petitesse pres inclus, il faut connaître la quantité a également 
jusqu'aux termes du second ordre près. En effet, 


Ja[®=1+2Re a + |at|2+2Re at2 + O (A3) 
(1a#)[2 = Re at? = A2). 


En s'appuyant sur le résultat du problème précédent, il vient 


ann (t= 00) & 1— + | Vn(t)dt— 
œ { 
—7 D | Vnteint | vun()eimnt dt'dt. (1) 


Selon (1) la probabilité du système de demeurer pour t — + % 
dans le n-ième état initial jusqu'aux termes du second ordre de 


24—01572 
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petitesse près inclus en perturbation vaut 


WP = jeun (= co) 1+[ | Va f— 


D 


F> Al Vam (4) exp (wi! Î Vian (£') exp (iwsnt") dt’ dt — 


t 
=. | Vs, (4) exp (— int) | mn(t')exp(—iwmnt’) dt’ dt (2) 


(rappelons que V,,({) est une quantité réelle). Compte tenu de ce 
que &yn — — Onh Vin (&) = Van (t) (en vertu de l’hermiticité de 


l’opérateur V), ainsi que de la propriété de l’intégrale 


æ œ 
d dt'f(t, t’)— dt’ \ d PL 0 À 
j ef L'f(E, €”) il | tft, t') 


l'expression (2) se transforme sans peine en la forme 


Wa … + ( Vn(é) af D | | V Atteint dt| 


1-5 D || m@etmia fe 13 wo m—m) 


m > 


où la prime affectant le symbole somme signifie l'absence de terme 
à m=n. 

La relation obtenue (3) exprime manifestement la loi de conserva- 
tion de la norme des f.0. d’état du système aux termes du second 
ordre près inclus en perturbation. 

8.30. A partir de l'expression de l'amplitude de transition en 
second ordre du calcul des perturbations, établie dans 8.28: 

: | 
ai (= co) 7 D | Vin(tjewant | Fe, (#)eitmnt dt de, 


m —0 — œ 


compte tenu des valeurs d'éléments matriciels de la perturbation 


V — —ex #(t) de l’oscillateur, mentionnées dans la solution de 8.24, 
il s'ensuit qu'en second ordre apparaissent des transitions d’oscilla- 
teur du n-ième état en (2 + 2) et (n — 2)-ièmes états interdits en 
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premier ordre (voir 8.24). Compte tenu des valeurs V,,(t), on obtient 
sans peine 


9 ‘a 1 2 n ’ AY Ld ’ 
PE A AT CEER fee ] € (#') eit at dt = 


2-4 se VRr 005 | tbe F 


0 


et de façon analogue 


Pan (+ oc)= — SE VRUED F Ï E(e) e-ist dt |". 


En se servant des notations du problème 8.24: TI (wo) — 


— | €(t) eot dt, on obtient en second ordre du calcul des pertur- 


bations les probabilités de transitions de l’oscillateur interdites en 
premier ordre sous la forme 


etat (n+1i)(n+2)IT (o)", m=n+2, 
1688 | n(n—1)|Z (—o)]t, m=n—2. 


W() (n —- m) = — lañn 2 — 


Les valeurs de 7 pour quelques dépendances concrètes  &(t) 
sont données dans la solution du problème 8.24 avec pour ces der- 
nières | Z|  éo/w, et la comparaison des probabilités de transi- 
tions ayant lieu dans les premier et second ordres du calcul des per- 
turbations donne 


W (2) LL ea? | I |$(n+1) e°a°é; (LS 0) D ci 
H (1) R2 < kw? 


dans les conditions d’applicabilité du calcul des perturbations. 
8.31. Selon 8.26. en premier ordre les transitions du rotateur ne 
se produisent que de l’état fondamental (m — 0) au premier état 
excité (m’ — +1), et pour les dépendances é(t) stipulées dans les 
conditions du problème les probabilités de ces transitions sont 


. ; d°£32 E'%—E"0) ñ 


En utilisant l'expression d’amplitudes de transition en second 
ordre, obtenue dans 8.28, et les valeurs d'éléments matriciels de la 


24% 
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perturbation mentionnées dans 8.26, on trouve sans peine que dans 
le second ordre du calcul des perturbations apparaissent des transi- 
tions du rotateur d'état fondamental (m — 0) au deuxième état 
excité (m’ = +2) d'amplitude (comparer à la solution du problème 
précédent) 


a (0 +2) = — #| E(esiut | £ (terra dt, (2) 


Pour la forme £({) mentionnée dans les conditions du problème 
l'intégrale de l'expression (2) se calcule sans peine et les probabilités 
des transitions (m — 0) — (m° — +2) interdites en premier ordre 
s'avèrent égales à 
diète 
(2) Me nn ent. 5 
LS EE CT EEE ERNST DS (3) 


La confrontation des probabilités de transitions (1) et (3) donne 


40) d'éèt? _dt84 
WG) 7 46n1(1 +-Juirs) © 150% 150%203 & 1 


en accord avec les conditions d'applicabilité du calcul des perturba- 
tions. 

8.32. Le problème se résout de façon analogue au précédent. 
En premier ordre du calcul des perturbations ne s’excite que l’état 
à L — 4, m — 0 avec la probabilité 


d?$27? E%—E:0 hi 
W&) (0, O—+ 1, = Gus)? D = = 


En second ordre apparaît une transition à l’état à L = 2, m = 0 
avec la probabilité 


W@) (0, 0— 2, 0) — 


AdŸéeitt 
45h (1+4wiût*) (44 Iwit) 


8.33. Dans l'expression de la f.o. de la forme (1) = 


(0 
= ant) Pie “À îles coefficients axn(t) pour {>0 valent 
À 


(voir 8.28, k=n) 


t 


an (t) & au (t) = — ru LL (Vo)an | sin (ot) exp (imxnt) dt — 
0 
_ = F A 1— ns 
= 7 Vohin [= RRn ess 241]. (41) 
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L'expression (1) montre que là condition d'applicabilité du calcul 
des perturbations | a;h | € 1 réside dans la satisfaction de l'inégalité 


[Volant KA! — loxn = Éern; (2) 


qui au cas du voisinage de w, d’une des pulsations de transition wfn 
(de sorte que ex & | wi |) restreint sensiblement l'applicabilité du 


calcul des perturbations. Rappelons que la perturbation Vo peut 
être considérée dans le cadre du calcul des perturbationsstationnaire 
comme petite si 


(Volant & klein (3) 


Notons qu'en cas d'une perturbation remplissant les conditions 
(3) mais ne satisfaisant pas à (2) on est en mesure d'obtenir la forme 
approchée de la f.o. (voir, par exemple, [3]); dans ce cas (1) traduit 
la dépendance temporelle de la f.o. pour t & T, où la valeur de T 
est limitée par les inégalités Tes, 1, TI(Vo)ranl & À découlant 
de (1) si l’on exige que [an | 1. 

8.34. Si le n-ième état étudié se rapportait au niveau non dégéné- 
ré, alors en cas de perturbation satisfaisant à la condition 


[Volin Khlonl, kzn, 


les transitions du système d’état nr seraient petites et la f.o. Y (t) 
se déterminerait en premier ordre du calcul des perturbations au 
moyen de formules standard (le cas de perturbation périodique de ré- 
sonance discuté dans le problème précédent ne sera pas étudié). La 
situation varie quelque peu au cas où le n,-ième état se rapporte au 
niveau dégénéré: bien que les transitions du système à des états 
différant de l'initial en énergie soient petites, les transitions entre 
les états se rapportant au niveau dégénéré considéré peuvent s’ac- 
complir avec une probabilité de l’ordre de l'unité et le problème 
consiste dans le calcul approché de la f.0o. compte tenu de ces transi- 
tions. 

En représentant de façon approchée la f.o. sous la forme Y (t) = 

& (aŸ9 + a, WOT e-iot (on écrit, pour abréger, a, au lieu de An 
etc.), on obtient habituellement un système d'équations pour les 
coeîficients a; (t): 


iha, FF Visas + Visa = Vo (t).a, 
iha, RS Voti + Voo@o = Vof (t) as. 
I] s'ensuit de (1) 
d Û 
7 (GEa) = + Vof(t) (a + a). (2) 


(1) 
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L'équation (2) se résout sans peine. Compte tenu des conditions ini- 
tiales a; (—oo) — 4, as (—o0) = O0, il vient 
{ 


a (t)=cosE(t), &()=—isinE(), E(= | Hat. (@) 


I1 s'ensuit des expressions (3) que si la perturbation est de durée 
T suffisamment longue, de sorte que [JE (t)| & 1Vol T/h > 1, 
alors les transitions entre les états n, et r. sont importantes et cette 
circonstance doit être prise en compte dans le calcul des transitions 
du système à des états différant de l’initial en énergie (dans le cadre 
des formules standard du calcul des perturbations non stationnaire il 
est admis que a, Æ 1, et, comme il découle de l'étude faite, en 


cas de dégénérescence cela se justifie avec la satisfaction de la condi- 
tion [Von T & h). 

8.35. Calculons d’abord la probabilité de transition (en l’unité 
de temps) d’une particule de l’état du s.d. à des états du spectre 
continu sous l’action d’une perturbation périodique de pulsation 
wo, suivant la formule standard [3] 


D — | dw, = | LFnltô(E,—E;"— fi) dv, (1) 


où l'opérateur F appartient à l'opérateur perturbation périodi- 
que : 


V= — 2P,snot= Fe-ivet + Freiot, 
de sorte que dans le problème concerné Ê = —irF,/2. La fo. Y, 


en élément matriciel (7 étant le jeu de nombres quantiques définis- 
sant la f.o. du s.d.) 


Fr = | YeÉY dx (t=7r) 


correspond à la f.o. W, (x) d'état unique du s.d. au sein du champ 
de puits fonctionnel Ô (E() = E, est l’énergie de cet état): 
A R2x?2 œ ‘ 
Vo(z)=Vrexp(—xIxl), E= 5, =. (2 
On entend par v (jeu de grandeurs définissant les f.0. d'états sta- 
tionnaires du spectre continu d’un hamiltonien non perturbé) un 
« vecteur » d'onde À = p/h de particules « tombant » sur le puits; 
de plus, en guise de W, il faut prendre les f.0. W, (x) décrivant le 
processus de pénétration et de réflexion de particules d'impulsion 
p = hk (la forme de ces fonctions a été discutée dans 2.47) ; en outre, 


si l’on choisit ces fonctions comme étant normées à la fonction 6 en k, 
alors dv =dk; E, = K°k?/2m. 
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Compte tenu de ce qui précède, on peut procéder à l’intégration 
en v (c'est-à-dire en Æ) dans l'expression (1): 


27 ; dk 1 SRE APR TU 
= (|Fr0ol2+ 1Fa,0l?) el kis=+V2m(io+Es). (3) 


Etant donné que parmi les éléments matriciels de l'expression (3) 
figurent les £.0o. W, (r) répondant aux valeurs k satisfaisant à l’inéga- 
lité | k,.+ | À 5 ma pour laquelle l’énergie potentielle peut être 
assimilée à une perturbation, on peut en guise des f.0. W, (x) choisir 
les f.o. des particules libres : 


VW (x) = (27)7 "© exp (ikzx). 


Compte tenu de la forme explicite de la f.o. et de la perturbation, 
il vient 


= VE À D ul are Ve 
Fi Nr Lei x|z|—ikx) dr — PERTE TEE (4) 


2hF8 | Es 1%? Vhos—TE | 
D — m (%@,)* . (9) 

La probabilité cherchée W, est liée à w de la façon suivante: 
W, (t) = exp (—wt). 

8.36. L'expression (5) de la probabilité w obtenue dans le problè- 
me précédent de façon formelle avec la condition w, > | E, | 
(dans ce cas au lieu des f.0. exactes du spectre continu on a utilisé 
des f.o. des particules libres) est en fait justifiée pour une pulsation 
arbitraire du champ extérieur (#w, > | £, |). En effet, modifions le 
mode de description d'états de la particule au sein du spectre conti- 
nu: servons-nous des f.0. W, +(x) constituant des f.p. de l’hamilto- 
nien et possédant une parité déterminée (+1) (4 — 2mE/h° > 0, 
tandis qu’au problème précédent —00 << £ << +-co). On n'aura pas 
besoin de la forme explicite des f.o. d’états pairs, car pour les fonc- 
tions correspondantes l'élément matriciel de la perturbation est 
identiquement nul, tandis que les f.o. d’états impairs en cas de 
potentiel fonctionnel 6 sont celles des particules libres, c'est-à-dire 


1 
Pr, - (x) = 7x sin kz. 


On entend maintenant par v le jeu (4, g), où g — +; quant à 
l'« intégration » en v, elle correspond à l'intégration en k et à la 
sommation suivant l'indice g. Compte tenu de ce qui a été dit plus 
haut, on obtient sans peine 


Fu+,0=0, Fi-o=V 2iFyo 


où F0 est tiré de l'expression (4) du problème précédent et l’on abou- 
tit à la probabilité w définie par la formule (5). 
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Pour #@o << | En | la probabilité calculée w est manifestement 
nulle. Cela ne signifie aucunement que les transitions de la particule 
en états du spectre continu sont complètement absentes : elles appa- 
raissent dans les ordres supérieurs du calcul des perturbations, c’est- 
à-dire avec une probabilité manifestement inférieure. C'est ainsi que 
pour | Æo |[/2 << Rwôo << | Es | la probabilité w est différente de zéro 
en second ordre. 

8.37. Dans la formule standard de la théorie des transitions au 
sein d’un spectre continu [3] 


9 
dry = + [Var (26 (E,— Es) dv, V5 Vo, (1) 


on choisit en qualité de v, v, les « vecteurs » d’onde des particules 
libres ; les f.o. correspondantes 


_ { 
Y, (x) = DA einz Ye (x) = VA eik'x 


sont normées sur la densité unitaire du flux de particules « inciden- 
tes » à impulsion p — Àk et sur la fonction 6 en À’ pour les particules 
de diffusion (réfléchies) avec dv = dk’. Après avoir réalisé l’intégra- 
tion en v (c'est-à-dire en k’) dans (1), on obtient la probabilité des 
transitions sous la forme 


[ U (r)e2irx dx. (2) 


autrement dit les transitions ne s’effectuent qu'à des états de la 
particule à À’ — —k, répondant aux particules réfléchies, et l’expres- 
sion (2) représente l’indice de réflexion des particules À. 

En notant par a, U, le rayon d'action et la grandeur caracte- 
ristique du potentiel pour le cas ka < 1 (particules pas trop rapides), 
on obtient selon (2) l'estimation WW — m“Uïa*/h4kf. La petitesse 
de la quantité VW (grossièrement parlant, de l'amplitude de 
transition) comparée à l'unité définit la condition d’applicabilité du 
calcul des perturbations : 


malU,| &ÀR. 


8.38. Compte tenu de l'expression connue des coefficients a (t) 


dans le développement de la fo. W(t)= © a, (t) Wie” "%! (voir, 
À 
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Li 


par exemple, 8.28): 
î 


a (= — + | Van (#) etant dt = 


Î 

_— 1 \ LOTS { OVhn Van (£) LOTS { pS = : 

— 0x | e n TE dt ET e mie Ven( co) 0 

(dans l'expression de a; l'intégration est effectuée par parties), on 
obtient pour & > 0: 
I 1 

à el (9 = 


Î 16 
(Volan — Fox. (Volane kn° (1) 


(on a tenu compte dans l'intégration de ce que dn (t)/dt = à (t)). 

En nous servant de la valeur obtenue dans (1) des coefficients att), 
représentons la f.o. Y ({) sous la forme (rappelons que @,, (t) = 
CLOE 


1 


10 - 10 { 
Fos (VoanFre À, 


y (t) — (y? _ > (Vohkn y») é all y» 
hkn 


de laquelle il s'ensuit que la probabilité de transition W4) (n —+ k): 
est définie par le carré du module du premier terme de l'expression 
(1), c’est-à-dire 


1 * ‘ 

DD (nR—Hk)=—— [(Vounl, kÆn, (2) 
ROkn 

quant au second terme de cette expression. il définit la variation de: 

la f.o. du n-ième état stationnaire du système avec t > 0 sous l’ac- 

tion de la perturbation Ÿ.. 


b) D (ne k) = (Wohnl En. (3) 


Si la perturbation est induite durant le temps t, les formules (2) 
et (3) définissent les probabilités de transitions pour lesquelles. 
[@xn | TK 1: 


8.39. Notons par H, et H — À, + l. les hamiltoniens du systè- 
me pour { << 0 et t = 0 respectivement (ils sont indépendants du 


temps !); Ÿ, et Ÿ, sont les Îf.p. de ces hamiltoniens. La f.0. du systè- 
me avec { << O0 est de la forme W (t) = Y, exp (—iE,t/h); elle a éga- 
lement le même aspect durant les premiers instants de temps suivant 


l'induction de la perturbation V, (non forcément petite). car sous. 
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l'action d’une perturbation limitée V, la f.o. n’a pas le temps de 
varier durant le petit intervalle de temps de son induction (comparer 
au résultat du problème suivant), comme cela s'ensuit de l’é.Sch. 
Dans la suite, la dépendance temporelle de la f.o. pour t > 0 est 


définie par l’hamiltonien À et prend la forme 


L 4 (t) = > Ann Pre RU din — | PET dt. 
k e 
Les coefficients a,, dans ce développement de la f.o. définissent 
l'amplitude des transitions étudiées, de sorte que la probabilité de 


transition vaut w (nr — k) — | a, ll. Si la perturbation ÿ, de l’ha- 
miltonien est petite (au sens de l’applicabilité du calcul des perturba- 


tions stationnaire), compte tenu de la forme approchée de la f.0o. W, 
‘donnée, par exemple, dans les conditions du problème 8.8, on passe 
aussitôt à la formule (2) du problème précédent. 

8.40. Pour apprécier la variation de la f.o. sous l'influence de 
l’action de la fonctionnelle 6, assimilons cette dernière à une transi- 


tion limite avec t —+ 0 pour une perturbation de la forme Ÿ (t, +) — 
— W,f (t/x)/x, où la fonction f (y) est douée de propriétés 


1 


f(y)=0 pour [y|>1; À fu) dy =1. 
1 


L'é.Sch. prend la forme (on néglige le terme Ho dans l’hamilto- 
nien vu que l’on ne s'intéresse qu’à la variation de la f.o. durant 
un temps infiniment petit 2t (tT — 0)) 


+ 0 1 ,$ 
h = WOf(UT)T, IT, 


et la solution de cette équation détermine pour t —+ 0 la variation 
de la f.o. durant le temps infiniment petit d'addition et de sous- 
traction de la perturbation fonctionnelle 6: 


t/T 
FG)=exp| + W | (y) dy | #(—, 
21 


if 
Wt=0+)=e * ‘Y(t—0—). 
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Etant donné que la f.o. du Système concerné est pour t 0 
de la forme Y — YW'exp (—iE,t/h), aussitôt après l’achèvement 
de l’action fonctionnelle 6 elle devient, selon (1), égale à 


W(t=0+)=exp(—— W,) w, 


et. en accord avec les principes généraux, les probabilités d’excita- 
tion de divers états stationnaires pour { >> 0 s'expriment au moyen de 
l'expression 


w (n =) = | | FN exp [— W,) wi dr. (2) 


Au cas d'une petite perturbation | (W,):,1 & À, en développant 
dans la formule (2) l’exponentielle en série et en se limitant aux deux 
premiers termes. on aboutit au résultat du problème 8.38, b). 

L'action de la forme V (x, t) — —zP,6 (t) sur une particule 
classique consiste en une communication instantanée à cette dernière 


de l'impulsion P, — | F (t) dt. En vertu de (1) cette assertion de- 


meure vraie également en mécanique quantique. En effet, comparons 
les f.0o.' d'états de la particule en représentation d'impulsion immé- 
diatement avant et après l’action: 


W(=0—)= | e(p) Y, (2 dp, 
Y(t=0+)= | b(p) Vy(z) dp= etre Àa(p) Y,(x)dp= 


= | a (p) Voir, (e) dp= | a(p—P) Y, (x) dp, 


c'est-à-dire b (p) = a (p — P;). 
8.41. On obtient la solution du problème au moyen de la formule 
générale de transitions indiquée dans 8.39: 


w(0—R)=| | Viral 


El 


a 
e 2 3 : Ë 
ab b a b 


0 


La condition d’applicabilité est Than” (4 + 1)*/ma* & 1. 

8.42. La f.o. de l’unique état du s.d. au sein d’un puits peu pro- 
fond et son énergie (de même que les f.o. d'états stationnaires inférieurs 
du spectre continu) sont presque identiques au cas du potentiel 
fonctionnel Ô L (x) = —aô (x) avec &« = aU, (voir 2.8 et 2.11) et il 
est commode de partir de la solution exacte pour ce potentiel. La 
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variation indiquée de la largeur du puits se réduit à la substitution 


du paramètre à — œb/a à «. 

La probabilité de fuite de la particule du puits est égale à w = 
— 4 — w,, où w, est la probabilité de la particule de demeurer liée; 
cette dernière s’obtient sans peine à partir de la formule générale 
mentionnée dans 8.39 si l’on utilise la forme de la f.0. d’état du s.d. 
au sein d’un puits fonctionnel à (voir 2.11): 


w,= & (0—+ 0) —| Le-crist az | PTE TE 
Le # 


Ensuite, cherchons l'énergie moyenne de la particule avec t > 0. 


Pour cela centrons l’hamiltonien À = p°/2m — a (r) en état avec 
la f.o. Y, (x): 


E(t>0)— | YA Y, dr = H)—(a— a) 8 (x) = 
= Ej—"=T2E,=(2bia—1)Es. (1) 
L'énergie moyenne e des particules fuyant le puits s'obtient sans 


peine à partir de la représentation évidente Æ (t >> 0) prise sous la 
forme 


E(t>0)=wE()+ (10e, Eo(b)= Es (2) 
De (1) et (2) s'ensuit 
e=(1+ 26/a)|Eo| = (1+ 2b/a) + . (3) 


Si b = 0, alors pour t > 0 la particule devient libre et son énergie 
moyenne, égale d’après (3) à | £, |, coïncide avec l'énergie cinétique 
moyenne de l’état initial (pour { << 0), comme il fallait s’y attendre. 

8.43. Le problème est absolument analogue au précédent. La 
variation de la profondeur du puits de n fois entraîne les mêmes 
conséquences que la variation de n fois de sa largeur. Donc la solu- 
tion du problème s'obtient directement de la solution du problème 
précédent par la substitution de n à la grandeur b/a. 

8.44. L'expression générale de probabilités des transitions au 
cours des perturbations brusques, donnée dans la solution du proble- 
me 8.39, au cas de passage aux états du spectre continu se modifie 
de façon évidente : 


dry = | | ŸeY dr F dv. 
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Aux conditions du problème envisagé on entend par v l’impulsion 


p de la particule, tandis que le rôle de LA est respectivement joué 
par les f.p. d’impulsion 


Y, (2) = (2n%) ‘exp (ipz/ñ). 


Compte tenu de la forme de la f.o. d’état fondamental au sein du 
puits fonctionnel 6 (voir 2.11), on obtient sans peine qu’en approxi- 
mation adoptée la probabilité de fuite de la particule du puits avec 
impulsion dans l'intervalle (p, p + dp) est donnée par l'expression 


2Xx3hRS dp ma 
AGE» XE q 


div (p) = 
Cette probabilité est normée à l'unité, c’est-à-dire que dans l’ap- 
proximation considérée la probabilité de ce que la particule demeure 
liée par le puits est négliscemment faible. Comme il découle de (1), 
la grandeur caractéristique de l'impulsion des particules fuyantes 
est de l’ordre de p = xh — ma/h. La condition d’applicabilité de 
l'expression obtenue (1) est que ces particules puissent être considé- 
rées comme libres, c’est-à-dire pouvoir négliger le potentiel 


U (x) = —aô (x). Selon 8.22 (ou 8.37) il faut pour cela que soit 
remplie l'inégalité ma € ph, c'est-à-dire a € a (au cas du potentiel 


fonctionnel 8 aU, — «&). Comme il s'ensuit du résultat obtenu dans 
le problème précédent la probabilité pour la particule de demeurer 
liée par le puits est petite. 

8.45. Pour calculer la probabilité cherchée, passons au système 
de coordonnées A” qui se meut en même temps que le puits, x’ — 
— x — Vt. La f.o. de la particule immédiatement avant et après 
le commencement du mouvement du puits a dans le système de coor- 
données initial la forme (voir 2.11) 


Yo(z)=V'rexp(—xlzl), x = ma/h?. (1) 


La f.o. d’un tel état de la particule dans le système de coordonnées 
K” est liée à la f.o. (1) de la façon suivante: 


o(a)=exp (—ME) W (x) "@) 


(la relation (2) exprime le fait que la transformation de la f.0. se 
réduit à la substitution de p — mV à l’impulsion p dont la justifica- 
tion formelle s'appuie sur le résultat du problème 7.26 avec t — 


— {' — 
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Etant donné que la f.0. d'état lié de la particule dans le système 
K' est de la forme (1) avec substitution de x’ à x, la probabilité 
cherchée vaut 


w — | | (x) y, (x°) dx” = 


9 
- 


; 9. __imVz: 2 { 
| exp| 24|x] à ]a| TT ET 
— 0 | 43 
8.46. Compte tenu des f.p. de l’oscillateur (voir 2.6) on obtient 
en accord avec la formule générale des transitions établie dans 8.39, 


= # 


w (0—+ n) =| ( Wa (z—e£/k) Yo (x) ax | = 


ue (2e -2-0E 4 


L'intégrale dans l'expression (1) a été calculée dans 7.18. Bref, 
2 


One (2) ep) (5-7). 


8.47. Le problème se résout de façon analogue au problème 8.45. 
Compte tenu dans Rue 


w(0— n) = | | y (z)exp (— =) 0 (r)dz F 


de la forme explicite de la f.p. de l’oscillateur et de la valeur de l’in- 
tégrale calculée dans 7.18, il vient 


4 / m°V'a° \" m2V°'a? 
One (Se) ep(-). 


8.48. Représentons la f.o. W (q, t) sous la forme 
t 
Ya D= DC Fn(g Dexp(—+(Et)ar), (1 
n 0 


où Y, (q, t}), E, (t) sont des f.p. et des v.p. de l'hamiltonien « instan- 
tané », c'est-à-dire 


H (p, g, À (4) Ya (g, t)= En(t) Ya (gt), (2) 
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tandis que les coefficients C, (t) sont les f.0o. du système en rcprésen- 
tation exigée. En portant dans l’é.Sch. non stationnaire la f.o. (1), 
multiplions à gauche les deux membres de l'équation par W? (t) 
et intégrons en coordonnées du système g. Compte tenu de l’orthogo- 
nalité de la f.o. W, (t), on obtient sans peine l’é.Sch. en représenta- 
tion concernée : 


Cx (= -2c ()exp[ + | we Ed] (wi, dg. (3 


Il est commode de transformer cette équation de la façon suivan- 


te au cas où le spectre de l'opérateur À n'est pas dégénéré. Choisissons. 
d’abord Y, (t) réelles (c’est toujours possible de réaliser, en l’absence: 


du champ magnétique, de sorte que À = p°/2m + U (g, À (£))). 
Alors 


LHZ dq= n | dg=0. 


Ensuite, dérivons en t la relation (2), multiplions les deux mem- 
bres de l'égalité par WE — W, avec À  n et intégrons en coordon- 
nées du système. On obtient finalement 


| Ya Ÿ a dg = — | va (2) Ydg (kÆn), 


et l’équation (3) prend la forme 
{ 
GO =D Cu 0 (EE) explif ou ta], 
n U 


où la prime affectant la somme signifie l’absence du terme à n — k. 
hopxn = Er — En, (0H 'ôt)yn étant les éléments matriciels de l’opéra- 
teur Hot. 

8.49. Si la dérivée 0H/ôt est suffisamment petite (voir plus bas), 


il s’ensuit alors de l'équation (4) du problème précédent que C, & U, 
c'est-à-dire que C, = Cin = const = Ô,, en vertu des conditions du 
problème. En approximation suivante du calcul des perturbations. 
adiabatique pour À = n, il vient 


a { 
M0 = (5) esp (i Dos, () dt’). (1} 
0 
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En intégrant (1) à la condition initiale donnée. on obtient 


{ = 1° 
CD ()=—+ | TS ( eh. exp(il ou, (#) dt") dt" (ken). (2 
(1 0 


Comme il s'ensuit de la déduction, la condition nécessaire justifiant 
les expressions (2) est l'inégalité | C2 | & 1 (k = n). L'estimation 
de C;} d'après (2) fournit 


Di 6H 1 
Cha FT — [[lEn- Ent. 


A droite on a le rapport de variation de l’hamiltonien durant le 
temps de l'ordre de la période de Bohr w:;! à la différence des éner- 
gies de niveaux correspondants, et la petitesse de ce rapport est la 
condition cherchée d’applicabilité du calcul des perturbations adia- 
batique. 

Il est utile de se souvenir que nonobstant la lente variation de 
l'hamiltonien (au sens mentionné plus haut) ce dernier peut se modi- 
fier fortement durant un temps suffisamment long (et même n'avoir 
rien de commun avec sa forme initiale). Toutefois, à l'instant de 
temps arbitraire le système avec une probabilité dominante demeure 
dans l’état Y, (ft). De façon parlante ce résultat peut être formulé 
comme une conservation du numéro (dans l’ordre d’accroissement de 
l’énergie) d'état quantique, constituant ainsi la généralisation de la 
loi de conservation de l’énergie pour un hamiltonien indépendant du 
temps au cas de sa variation adiabatique. 

Le résultat obtenu sur la conservation (approchée) du numéro 
d'état quantique constitue l’analogue quantique de la conservation 


de l’invariant adiabatique (7 = _ bp dg) en mécanique classique 


{voir [4]). Cette dernière circonstance s'avère particulièrement par- 
lante dans le cas quasi classique (voir chap. suivant) quand on envi- 
sage la règle de quantification de Bohr-Sommerfeld. 

8.50. Le problème se résout en s'appuyant sur les résultats géné- 
raux du calcul des perturbations adiabatique exposés dans les deux 
problèmes précédents. 


Les f.p. et les v.p. de l’hamiltonien « instantané » À — p°/2m + 
+ kzx°/2 — ex €(t) ont été obtenues dans 2.6: 
Vhtz, = VW (z—eë (t)/k), E,(t)= ho (n+1/2) — e262(t)/2k. 


L'opérateur OHIôt est égal à —erË(t) et ses éléments matriciels 
(0H/ôt)»0 ne sont différents de zéro (pour À =£ 0) qu’au cas de À = 1 
(voir 8.3), de plus (0H /ôt)10 — —ea£/V 2. Compte tenu de ce qui pré- 
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cède, la formule générale (2) du problème précédent des transitions 
adiabatiques prend la forme 


D (ft — a co 46 iuf 
CR (= +o)=—- He | 26. eiut dt (1) 
(on a substitué {7 — — oc aux limites inférieures d'intégration 


"0 — 0, vu que d’après les conditions du problème l’état initial 
de l'oscillateur est donné pour { — —oo et pour la même raison on 
a posé £ — —+oo). 

Le facteur de phase exp (ico) est apparu du fait de l’intégration 

t t 
i | opdt= iw | dt= iwt+ivoo. 
-œ —-œ 
De façon formelle son apparition est liée au fait qu’on a égalé 
W(t = —o0) à Wo*c (x), la f.o. d'état initial de l’oscillateur, dans ce 
cas la phase de la f.o. avec t Æ 0, quand le champ est induit, devient 
infinie (car, grossièrement parlant, W (t) — exp (—iEt/h)). 

Le carré du module de l’amplitude de transition (1) définit la 
probabilité de l’unique transition permise en premier ordre du cal- 
cul des perturbations adiabatique de l’oscillateur W (0 — 1). Si 
pour {—— +o le champélectrique est déclenché. alors, en intégrant 


par parties dans l'expression (1), on peut transformer la probabilité 
de transition en la forme 


W (0 — 1) = a | 6 (t)exp (io!) dt " 


qui est analogue à celle oblenue auparavant (voir 8.24) dans le cadre 
du calcul des perturbations banal non stationnaire (cependant ces 
expressions formellement identiques ont des conditions d’applicabi- 
lité différentes *)). 
Les expressions finales des probabilités d’excitations (ot > 1): 
a) W(0—>1) = 2206 


hiwiTt: 


b) W°(0—+ 1) = 22788 


2h"oiT: 


o 


*) On saisit aussitôt que dans le problème concerné la raison de coïnci- 
dence du résultat de l'étude adiabatique (les conditions d'applicabilité duquel 
sont T> : bec 

& " AW?T 


& 1) avec celui du calcul des perturbations (dont la condi- 


80e € 1) est l’action spécifique du champ homogène 


sur l'oscillateur qui en fait ne se réduit qu’à un déplacement du « point de 
suspension ». 


tion d'applicabilité est 


25—-01572 
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8.51. La condition d£,[? € th° garantit l’applicabilité de l’ap- 
proximation adiabatique, de sorte que selon 8.49 la f.o. du rotateur 
à l’instant test la f.o. d'état fondamental du rotateur au sein du 
champ é(t). En particulier, pour £{ — o cette f.o. est de la forme 
(voir 8.19) 


Yi) = (V ap)" ‘exp(—p2;295), = (42/1486) <€1. 


Les probabilités des différentes valeurs de la projection du moment 
se définissent suivant les principes généraux par les expressions 


T 


Ce — 1 - im æ (2 _ — 1/2 Û 
Cm ne V'?r ÿ € Yo (q) do (2x V 3%) j (g 


— V Po_ e-mig5/2 
9 
y za 


= ime -— =, 


w(m)= [Cle = Le enr 
La 


(on a substitué (—o. +oo) à l'intervalle d'intégration (—1x, n) 


en w, vu que la f.o. W, (q) pour | ® | > 1 est négligemment petite). 

8.52. Dans le système considéré la parité se conserve manifeste- 
ment. Aussi est-il commode d'analyser la dépendance temporelle des 
composantes paire et impaire de la f.o. séparément. En notant W, (x) 
la f.o. d'état fondamental de la particule au cas d’un seul puits 
U (x) = —aë (x) (voir 2.11) et en posant, pour fixer les idées, que 
pour { —> —o la particule a été liée par le puits droit, écrivons 
la f.o. d'état initial sous la forme 


Y(t= — = yo) LE yox, 
SIREN } “ 
on (re (e—2) à ve + LG] 


Si la distance entre les puits est infinie L (—oo) — o, les compo- 
santes paire comme impaire de la f.o. (1) décrivent une particule se 
trouvant en états liés dans le champ des deux puits de même energie 
égale à celle d'état fondamental au sein du champ d'un puits (le 
niveau est doublement dégénéré). 

Quelle que soit la loi de « rapprochement » des puits, on peut af- 
firmer que quand les puits convergent en un seul la composante im- 
paire de la f.o. décrit la particule non liée. car dans le champ d'un 
puits fonctionnel 6 il n’y a qu’un état pair du s.d. Quant à la dépen- 
dance temporelle de la f.o. paire et la probabilité pour la particule 
de demeurer en état lié. elles dépendent essentiellement de la nature 
du rapprochement des puits. Mais si le rapprochement des puits est 
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de nature adiabatique (voir 8.49) le résultat est alors immédiat: la 
particule reste en état fondamental. Comme dans l'état initial la 
probabilité de l’état pair de la particule vaut 1,2. dans les conditions 
du problème la probabilité pour la particule de demeurer en état lié 
au cours d’un lent rapprochement des puits est aussi égale à 1 2. La 


condition d'’applicabilité du résultat obtenu est: | L|<& x ki. De 
fait cette condition ne se remplit que quand les puits se rapprochent 
à une distance suffisamment petite Z = h*'ma (h° ma est la distance 
caractéristique à laquelle se localise la f.0. de la particule dans un 
puits fonctionnel 6). A des distances plus grandes il n’y a plus de 
limitation aussi stricte à la vitesse de déplacement des puits. car 
dans ce cas la particule, qui se localise près d’un des puits, n'est pas 
« sensible » à la présence de l’autre, tandis qu'avec le mouvement du 
puits à une vitesse arbitraire (mais constante), en accord avec le 
principe de relativité, il n’y a lieu à aucune transition. De fait pour 


L 5 k°/ma il ne faut qu'éviter des accélérations trop grandes L 
(on invite le lecteur d'établir lui-même les restrictions correspon- 
dantes). 

Pour conclure, soulignons encore une fois qu'en résolvant le 
problème on ne s’est servi de l’approximation adiabatique que pour 
l'étude de la partie paire de la f.o. Quant à la partie impaire de la 
f.0.. il est notoirement impossible d'étudier sa dépendance temporelle 
au moyen de l’approximation adiabatique si les puits se rapprochent 
à la distance L, pour laquelle le niveau impair du spectre discontinu 
disparaît (il fusionne avec le spectre continu: L;, = h*'ma). 

8.53. Notons par W,, (x, £), En, () les f.p. et les v.p. de l'opéra- 


teur H = H,(x) — V (x, ë) pour des valeurs fixées = des coordon- 
nées du sous-système « lent », c’est-à-dire 


LH, V(z, à] Va (x, D = En, À) Ya (x, à). (1) 


En approximation adiabatique, les f.p. exactes de l’hamiltonien 
complet du système H s’expriment de façon approchée sous Ia forme 


bd (x, ë) F Fun (x, ë) — Din, (£) Le (z, ë 


=” 


Lu 


où la f.o. P,,, et les valeurs approchées de E,,,, des niveaux d’éner- 
gie du système se déterminent à partir de l’é.Sch. 


(A, + 14 (x, ë) + À.) Din, (£) k 2 (z, ë) ad Enn Din, (&) LT (z, 5). (2) 


si l’on effectue dans cette équation les transformations suivantes: 
compte tenu de la relation (1), multiplions les deux membres de 
l'équation (2) à gauche par a, (x, 5), intégrons en coordonnées x 


25% 
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du sous-système « rapide» et négligeons l'action de l'opérateur 
À, (£) sur la variable E entrant dans la f.o. W,, (x, E) (c'est-à-dire 


en posant H D = YH +0). Finalement pour la détermination de la 
£.0. D,,n, et des niveaux énergétiques £,,, on aboutit à l’é.Sch. 


(H, (à) + En, (©) Dan. (© = Enn Pain, À); 


qui ne comprend que les coordonnées du sous-système « lent »; quant 
à son interaction avec le sous-système « rapide », elle se caractérise 
de façon efficace par l'énergie « potentielle » valant Æ,, (E). 

8.54. Le problème se résout au moyen de l’approximation adiaba- 
tique dont les formules de calcul sont données au problème précédent. 
Le rôle du sous-système « rapide » est rempli par le mouvement de la 
particule suivant l’axe x, le rôle du sous-système « lent », par le 
mouvement suivant l'axe y (l'étude n’est possible qu'en raison de la 
condition a € b). En utilisant les notations du problème précédent 


(avec la seule substitution de y à Ë) et en choisissant À, = p=/2m, 
À; == pE/2m, V (x, y) = U (x. y), on obtient aisément 


LS 2. a(mtt)(z+ a (y)/2) Ent (mi +1) 
Fa (r y)= |” aq)" a (y) » En (= ma? (u) 


(le mouvement de la particule suivant l'axe x pour y fixé est le 
mouvement de la particule dans un puits de profondeur infinie et 
de largeur a (y) = 2a V 1 — y?/b°). 

Le mouvement de la particule le long de l'axe y, selon l'équation 
(2) du problème précédent, se définit par le « potentiel » 


ea REn® (n1 + 1) 
V (y) = En, G)= 8m a* (1 — y*/b*?) ? yI<6, 
co, [y1 >> b. 

L'é.Sch. d’une telle énergie potentielle ne peut avoir de solu- 
tion exacte. Toutefois, on peut noter qu'en cas d'états pas trop exci- 
tés les f.o. d'états stationnaires se localisent dans un tel champ à la 
distance | y | € b, or dans ce domaine le potentiel peut être dévelop- 
pé en série 

Rent (ni 1) , Ann 1) 
t4 dt. me rs = meme Vis TPE 
AU 8ma*° Sma°b® : 
Dans ce cas le problème de calcul de D,,,,, (y) et de En, se ramène 
au problème de l'oscillateur harmonique. 
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Les expressions finales des niveaux d'énergie inférieurs du systè- 
me considéré et des f.p. approchées sont de la forme 


__ Ra? (n1 +1} R?n (n1-1) / Le 
Enr, = "ga + 2m Ut 42), m0, 1, ..., 


— , 2 : 
Van, (z, y) e (2° V yon 1)” 17e exp ( — 3) H, (Y/Yo) LE (x, y) 


(= V' x: ye (ns + 1/2) b? ). 


8.55. Le problème se résout de façon analogue au précédent. Le 
rôle du sous-système « rapide » est joué par le mouvement de la 
particule suivant l’axe z, le rôle du sous-système « lent » par le mou- 
vement dans le plan x, y. Les f.o. et les niveaux d’énergie du sous- 
système « rapide » pour des coordonnées x, y fixées du sous-système 
lent sont de la forme 


V 2 . A(ni+1)(:—+b (p)}/2 
Y,(z: J, y) = pe; sin FPE EN, 
Ra (n1 +1) 


En, (p) = — mp) ? 
où b(p)= 2bV 1— (2° + y°}/a = 2b V 1— p°;a2. 


Le mouvement du sous-système lent (après centrage en mouve- 
ment du sous-système rapide) se caractérise par l'énergie potentielle 
efficace 


U( )>=| E, (p), p< a, 

pr 2, p>a. 

En développant U (p) en série près du point du minimum (p = 0): 
h2n? 432 fin? 13 , 


on remarque que le problème de calcul de la f.o. du sous-système 
lent et des niveaux énergétiques du système se ramène au problème 
de l’oscillateur plan (voir 4.5). Les niveaux d'énergie de la particule 
en approximation adiabatique s'expriment sous la forme 


h2n2 1,2 A2 1 
Ent + PRG D (y 4 4) (ns, N=0, 1,...), 


(NH € (n1+ 1) a/b 


(W est le nombre quantique principal répondant à l’oscillateur plan ; 
la restriction à la valeur s'ensuit de la condition de localisation 
de la f.o. du sous-système lent à des distances o € a pour lesquelles 
se justifie le développement (1)). 
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8.56. Le sous-svstème rapide est constitué par le mouvement de 
la particule dans le plan x, y, le sous-système lent, par le mouvement 
suivant l’axe :. Les f.o. du sous-système rapide et les niveaux d’éner- 
gie qui leur sont associés pour la valeur fixée de la coordonnée z 
(voir problème 4.8 sur la particule dans un puits bidimensionnel 


de profondeur infinie ; a (z) — a Y 1 — z°/b°) sont de la forme 


_… Ln,+1, mP ha iti,m 

aim (p, p)=Cerer, (—iie) y Enm=— une 

En développant l’énergie potentielle efficace du sous-système lent en 

série au voisinage du point du minimum (de la mème façon qu'on 

l'aeffectué avec la résolution des deux problèmes précédents), on abou- 
tit à l'expression 


24° ® hi? e 
1,7 11, s 
Enimn = 5 4 + (et 1/2), Ni, =0, 1, 


pour les niveaux énergétiques inférieurs d'une particule en approxi- 
mation adiabatique. 

8.57. Le sous-système rapide est un oscillateur caractérisé par la 
coordonnée x. Avec une valeur fixée de y, coordonnée du sous-systè- 
me lent, les f.o. et les niveaux d'énergie du sous-système rapide 
sont de la forme (© = V kim) 


LES (z, y) = A (+ ay/k), En, (y) = fo (rs + 1/2) — a?y?/2k. 


Les f.0. et les niveaux d'énergie du sous-système lent se détermi- 
nent d’après l'équation (2) du problème 8.53 


h®  d? k—a2/k 
( — FT = “dy? 12e (+1 2) + FT y) Drin, (y) ai Enin;Dnin, (y), 
et manifestement 

En, = ho (r,+ 1/2) + fo J/ (1—S)Ge+1/2) (4 


Pour obtenir la solution exacte du problème, effectuons le chan- 


gement de variable z — y Y M/m. Dans ce cas l'hamiltonien du 
système prend la forme 


x h3 9° 9? kz° ay" 
H : (+ 7) +++ Lo 2 CV 7m 72 


2m 


Ensuite, passons aux nouvelles variables x, z d’après les formules 


T=TCOSPo+zsinPy, 2=2ZC0S Po — ZSN Yo, 


—__— (2) 
te 2p,= —2aV m MIk(1—m/M). 
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Dans cette transformation constituant une rotation dans le plan 
z, z (de sorte que À = À), l'hamiltonien prend la forme 


a h° Ps k CS k as 
H — — 5 À FRS, 


RE CRE PRES PA PORN 


(autrement dit, les coordonnées x, z sont normales) et ses v.p., les 
niveaux énergétiques du système, sont manifestement égales à 


En, = 1e 1/1 LME (AR HS ut 42) + 
LES RE … (3) 


(notons que le procédé le plus simple de détermination des pulsations 
propres consiste non pas dans l’accomplissement explicite de la 
transformation (2), mais dans le calcul des valeurs principales du 
tenseur k;, compris dans l'énergie potentielle de l'oscillateur U — 
= 1/, k;,x;x7, ; les valeurs principales du tenseur k,;, s’obtiennent 
aisément à partir des conditions de l’invariance de la trace et du 
déterminant de la matrice k;, avec la rotation du système de coordon- 
nées). 

De l'expression (3) on déduit sans peine comment est obtenu le 
résultat (1) de l'examen adiabatique. 

8.58. Dans la résolution du problème on utilise l’approximation 
adiabatique (voir 8.53). Le rôle du sous-système rapide est joué par 
la particule légère (sa coordonnée est z,), du sous-système lent par 
la particule lourde. Les niveaux d'énergie et les f.o. du sous-système 
rapide pour la coordonnée fixée x, du sous-système lent sont de la 
forme (pour fixer les idées, on admet que la particule lourde se trouve 
à gauche de la particule légère; la f.o. est nulle pour x, >a et 
T1 Lo) 


LA (x:; Lo) — D sin a (n1 +1) (x1— 22) 


G— Ta G— Ze ? 


La 


Kin3 1.12 
En (9) = Re 


L'énergie E,, (x.) joue le rôle d'énergie potentielle efficace du 
sous-système lent pour O0 << x, << a; pour x; < 0 et rx, >> a l'énergie 
potentielle devient infinie. Pour obtenir les niveaux énergétiques 
du système, qui correspondent à des états pas trop excités du sous- 
système lent, développons l'énergie potentielle efficace pour r; >0 
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en série prés du point du minimum 2, = 0: 
Rain? (n+1)3 An (ni +1}? 
Ce) nr + mé » 270 
: co, La L 0 
(comparer à la solution du problème 8.54). Dans ce cas, à partir de 
l'équation (2) du problème 8.53, qui définit les f.o. ®,,,, du sous- 
système lent et les niveaux énergétiques du système, on obtient aisé- 


ment les niveaux d'énergie du système en approximation adiabatique 
(compte tenu du résultat du problème 2.15): 


h2n2 12. /ASns 1):\ 1/3 


On laisse au soin du lecteur de se convaincre par lui-même que la 
condition d’applicabilité du résultat (1) est la satisfaction de l’iné- 
galité 


Œn,+1 KA (rs + 1) (Mim)'! 


(rappelons que «, avec l’accroissement de r augmente; voir 2.15). 


CHAPITRE 9 


APPROXIMATION QUASI CLASSIQUE 


9.1. Les niveaux Æ£, cherchés se déterminent au moyen de la 
règle de quantification de Bohr-Sommerfeld 


d 
+ |ptdr=n(n+1/2), n=0, 1, 2, ..., (1) 


où p (x) = V 2m (En — U (x)); a, b des points de rebroussement 
définis par la condition p (a) = p (b) = 0. Au cas d’un oscillateur 
(U = kx°/2, b = —a = V 2E,/k) le premier membre de la relation 
(1) devient égal (t = zx Vk/2E,, © = V kim) à 

b 
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de sorte que 

En = ho (n + 1/2), (2) 
ce qui coïncide avec la valeur exacte, bien que l’applicabilité du ré- 
sultat (2) soit formellement limitée par la condition nr > 1. 


9.2. A droite du point droit d'arrêt de b la f.o. prend la forme 
quasi classique banale: 


F(2)= 


ds À 


C 1 
ven or |ir@id), z>8 (1 


A cette f.o. du domaine x << b correspond la f.o. de la forme 


b 
Y(z)= = sin (+ Pts + =) , T<b. (2} 


Rappelons que la valeur de la phase x/4 dans l'expression (2) de la 
f.o. s'obtient par raccordement des solutions quasi classiques (1), 
(2) de l’é.Sch. aux environs du point x = b (où ces solutions sont 
interdites) à l’aide de la solution exacte de l’é.Sch. de ce domaine 
dans l'hypothèse de justification de l’approximation linéaire du 
potentiel. 

Pour le potentiel considéré la solution quasi classique (2) se 
justifie, à proprement parler, jusqu'aux valeurs de z attenantes di- 
rectement au point de rebroussement gauche x = 0, et la condition 
limite W (0) = O0 définit la règle de quantification cherchée 


b 
1 
FjP(a)dr+ = n(m+1), n=0, 1, 2, ..., 
0 
ou 


b 
+ | V2mlEr —U(x)]dr=n(n +34) (3) 
0 


(notons que la condition de quantification (3) peut être également 
obtenue sans peine à partir de la règle de Bohr-Sommerfeld appliquée 
au potentiel symétrique U (x) = U (|xl) si l’on profite du résultat 
du problème 2.12). 

9.3. En se servant de la formule (3) du problème précédent avec 
U (x) = mgzx, on obtient aisément 


E,= (2) (mgtR2) A (n + 3:48. (1) 
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L'expression (1), obtenue en approximation quasi classique, est 
applicable avec nr > 1. Toutefois, habituellement, les expressions 
quasi classiques des niveaux énergétiques ne diffèrent pas trop des 
valeurs exactes même pour #z — 1. C’est ainsi que dans le problème 
considéré la formule (1) pour nr — 0 donne E, = 1,84 (mg°h?)"3, 
tandis que la valeur exacte de l'énergie d'état fondamental de la 
particule vaut 1,86(mg°h°)"/3. 

9.4. En faisant appel à la règle de quantification dans le cas 
quasi classique 


F Ï V2m{E,—0Uo(Izl/a)] dx = (nr + 1/2), 


Xo 
après de simples transformations, il vient 


de ah (n+1/2) \2v/(V+2) U2/("+2) 
E, a V 2m Cia ] 0 ’ (1) 
{ 
où C,— | V1—t'dt. 
0 
En utilisant l’expression (1), on obtient (n > 1) 


AEn= En, © D En2vin(v+2), 


et comme E, «5 n°Y(\+2), pour 2v/(v + 2) > 1, c'est-à-dire pour 
v > 2, l’écartement entre les niveaux voisins croît avec l’augmen- 
tation de n; pour v << 2 cet écartement diminue; pour v = 2 (c'’est- 
à-dire au cas d’un oscillateur) les niveaux sont équidistants. 

La densité d'états du spectre discontinu est égale à 


__ n(v+2) (2-v)/2v 
g(E == 2VEn m E ' 
9.5. Dans la règle quasi classique de quantification des niveaux 
b(E) 
19,» rome 
Li | VE-U(z)drÆnn 
a(E) 


on assimile de façon formelle nr à une fonction de la variable £. 
Cette fonction r (E) constitue le nombre d'états du s.d. à énergie 
inférieure à £ et sa dérivation en énergie Æ fournit la densité cher- 
chée d'états du s.d.: 
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où © (£) a une signification simple : T = 21/6 est la période de 
mouvement dans le champ considéré d’une particule classique d’éner- 
gie £. Vu que la densité d'états du s.d. vaut g (E) — Â/AEË, où AE 
est l’écartement entre les niveaux voisins, selon (1) AE = ko (E). 

9.6. La condition d'applicabilité de l’approche quasi classique 
pou ZX 


dà 


v Là 
Ben pete Res (D 


Va 


est remplie au cas où v > 2 et est perturbée pour v << 2. Pour v = 2 
la solution de l’é.Sch. aux alentours du point x, n'a une forme quasi 
classique qu'avec la satisfaction de l’inégalité V ma > #. 

9.7. L'’é.Sch. avec E — 0 des états s (1 — 0) est de la forme 
CE = x (r)/r) 


h°  d°y & , 
DT ME ni 


Les solutions de cette équation sont de la forme quasi classique 
au cas de satisfaction de la condition 


PCR 
dr ptr) 


e fiv 
2 V'ma 


rtw- 22€ 1. (1) 


Pour v > 2 la condition (1) est remplie avec r € (V ma/vh}2Y-2, 
autrement dit l’approche quasi classique n’est applicable qu'à des 
faibles distances; pour v << 2, au contraire elle est applicable à des 
grandes distances r > (V/malvh}-2/2-1, Au cas de v = 2 avec 
l’accomplissement de la condition V ma > À la solution de l’é.Sch. 
prend une forme quasi classique dans tout l’espace; pour Vma<h 
l'approche quasi classique est généralement interdite. 

9.8. Dans la résolution du problème l’approche quasi classique 
ne peut être utilisée que si la condition V mœ > fi est remplie (com- 
parer à 9.7). Si cette condition est satisfaite, la f.o. est alors de la 
forme quasi classique pour toutes les valeurs x > a (pour r < a, 
Y = 0), à l’exception d'une bande étroite au voisinage du point 
d’arrêt droit x = b = V/ &/| E |. Les niveaux énergétiques se déter- 
minent par la règle de quantification établie dans 9.2, c'est-à-dire 


_ V 2m | —1£a ++ | dr =n(n<+3/4) (E,= —]|E,|<0). (1) 
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Avec changement de la variable z = W1 — | E, |x°/a l'intégrale 
de cette expression se calcule sans peine, et elle prend la forme 


ma Î {+ 
PE (+ In = ] = x (r + 3/4), (2) 
où 
z=V 1— a” |E,l/c@. (3) 


» 


On n'est en mesure d'obtenir à partir des relations (2) et (3) 
l’expression explicite de E, que pour les cas | E, | «/& et|E, | & 
= ala?. Dans le premier cas (niveaux supérieurs) de (2) et (3) il vient 
après développement suivant le petit paramètre |E,|a*/x 


œ 


AR (—1+in2+5ime— 3 TE + O0 (EL) }=n (n + 8/4), 


d'où l’on tire 


27 | 
E,# — exp {— = (n + 8/4) —2}. (4) 


11 s'ensuit de l’expression (4) que l’écartement entre les niveaux 
d'énergie supérieurs (dont le nombre est infiniment grand) diminue 
de façon exponentielle avec l'accroissement de »#, de sorte que la 
densité d'états du s.d. (comparer à 9.5) pour |£|—- 0 croît com- 
me |E|”. 

On obtient sans peine la forme explicite de la f.o. W,(zx) si l’on 
profite des expressions générales des f.o. à droite et à gauche du point 
de rebroussement droit, établies dans 9.2, et, avec le calcul de l’inté- 


grale | p(z) dr, on procède au changement de variable indiqué 


plus haut. 

9.9. Cherchons dans l’approximation quasi classique la forme 
de la fonction  (r) liée à la f.o. W, 1m par la relation x = rh 00- 
Cette fonction satisfait à l’é.Sch. unidimensionnelle de potentiel 

= —a/r et à la condition limite y (0) = 0. Les points de rebrous- 
sement sont r — a — Oetr — b — «/|E]. La solution quasi classi- 
que à droite du point de rebroussement droit prend la forme 


n ? 
Lac = —+ | iptidr), r>b 
b 


D 
2 Vir(r)l 


(p=y/2m(—1#i+<)). 
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A cette solution correspond pour‘r << b la f.o. 


b 
{ rs 
te Sin (+ | pérdr++), r<b, (1) 
de plus. pour la justification de cette expression il faut remplir 
la condition d'applicabilité de l'approche quasi classique; mais 
dans un champ coulombien à des petites distances (r —> 0) cette 
condition n'est pas remplie (voir, par exemple, 9.6 et 9.7). Aussi 
pour se servir de la condition limite % (0) — O déterminant en fait 
le spectre énergétique faut-il raccorder à des distances faibles la 
solution quasi classique (1) à la solution exacte de l’é.Sch. (mais si 
l'on exige tout simplement que Xqc (0) = 0 le résultat obtenu pour 
les niveaux d'énergie est moins précis). 
À de faibles distances r € @/|E| l’é.Sch. prend la forme 


d’y'dr2+(a/r)x=0, = 2ma/h?. 


La solution de cette équation satisfaisant à la condition # (0) = 0 
s'exprime au moyen de la fonction de Bessel (voir, par exemple, [12]) 


(= AVrJ,(2V ar), 
et pour V& > 1 se comporte de façon asymptotique 


& +7 
x) + 4)/— 
1 La 7 


La solution quasi classique de l’é.Sch. pour r << b peut manifeste- 
ment être représentée aussi (de même que (1)) sous la forme 


sin (2 ar—+). (2) 


te = sin (+ p(rdr+). 6) 


V’p 
Pour les valeurs de r dans |? us défini par les conditions 
r&allEl, 1/1 a&Vr, (4) 


il vient [dk/dr| — (œr)-V® 1, c'est-à-dire que l'approche quasi 
classique est permise et la f.o. (3), compte tenu de la relation p (r) = 


= V 2malr = V &rr, vérifiée dans UE (4), prend la forme 


Le o=ÈV— 


Simultanément dans l'intervalle (4) la solution exacte de l’é.Sch. 
est de la forme (2) et la confrontation des expressions (2) et (5) des 


sin (2 |” ar + y). (5) 
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f.o. permet d'obtenir la valeur du paramètre y — —:11/4. Quant à la 
condition de coïncidence des expressions quasi classiques (1) et (3) 
des f.0., elle Si s à la relation 


. 
à 
D 
+ 
se 
e 
| 
tu © 
Le 
er 
n 
à = 


_ | V/ 2m (+ En, |) dr=n(n, + 1), (6) 
0 


qui constitue la condition cherchée de quantification des niveaux 
énergétiques d'états s des particules dans un champ coulombien en 
approximation quasi classique (nr, = 0, 1, .… étant le nombre 
quantique radial). 

De la relation (6) on tire sans peine 


E,,= —mat/2h? (n, + 1}, (D) 


ce qui coïncide avec la valeur exacte obtenue avec un n, arbitraire, 
bien que la condition formelle d’applicabilité de l’expression (7) 
se détermine par l’existence de l'intervalle (4) de la variable r, 
utilisé pour le raccordement des solutions exacte et quasi classique, 
et exige comme d’habitude qu’un nr, > 1 

9.10. Le problème se résout de façon analogue au précédent. La 
solution quasi classique de l’é.Sch. pour un domaine de mouvement 
fini d’une particule classique est de la forme (comparer à l'expression 
(3) du problème précédent) 


le Sin (+ p(r)dr+), 


pt=y/ 2m (—1E1+<+). 


L’é.Sch. à des distances faibles rv € &/|E]| prend la forme 


(1) 


d?} a = 
—L—y—=0, a—2ma/h?. 
dr? + rŸ } 


Sa solution, satisfaisant à la condition limite y (0) = 0, 


+) 


x()=AVrI 1 | = 


2=V 
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se comporte EL ; ar?-" 54 de ni asymptotique 


x (r) & AV + 


L’intervalle de valeurs de la variable r 


— rY“/hsin (—— 2 art-v— ICE ++). (2} 


rNŒa/lEl, 1<V ar2-v (3) 


constitue l'intervalle de « recouvrement » (autrement dit, la région 
où sont tolérées les valeurs exactes et quasi classiques de la f.0.) 
et la comparaison de la f.o. (1) dans ce domaine 


Xac= C (rv/ah2)"/13 sin (= = V œr2-v + y) 


à la f.o. exacte (2) permet de trouver y = + 7 et d'obtenir 


4 22%) 
ainsi la condition de quantification des niveaux d'énergie (comparer 
à la déduction découlant de la formule (6) du problème précédent) : 


{ 


b a ———]—.— 
TV met )dr-a(n ++ +385). @ 


Il s'ensuit de la relation (4) que 
: V'2m Csal/Y En] 
En,=— {= CITE) ? (5) 


= [VE dr. 
0 


La condition d'applicabilité de l’expression (5) obtenue est nr, 5 1. 

9.11. Le problème se résout de façon analogue au problème 9.9. 
Le problème principal est le raccordement des solutions exacte et 
quasi classique à des petites distances. Partons de l'équation pour 
la fonction # (liée à la fo. W de la façon suivante: Vnim = 
= VimAn ur): 

h° Lys 

"ar? + 


Dans cette équation pour des r petits on peut négliger le terme 
E7, et elle prend alors la forme 


R?I (+1) 


Omri x——< 4=EY. 


| 2 1{1+1) _ 
dr® Te X——5— % = 0, a = 2ma/'h:. 
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La solution de cette équation satisfaisant à la condition x (0) — 
— 0 (voir, par exemple, [121), 


4 (r) = AVT Jar (2 Var) 


pour |” ar > 21+1 se comporte de façon asymptotique 


10) AV sin (2 ar—nl—+). (1) 


Dans l'intervalle de la variable r, défini par les conditions 


rCallEl, (2+1)€V &r, (2) 


s'appliquent aussi bien la solution exacte (1) que la représentation 
quasi classique de la f.o. 


A pri 


a (2 ( po)dr+v), (3) 


où a est le point d’arrêt gauche, et dans l’expression de p (r) on peut 
négliger le terme contenant E. Un calcul simple de l’intégrale 


+fraatiyin(s- are 
a 


x2| Gr-nVit+rD (4 


permet, en accord avec les expressions (1), (3), (4), de trouver la 
valeur du paramètre y = —xl — + x VI(L+ 1) et d'obtenir 


la condition de quantification des niveaux à moment | en approxi- 
mation quasi classique (comparer à 9.9): 


b nt 
1 R°I(1+1) 
+ | V'2m[-—1£1+# 7m J#= 
I 
=n(nm+4)-v-+. 6 
Compte tenu de la valeur de l’intégrale 


E —V(b—r)(r—a) dr=+ (a+b—2Y ab), 
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de l'expression (5), après des transformations simples, il vient 


ma? 

Ent TT 93 (n,+1+1) ? (6) 
ce qui coïncide avec la valeur exacte pour des n, et L arbitraires, 
bien que par le procédé quasi classique d'obtention de la formule (6) 
cette dernière ne soit formellement applicable que pour r, > 1. 

A propos de la règle de quantification (5) obtenue dans ce problè- 
me il est nécessaire de remarquer que cette règle diffère de la formule 
standard de Bohr-Sommerfeld (selon cette dernière on devrait subs- 
tituer x (nr, + 1/2) au second membre de (5) et le résultat obtenu 
deviendrait alors moins précis). La raison en est dans le fait que dans 
tout le domaine de r petits (0 < r & a) dans l'énergie potentielle 
efficace un rôle important (dominant pour r —+ 0) est joué par le 
potentiel centrifuge A°l (1 + 1)/2mr°; or, comme il a été établi 
dans 9.6, l’approche quasi classique n’est permise au cas de ce po- 
tentiel que pour V (1 + 1) > 1. Et, par suite, en cas de L = 1 
l’approche quasi classique est interdite, et c’est justement pour cette 
raison qu’il a fallu rechercher la solution exacte de l’é.Sch. dans 
l'intervalle de r petits. 

Cependant au cas de L 5 1 l’approche quasi classique est déjà 
permise et dès le début on aurait pu recourir à la règle de quantifica- 
tion de Bohr-Sommerfeld. En effet, dans ce cas dans l’expression 
de y on peut poser VE (1 + 1) & L + 1/2, et (5) prend la forme de 
la formule de Bohr-Sommerfeld. 

9.12. A une précision près (voir plus bas) pour résoudre le problè- 
me on peut recourir à la règle de quantification de Bohr-Sommerfeld 
VE fye—77— 

È (VE, LU (x) dx = n (nr + 1/2), (1) 

a 


en y posant nr — V — 1 (N étant le numéro d'ordre du niveau; 
rappelons qu’au premier niveau fondamental répond r = 0) et 
en faisant tendre E ,_, vers zéro. Compte tenu de la forme explicite 
de U (x), on obtient sans peine les valeurs cherchées des paramètres 
du potentiel : 


CE _ (w—1}) (2) 


En ce qui concerne la précision de la formule (2), il faut remarquer 
que la prise en compte en cette dernière dans le second membre du 
terme (—1/2) fournit une précision par excès (de même que la prise 
en compte du terme 1/2 dans le second membre de la formule (1) 
avec le calcul des niveaux énergétiques « supérieurs » E, —+ 0). 
26—01572 
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C’est lié au fait qu’en déduisant la formule (1) on a admis, comme 
on le sait, que le potentiel satisfaisait à la condition de la nature 
quasi classique de tous les x à l'exception des intervalles étroits près 
des points d’arrêt (de rebroussement). Or, dans les problèmes sem- 
blables au problème considéré les points de rebroussement pour E, — 0 


s’éloignent à l’infini (a —> —co, b —+ +), etla condition de recours 
à l’approche quasi classique n’est satisfaite que pour des valeurs 
finies de x. Dans le problème concerné la condition de recours à 
l'approche quasi classique | dk/dx | < 1 prend pour E = 0 la forme 


Iz/a| & V 2mU,a/h? = Et. (3) 


Les variations dans les conditions de raccordement des solutions 
exacte et quasi classique, comparées à celles utilisées pour la déduc- 
tion de (1), se manifestent habituellement de façon efficace en substi- 
tuant (n + y) dans le second membre de (1) à (nr + 1/2): y y dé- 
pend de l’aspect concret du potentiel, et, habituellement, y —i1 
(l'illustration nous en est donnée par les résultats des problèmes 9.2, 
9.9, 9.10, 9.11). 

Ayant dans l'esprit ce qui vient d’être dit, précisons le résultat 
(2) (vu que l'approche quasi classique suppose que r > 1 cette pré- 
cision peut sembler inutile ; cependant il n’en est pas ainsi, car avec 
un calcul correct de la valeur y le résultat quasi classique est d’une 
grande précision, même pour z — 1). Souvenons-nous qu'à la condi- 
tion d’apparition d’un nouvel (par ordre) état du s.d. de la particule 
avec l’approfondissement du puits de potentiel répond l'existence 
d’une solution de l’é.Sch. pour Æ£ — 0 qui ne croît pas quand z—+ 
—+ Ho (voir 2.18). Pour obtenir la solution de l’é.Sch. procédons 
ainsi: pour des |[z| grands on obtient la solution exacte, pour des 
x] finis, la solution quasi classique, et on raccorde les solutions. 

A des grandes distances |z| > a l'é.Sch. prend la forme 


WT + _ W=0, a—=2mU,at/h?— Ea?, 
et sa solution ne croissant pas pour z—> +o (voir, par exemple, 
[12]) 
Y=AiV Il Ji (V'a/1zl), 


ou 


2 ._ Ea 


: 2  . Va 
V= Air sin LE ay sin——. (4) 


Pour & 5 1 (c'est justement le cas qui présente de l'intérêt du 
point de vue de l’application de l’approche quasi classique) dans 
l'intervalle a € x € aë sont applicables aussi bien la solution 
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exacte (4) que la solution quasi classique qu'on représente sous la 
forme 


Mar: lon Là Louis, 


— ee sin (È—Earctg E+n) U 
mCzx(2mU af)" 1/4 sin (Ea/z+). (5) 


La comparaison de (4) et (5) fournit y, = (0. 
La solution quasi classique peut également être écrite sous la 
forme 


Var 7 Sin (x j?6) dz + ve); (6) 


en laquelle il est commode de la raccorder à la solution exacte dans 
l'intervalle a € —zx € aë; il est clair que y. = 0. 

La condition de coïncidence des solutions (5) et (6) représentant 
une même fonction est évidemment l'égalité 


_. | p(xz)dz=nN ou E=KW, (7) 
qui est justement la condition précisée cherchée de l'apparition 
d'un nouveau, un V-ième, niveau du s.d. avec l’approfondissement 
du puits. 

De l'expression (7) il s'ensuit 


2mU 0a° 
h3 


= Ni, (8) 


Il est nécessaire d'indiquer que le problème considéré admet une 
solution exacte selon laquelle 
2mU ,a? 
— 55 —— Nt—1. (9) 
La comparaison de (2), (8), (9) montre en effet que la condition 
précisée (8) s'accorde mieux avec la condition exacte que la condition 
« grossière » (2). C'est ainsi que pour V — 10 la différence entre les 
seconds membres dans (8) et (9) constitue 4 %, tandis que la diffé- 
rence entre (2) et (9) se monte à 10 %. Notons également que même 
pour V = 2, quand l'approche quasi classique est formellement 
interdite, la différence entre (8) et (9) ne constitue que 25 % (quant 
au cas de V = 1, rappelons que d’après 2.13 dans le champ considéré 


26* 
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pour toutes valeurs des paramètres il existe toujours au moins un 
état du s.d.). 

9.13. Le problème se résout de façon analogue au précédent. La 
condition d'apparition d'un nouveau, un ÂV-ième, niveau du s.d. 
(le niveau fondamental est le premier) est de la forme 


MAS EE 


le MN Ts dz 
2m CT? VIA 


9.14. Le problème se résout de façon loué au problème 9.12. 
A des grandes distances l'approche quasi classique est interdite. 
Aussi la solution quasi classique (E = 0 


c'est-à-dire U,a° — ———— = 3,72. 


Fac =- n 


3 —2mU (x) SL. {+ Ï V —2mU (x) (x) dx + ni} (1) 


x 


doit-elle être raccordée à des grandes distances à la solution exacte 
qui ne croît pas avec z—> +oo. L'’é.Sch. à des grandes distances 
(U (x) = —ax”") 


+ (a/x")W=0 (a—2ma/h?) 


possède une solution ne croissant pas pour z —> +00 (voir, par exem- 
ple, [12)) 


pays (28 « (2- o). (2) 


Avec 


a°-22 € V &/(v— 2) (3) 
la fonction (2) prend la forme 


NU EU 2Va 
sus VE CE PNR TT +4), (@ 


T 


et si à la distance satisfaisant à l'inégalité (3) le potentiel a déjà 
un Sn bent asymptotique U (x) & % —ax"*, alors dans cet 
intervalle de la variable x à côté de la solution exacte (4) figure 
également la su classique (1) qui dans ce cas prend la forme 


ee cs zŸ/à sin (ee V'2ma + zt2- V2 + 4) : (5) 


li 


Er 
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La confrontation de (4) et (5) fournit 
ÿ = —7/2 (v — 2) + x/4. 


En représentant la solution quasi classique sous la forme 


ET ny UTEG 
Ve 7 sin { + \V 2mU (x) dr +}, 


on obtient à des conditions analogues y, = y, et l’on aboutit à l’ex- 
pression cherchée (comparer à la solution du problème 9.12): 


oo 


= | V —2mU (a) dr=aN+ 2, (6) 
qui définit les valeurs des paramètres du potentiel U (x) répondant 
à la condition de l'apparition d’un nouveau, V-ième par ordre, état 
du s.d. avec l’approfondissement du puits de potentiel. 

9.145. Développons le potentiel au voisinage du point de rebrous- 
sement droit zx, en série suivant les puissances de (x — x), en 
nous limitant au terme linéaire: 


U (2) &U (x0)-+ VU (ao) EE, U (0) = E. (1) 


Le domaine d'applicahilité de ce développement est immédiat: 
x — zol ro Pour qu’on puisse utiliser les formules standard 
de raccordement des solutions quasi classiques à droite et à gauche 
du point de rebroussement, de même que la règle de Bohr-Sommerfeld, 
il est nécessaire qu’à la frontière de l'intervalle {x — xzol & Zo, 
où se justifie encore le développement (1), soit déjà satisfaite la con- 
dition d’applicabilité de l'approche quasi classique [dk/dxr| & 1. 
En posant (z — x,) =yzxo, |y| 1, on obtient sans peine 


di hi - 3/2 -1-v/2 
ES Fr [y17""" (Zo/a) (2) 

Etant donné que pour des niveaux fortement excités E, — oo, 
et, respectivement, x, —+ oo, il s'ensuit de l'expression (2) que dans 
le cas considéré v >> 0 les conditions standard de raccordement des 
f.o. quasi classiques sont réalisées. 

9.16. Désignons par E;° et E, — E + 6E, les niveaux énerge- 
tiques en approximation quasi classique dans les champs Ü, (x) 
et U (x) = U, (x) + ôU (x) respectivement. Ils se déterminent par 
la règle de quantification de Bohr-Sommerfeld. En particulier, 

b+0b 


| VEnTER +08, UE dr = ah(n+ 1/2. (9) 


a+0a 
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En développant la fonction sous le signe d'’intégrale de cette 
expression, compte tenu de la petitesse de ÔE, et ÔU (x), on obtient 
le déplacement cherché du niveau *): 


E,e+ | as, v(D=Y HIE-U (a), (À) 


Le résultat obtenu est en accord avec la formule bien connue du 
premier ordre du calcul des perturbations ÔE, = EE = V,, = 
= (ÔU),, si avec le calcul de l’élément matriciel on s’y sert de la 
forme quasi classique de la f.o. De plus, il faut avoir en vue que 
l'apport dominant à l'élément matriciel (6U),,, de même qu’à 


l'intégrale de normalisation | [9 (x)|2 dr = 4, est dû à l'inter- 


valle se trouvant entre les points de rebroussement **) (intervalle 
de mouvement fini d’une particule classique), et, par suite, on peut 
se limiter à la représentation approchée suivante de Ja f.0o. normée 
à l'unité: 


= z 
y 2 : m 14 
os eus jr@atS], a<s<b, 
ñn TT à 
0, za, zx > b, 


(à cause de l’oscillation rapide de la fonction sin [...] la grandeur 
sin? [...] dans les expressions sous le signe d’intégration de l’inté- 
grale de normalisation et de l'élément matriciel (ôU),, peut être 
remplacée par sa valeur moyenne égale à 1/2). 

9.17. Etudions une particule dans le champ U (x) = a«fx|' 
(pour v >=>0 on a aussi &« >—>0, pour v << 0, au contraire, « < 0; 
s’il n’en est pas ainsi, les états du s.d. sont toujours absents dans ce 
champ). Pour démontrer le théorème du viriel (voir 7.6) directement 
dans le cadre de l’approximation quasi classique, cherchons U,, et 
Tyn et confrontons-les. 

En calculant la valeur moyenne de U,, au n-ième état dans le 
cas quasi classique (r > 1), il faut tenir compte du fait que l’apport 
dominant dans l'élément matriciel U,,, comme dans l’ ntégrale de 


*) La variation de la partie gauche de (1) par suite de la modification 
des positions des points de rebroussement est équivalente à zéro. 

*+) Mais si ÔU(r) n’est différent de zéro qu en dehors du domaine du mou- 
vement classique de la particule à énergie correspondante E{", alors, selon (2), 
ÔE, = 0. Evidemment, il y a déplacement de niveau dans ce cas également, 
toutefois son calcul exige une étude spéciale. 
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normalisation, est dù à l'intervalle des valeurs x situé entre les 
points de rebroussement, aussi, peut-on se limiter à la forme appro- 
chée de la f.o. Y, (x), donnée dans le problème précédent, et dans 
l’intécrale qu’on obtient ainsi il faut remplacer le facteur à oscil- 
lations rapides sin? {...] par sa valeur moyenne égale à 1/2 (comparer 
à 9.16). Ainsi, 


b 
_t _4x. Va __U(z)dz 
Un = T RUE v(z) — Var J VE=UG) (1) 
(t et v (x) sont donnés dans 9.16). 
Compte tenu de la symétrie du potentiel (de sorte que a — —b 
b 
et | 2 du .) et de sa forme concrète, faisons dans (1) les 
=b 


téanstérmations suivantes : 


(le terme en dehors de l'intégrale vaut zéro, car x = b est le point 
d’arrêt, et avec l'introduction de la limite inférieure x = 0 il est 
tenu compte de ce que v >> —2, car autrement il y aurait chute de 
particules sur le centre du champ x = 0; de plus, une étude spéciale 
s'impose pour le cas d’un champ d'’attraction avec v < —1, de 
sorte que le potentiel considéré n’est « bon » que pour v >> —1). 

Compte tenu de (2) et de la règle de Bohr-Sommerfeld, il vient 


À 


De façon analogue, en utilisant l'identité T,, — (E, — U(x))», 
il vient sans peine 


b b 
_En=U(z) 1 __ a 
VS EU Q de | ptdr = (nr + 1/2). (4) 


La comparaison de (3) et (4) fournit 27,, — vUyn, ce qui est le 
contenu du théorème du viriel. 

Notons, en conclusion, que pour le potentiel considéré la règle 
de Bohr-Sommerfeld permet d'obtenir aisément le spectre énergé- 
tique de la particule (voir 9.4). 
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9.18. Comme nr >> 1, alors, généralement parlant, l’approximation 
quasi classique est applicable, et la valeur moyenne de l'énergie 
cinétique de la particule peut être représentée sous la forme (voir 
formule (4) du problème précédent) 


b 


b 
_ fn - dr dz 
Dar VC #] P (x) | V'2m(En—U (z) ( 


"3 
[ 
ge 
3 


(nous avons écrit (n + y) dans la règle de quantification au lieu de 
la valeur plus commune (7 + 1/2) suivant la règle de Bohr-Sommer- 
feld, en envisageant le cas général quand les conditions standard de 
raccordement des solutions quasi classiques au voisinage des points 
de rebroussement peuvent même être dérogées: voir, par exemple, 
9.2, 9.9 et autres). 

En notant que 


b 
9 nr 7 ô 
- | V2m(E, — U(z) dr=nh 2, 


selon (1) on obtient la big” cherchée : 


T=Tyn = + (n +) En. 


9.19. L'apport dominant à l'élément matriciel est dû à l'inter- 
valle entre les points de rebroussement, et l’on peut utiliser la forme 
approchée des f.o. normées, mentionnée dans 9.16. De plus, vu le 
supposé voisinage d'états m et nr, les valeurs des points de rebrous- 
sement et des grandeurs 7 de ces états peuvent être considérées comme 
identiques. Compte tenu de ce qui vient d'être dit, on peut sans peine 
transformer l'élément matriciel F,, en la forme 


Fnn= | Ye, dr 1 | EG) cos (+ (Pm— Pn) da’ |dz— 


T v (x) 


b C 
ME cos | + [ (pm + pa) de +5]. (1 


La fonction sous l'intégrale dans le second terme de (1) oscille rapi- 
dement, et, par suite, sa valeur est beaucoup plus petite que celle 
du premier terme et on peut la négliger. En nous servant du résultat 
connu stipulant que dans l'approche quasi classique la différence 
entre les énergies des niveaux voisins vaut Ao (voir, par exemple, 
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9.5), avec © = x/7, représentons En sous la forme E, = E, + 
+ fo (m—n). En développant en série 


=) 2m[E,+fho(m—n)—U(zx)] & p, + 5 : 


et compte tenu de ce qui a été dit plus haut, on peut écrire l’expres- 
sion (1) sous la forme 


En = | F@ cos [ w(m—n) E Ed) és. (2) 


T v(zx) 


Effectuons le changement de variable zx = zx (t), et, respective- 
ment, t — t (x), où x (t) constitue la dépendance du temps de la coor- 
donnée d'une particule classique d'énergie valant £E,, = E,, en 
posant, pour fixer les idées, que x (0) = a. Alors x (T/2) = b, où 
T = 2x est la période du mouvement fini de la particule classique. 
L'expression (2) prend la forme 

; T/2 
Fan = | F(z(t))cos{w(m—n)t]dt, 
0 
ou 


a | 


1 
mn = 7 | FE (her tete 


(à la variation de t de 0 à T correspond celle de x de a à b, et inverse- 


ment), c'est-à-dire on a l'égalité F1 = Fo=m-n: 

Pour un oscillateur zx — À cos wt, et, manifestement, ne sont 
différentes de zéro que les composantes de Fourier x, = ZT = A 2. 
Vu que l'énergie de l'oscillateur classique vaut E,, — *A2/2, les 
éléments matriciels non nuls de la coordonnée de l'oscillateur 
valent dans l’approximation quasi classique (z)»41,n = (Thn.n+1 = 


= 26H90 *) (comparer à 8.3). 
9.20. Le problème se résout de façon analogue au précédent. Il 


faut tenir compte de ce qu'avec l’action de l'opérateur p sur la 
fonction quasi classique il ne faut dériver en variable x que dans 
l'argument du sinus. Un calcul simple fournit 
; T/2 
(P*)mn = 7 | at ph(t)-| 
0 


cos{w(m—n)t], k pair, (1) 
—isin{[o(m—n)t], k impair. 


*) On a posé dans ce cas Ec1 = (E, + Eh)/2 en tenant compte de ce que 
E, = ho (n + 1/2). ” m) : 
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Vu que les signes d’impulsion affectant des temps 0 <t< T/2 
et T/2 < t < T sont opposés, les deux expressions (1) peuvent être 
ramenées à une expression : 


(Ph }mn= À | pf (8) e-tuim-nx dt, 


et, respectivement, 


T 
1 
(Fmn = (D Cr) = + | F(p())e-ivem-nx de. 
k 0 
9.21. En raison de la symétrie du potentiel U (x) les états sta- 
tionnaires de la particule possèdent une parité déterminée, de sorte 
que les f.0o. quasi classiques au sein de la barrière séparant les puits 
sont de la forme 


tt) _ = {esp (+ | Pl dx) sex (—+ | Ipl dx) }. 


Ces fonctions peuvent être récrites sous la forme 
x 
1 
(+ | lp dz) + 
—b 


+ Rexp(—+ [ pl dx)}, (1) 


D 


wy(&) ee 


C 
VIP 


où À = exp {— > — Ï | V 2m(EÆ) — U(z)) | dr} (—b étant le point 


d'arrêt droit au dois du mouvement de la particule classique dans 
le premier puits ; strictement parlant, les indices « + » se rapportant 
aux solutions paires et impaires auraient dû figurer aussi bien près 
de p (x) que près des points d’arrêt, mais on s’est abstenu de le 
faire pour ne pas surcharger les formules). 

À la f.o. (1) du domaine classique entre les points d'arrêt —a 
et —b répondent les f. De quasi classiques de la forme 
y) = É sin (+ i pdz+— +v:)= 


p(x) 


= b 
= 0 {008 va sin (+ pdz++)+ 
—b 


+ sin ya cos (+ | pdz++)}. (2) 
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C'est la forme la plus générale de la solution quasi classique; de 


plus, les constantes C, y. et E) (E!&) entrant dans l'expression de 
p (x)) se déterminent à partir de la condition de raccordement de 
cette solution à la solution de (1) au sein de la barrière séparant 
les puits et à la solution décroissante pour x — — dans l’intervalle 
classiquement interdit à gauche du point d'arrêt gauche (dans ce 
cas les conditions de raccordement des solutions dans le puits droit 
seront remplies automatiquement en vertu de la parité déterminée 
de la f.o.). La dernière des conditions de raccordement des solutions 
aboutit, comme on le sait, à la solution quasi classique de la forme 


Ve sin (+ jpae+&), (3) 


tandis que de l'identité des solutions (2) et (3) découle la condition 
de quantification 


x bd 
+ fpdstE+e( part Etyezs(n+t), 


ou 
—b 


_ | p(z)dz=n (r + +) (4) 


Pour déterminer y. il faut raccorder les solutions (1) et (2). 
Pour ce faire, étudions deux solutions particulières au sein d’un 
puits (—a << zx << —b) de la forme 


gt) — = sin n | pdr ++), 
. (5) 
YO—=—— cos( + | pdr++) x 


A la première de ces deux solutions correspond, comme on le sait, 
au sein de la barrière (x => —b) la solution quasi classique décrois- 
sante 


1 


D = _—_—_  _ __ € 
Ÿ 2V IP] 


Jiplds). (6) 


[= 
au h 
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La solution croissante au sein de la barrière correspond à la solution 
particulière 12): 


pD = exp (x j IP), z>—b (7) 


(une analyse plus détaillée de la question de forme de la f.0. {2 
au sein de la barrière est laissée au soin d’un lecteur préparé). 

Compte tenu du fait que wt{;2) sont les solutions d'une même 
é.Sch. 


À Th U (b= Et, 


on obtient sans peine que pour ces dernières 


W = 10) "1p02) == php(2) = const. (8) 

Une fois calculé (8) pour zx << —b (c'est-à-dire en se servant 

de la fonction (5)), on obtient W — —1/h; pour x > —b (compte 
tenu de (6) et (7)) W = —C./h, de sorte que 

Ca =1 (9) 


(en calculant W, il ne faut dériver en variable z que dans les argu- 
ments du sinus, du cosinus et de l’exponentielle, dont les variations 
sont plus rapides comparées à celles de | p |-!/2. facteurs figurant 
dans les fonctions quasi classiques). 

Etant donné que les f.0. (1) et (2) décrivent la même solution de 
l'é.Sch. (pour différents intervalles de x), elles constituent une même 
combinaison linéaire des f.0. #{:2), et, compte tenu des formules de 
« raccordement » (5)-(7), (9) obtenues plus haut, on trouve sans peine 
les relations 


C cos v+ = + 2CR71, C'sin y =CR, 
d’où 
tg ya = + 1,R2. (10) 


En cas de barrière complètement étanche R — 0, selon (10) 
y. —= 0 et à partir de (4) il s'ensuit que EE” = EE" = E, c'est- 
à-dire que les énergies des niveaux pair et impair sont les mêmes et 
valent ÆE;° au sein d’un puits. Pour une perméabilité finie R € 1. 
les déplacements des niveaux pair et impair AEX+) — EC) — En 
s'obtiennent aisément des relations (4) et (10) si dans le premier 
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membre de (4) on procède à un développement en série de la fonc- 
tion sous l'intégrale, compte tenu de la petitesse de AE(X) : 


| par — | V'2m [EU (2) HAE) dr 


RE  — (+) 
Z | | 2m [ED _U] dz+ | Pr 
 y'Zws-u ENERR [E 9 — mn. 
T AE) 


=nh(n ++)+T6., 


—b dz 
T-2] V/ 1-0 (0) 


—a 


est la période de mouvement fini dans un puits d’une particule clas- 
sique d'énergie E', tandis que dans l'expression y: = tg + 
on se limite à la valeur non déplacée £°’ du niveau énergétique. 
Ainsi on obtient 


AEF= TT R=TF 


b 
(—-5+Sir@ié) 4 
bd 


(wo = 2x/T);, comme il fallait s’y attendre, le niveau pair se dis- 
pose au-dessous du niveau impair correspondant. La fission cherchée 
du niveau vaut ÔE, = ET” — E. Notons que le facteur expo- 
nentiel dans (11) peut être lié au coefficient de transparence de la 
barrière séparant les puits pour les particules d'énergie Er” (voir 
problèmes du $ 2 de ce chapitre). 


9.22. Les fonctions sphériques sont des f.p. d'opérateurs É. et 
F2 et peuvent se représenter sous la forme *) 
CC en? 
Yim = Î1m (6) 2x (1) 
(on a tenu compte dans (1) de la solution du problème aux f.p. et 
aux v.p. de l’opérateur 1, ne présentant aucune difficulté). Dans ce 
cas D, _… _ L'Y rm prend la forme 


df ; m° 
au + cote 0 + [Le] f —0. (2) 


*) On obtiendra d’abord en approximation quasi classique la solution du 


problème aux f.p. etaux v.p., ensuite, on liera Yim à l'asymptotique des fonc- 
tions sphériques Yn obtenues de façon standard. 
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En passant à la nouvelle fonction x — V'sin 6 f, on obtient à par- 
tir de (2) 


+ [Le+ re EE y 0, (3) 
ce qui par sa forme coïncide avec l’é.Sch. unidimensionnelle d'une 
particule de masse u — 1/2 et À — 4; dans ce cas L? + 1/4 joue le 
rôle d'énergie Æ, tandis que U (6) — (m°? — 1/4)/sin° 6 remplit 
celui de l'énergie potentielle: la coordonnée de la particule 0 < 
< 8 < 7, et aux points 0 — 0, x la f.o. y satisfait aux conditions 
aux limites x (0) = x (x) = 0. 

On remarque aisément qu’avec m° > 1 (et L° pas trop rapproché 
de m°) pour résoudre (3) on peut recourir à l'approximation quasi 
classique (la condition m° >> 1 est nécessaire, sinon, pour m° — 1, 
l'approche quasi classique est à fortiori interdite avec 8 € 1 et 
(n — 0) € 1; comparer à 9.6), ce qui permet, pour la définition 
de Z?, de se servir de la règle de Bohr-Sommerfeld qui dans ce cas 
su la forme 


[Vr+- UE do=n(n+1/2), n=0,1,...: (4) 


” sin0 


a, b étant les points de rebroussement pour lesquels l'expression 
sous le radical s’annule. Comme L*? >> 4 et m°? > 1, on saisit aussitôt 
que les deux « 1/4 » dans l’expression sous le radical de (4) peuvent 
être négligés (leur prise en compte dans le premier membre de (är 
aurait constitué un apport à l'intégrale de l’ordre de 1/L, ca) 
V L? + 1/4 = L + 1/8 L, etc., ce qui est au-delà de la précision 
quasi classique; comparer à la valeur du second membre) et en se 
servant de la valeur de l’intégrale 


(V2 d0= Larcg VERRE | 


— m arctg CAUSE (5) 


(l'intégrale s'obtient sans peine en effectuant le changement 5 — 
— tg* 0), il vient 


(L — ml) = (nr + 1/2) (6) 
(notons que les points de rebroussement pour lesquels sin° 60 — 


— m°/L? se disposent symétriquement par rapport au point 6 — 
= 7/2). 
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Le résultat (6) obtenu peut être récrit sous la forme 
L'=(n+iIm|+1/2ÿ$ =(+1/2ÿ; 1—=0,1, ….; 1> ]|ml|. 


Bien que l'étude menée suppose que L 5 1 (et, respectivement, 
l 5 1), on indique dans l'expression (7) également les valeurs de 
L = 0, 1, ..., c'est-à-dire ? — 1 pour souligner le sens de l’entier 
l servant à la numération des v.p. L? dans l’ordre de leur croissan- 
ce *). C’est pourquoi il faut comparer la valeur quasi classique L° — 
— (1 + 14/2)? directement à la valeur exacte L (L + 1). 

En utilisant les formules générales de l’approximation quasi 
classique, on peut également obtenir la forme explicite de la fonc- 
tion % et avec cette dernière celle de 


b ——— — 


fem gps sin {| V/ Leg 2045} @) 


(la valeur de l'intégrale dans (8) est donnée plus haut, l'expression 
de frm Se rapporte à l'intervalle le plus important, celui d'entre 
les points de rebroussement). 

Ayant en pensée le fait que la valeur de l’intégrale de normali- 
sation des f.o. quasi classiques se détermine essentiellement par 
l'intervalle entre les points de rebroussement, on aboutit sans peine 
à la grandeur C de (8) à partir de la condition de normalisation 


(| Ÿrm dQ = 1): 


b 
[fiml? sin 06d8& |C}? | (L2sin? 60 — m?)-1/2 sin? {...} sin 0 d8 — 


OS À 


= IE = mie =; 
|. 2 | Lim Las 2L CE 
c'est-à-dire 

[CF = 2L/n = (2 + 1)/x 


(on a remplacé dans (9) le facteur oscillant rapidement sin*{...} 
par sa valeur moyenne égale à 1/2 et effectué le changement de va- 
riable z — cos 0). 

On invite le lecteur à rechercher par lui-même le facteur de phase 
de C = eïia|C] = eia ((21 + 1)/x)'* pour pouvoir identifier les 
expressions obtenues à l’asymptotique des fonctions sphériques défi- 


*) Ce sens de ! peut être justifié en comparant le nombre de zérus de la 
fonction frm, égal à 1 — |m| de la solution exacte et à n de la solution quasi 
classique. 
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nies de façon standard, ainsi que pour étudier les cas limites ! — 
— |m| & Imlet 15 m° pour lesquels s'avère possible la subsé- 
quente simplification des expressions obtenues. 

9.23. La phase initiale de la résolution du problème double celle 
du problème précédent (jusqu’à la formule (3) comprise). Toutefois, 
dans le cas présent, pour résoudre l’équation (3) il n’est manifeste- 
ment plus possible de recourir à l’approche quasi classique (n — 1). 

Pour résoudre cette équation dans le cas considéré (m° > 1, 
L — |m| = 1), notons que l'énergie potentielle U (8) possède un 
minimum profond pour 8 = x/2 et les f.0. des « niveaux » inférieurs 
se localisent près de ce point. Respectivement, en développant 
U (8) en série 

m°—1/4 _— m? x \2 
U(O)= rs m0 © me [1 +(8—+.) | 
et en effectuant le changement de variable x = 6 — x/2, transfor- 
mons l’équation étudiée en la forme 


d?} 
dr? 


qui est l’é.Sch. de l’oscillateur. Compte tenu de la forme connue des 
f.p. et v.p. de l’hamiltonien de l’oscillateur, il vient 


+ [L2 = m2 mr] y=0, 


An — C ( [me |/1)1/4 (2n 1)71/2 exp [ — Le ER | K 


x H(Vimt (8—5+)), (4 


L° — m° = 2|m|(n + 1/2), ou L° & (Im| + n + 1/2) 
(n° Iml), nr = 0, 1, ... 
La règle de quantification du moment obtenue s'accorde tout natu- 
rellement avec le résultat du problème précédent. 


Pour l'identification de la fonction (L = 1 + 1/2 = Im] + 
+ n + 1/2) 


avec l’asymptotique de la fonction sphérique Y ,,, le facteur de phase 
C de (1) doit être choisi égal à 
m+|\m| 


C=it(—1) 2 


Notons en conclusion que pour 1 € n° € |m]|se justifient aussi 
bien l'étude menée dans ce problème que celle dans le problème pré- 
cédent. On laisse au soin du lecteur de se convaincre par lui-même 
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de la coïncidence des résultats respectifs (voir sous ce rapport égale- 
ment 9.24). 

9.24. La phase initiale de résolution du problème répète celle 
de 9.22 (jusqu'à la formule (3) comprise). Toutefois, dans le cas pré- 
sent (pour m° — 1), même avec L >> 1, l'approche quasi classique 
est interdite pour 8ZL € 1 et (x — 6)ZL < 1. Pour résoudre ce pro- 
blème, agissons de façon suivante: cherchons à trouver la solution 
approchée en dehors des intervalles indiqués, ensuite. « raccordons »- 
la à la solution exacte dans l'intervalle des valeurs 8 proches de 
8 = 0 et 6 = 7. 

Dans l'équation 


Là n 1 —41/4 
+2 +r- EE] x = 0 (1) 


pour L > 1 et m° — 1 dans tout l'intervalle de la variable 6, excepté 
les domaines étroits de 8L < 1 et (x — 6)Z < 1, on peut négliger 
le terme [1/4 — (m° — 1/4)/sin° 6]4 et obtenir la solution sous la 
forme 


—Vsin6f= 4 sin (L8+Y). (2) 


Les valeurs L et y se déterminent à partir de la condition de raccor- 
dement (2) avec la solution exacte de l'équation (1) aux alentours 
des points 0 — 0 et 6 — x remplissant les conditions aux limites 
(x (0) = x (x) = 0). nn 

Pour 8 € 1 l'équation (1) prend pour la fonction f — y/}/ sin 6 
la forme (voir 9.22) 


p+sf+[z-#]f=0, 


et sa solution qui ne croit pas pour 6 — 0 


Î=—= = Cm (L6) (3) 


TE sin 6 


présente pour Z8 5 1 un comportement asymptotique 


feCy sin (zo- lie), (4) 


Dans l'intervalle 1/L € 8 1 se justifient les deux représen- 
tations de la solution : (2) et (4), de sorte que 


”_ 2 LA x im] 
A=CV ans V7 2 6) 


Au lieu de raccorder la solution (2) à la solution exacte aux alen- 
tours du point 60 = x il est plus simple d'agir de la sorte: tenir 


27—01572 
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compte de la symétrie de l'équation (1) par rapport au changement 
de variable 6 — 0° — x — 6 qui aboutit à la relation 


x (x — 0) = +4 (8). (6) 
Selon (2), (5), (6) on établit la règle de quantification du moment 
L—=(1+1/2ÿ, 1—=0,1,..., 1> ml (7) 


(les signes « + » et « — » dans (6) se rapportent respectivement aux 
valeurs paires et impaires de la grandeur ( — |m}|)). 

L'étude effectuée suppose que L > 1 (et, par conséquent, ? 5 1). 
Cependant, comme dans les problèmes précédents, nous indiquons 
dans (7) également les valeurs ! — 0, 1, . .., c'est-à-dire L = 1, 
pour souligner le sens de l’entier / servant à la numération des v.p. 
de Z® dans l’ordre de leur accroissement. 

Pour déterminer À (ou C) à partir de la condition de normali- 
sation 

T 


| IfFsin 6 d— 


0 


[41° d0 = 1 (8) 


(= ES | 


notons que l'apport dominant à l'intégrale (8) est dû à l'intervalle 
de la variable 6 dans lequel se justifie la représentation (2), et l’on 
obtient sans peine 


AFP = 2x, ICP = L = (2 + 1)/2. (9) 


Pour identifier les expressions obtenues aux fonctions sphériques 
établies de manière standard il faut choisir 


m+ \m| 4 21+1 
2 D * 


C=it(—1) 


9.25. Comme il est connu, la solution exacte de l’é.Sch. de l’os- 
cillateur 


{ d° 
— 9 dr? v,++ 2 P,=E;F, (1) 


(on utilise le système d'unités À — m — k — 1, £ étant l'élasticité 
de l'oscillateur ; avec & — 1) fournit ÆE, = (n + 1/2) et les f.o. 
normées 


1 
VW (2) =———— ee" *"°}H, (x). 2 
n (Z) VanIVr n (Z) (2) 
La solution de l'équation (1) en approximation quasi classique 
pour un mouvement fini d'une particule classique (T° — x*/2 << 


<< E,) est de la forme 


Prec (| ptdr + a), @) 
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p (x) = Æ (E,—+) = Wion+1— 7 


(on a tenu compte du fait que le résultat quasi classique de E, coïn- 
cide avec le résultat exact, voir 9.1). 

Vu que les f.p. possèdent une parité déterminée valant (—1}", 
la grandeur & de (3) peut être choisie égale à &« — —nn/2. 

Pour normer la f.o., la valeur de C dans (3) doit être prise égale 


à C = V 2/n (avec la normalisation de la f.o. il faut considérer que 
l'apport dominant à l'intégrale de normalisation WW, dr = 1 


est dû à l'intervalle de mouvement fini d’une particule classique et 
vu la rapide oscillation du facteur cos* (. . .) on peut lui substituer 
la valeur moyenne égale à 1/2; comparer à 9.16). 

Compte tenu de ce qui vient d’être dit, écrivons (3) sous la forme 


Æ C5 — an 
LS = —————_—__—— COS 2n+1— 1 dr — — . 4 
OV vVartr (] V r). 4 
La confrontation de (2) et (4) donne 
OR VERT up a — 
2 Corn eos (| VAR FT dr €), 


0 
(5) 
où C — +1 doit être encore défini. 
L'expression (5), vraie pour nr > 14 (et pour Ix| < V?n + 1, 
zx ne devant pas se rapprocher trop près des points d'arrêt + 2n + 1), 
constitue l’asymptotique des polynômes d’'Hermite. Si x est fixé 


et n —+ oo, alors (5) peut être simplifié en négligeant 2° dans les 
expressions sous le radical et il vient 


CV2Iinl en 
H, (2) me CREER es Pos (Vn+ Te). (6) 


Enfin, compte tenu de la formule de Stirling 


n\ Æ&V2n n'en, 
ñn+0 


on obtient l'expression asymptotique cherchée : 


in+i n n x? _ 
9 D. 9 9 D. , n 
H,(x)=2 ? n’e ’e°? cos(Vnr1z-+) 


ni — 00 A 


21% 
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(on a posé € — +1. comme cela découle de la confrontation de (6) 
pour des x petits, rx — 0, avec les valeurs connues H,(0) et H,(0)). 

9.26. Une intégration élémentaire dans l'expression bien connuc 
du coefficient de transparence (du coefficient de pénétration) eu 
approximation quasi classique fournit 


Dæexp[ 2 | |pl dz |=exp [2 vs | Vars |- 


X1 _ 


72m | a ———— 
=exp[- y = Vo— E) |, r—aVi—EU, (1) 


(zx: = —z, =72%, étant les coordonnées des points de rebroussement). 

Pour justifier le résultat (1) obtenu il faut respecter deux con- 
ditions : 

4) |dx(z)/dx| € 1 dans tout l'intervalle de la variable x, à 
l'exception des tronçons étroits contigus directement aux points de 
rebroussement ; 

2) les écartements Azx,,, =(x — x,,.) des points de rebrousse- 
ment, où les conditions d’applicabilité de l'approche quasi classique 
sont déjà remplies [dk/dx| 1, doivent être tels qu’on puisse alors 
se limiter au développement linéaire de l'énergie potentielle 


U (x) ÆU (21,2) + U" (mi, 2) Ati,» (2) 


(avec l'accroissement subséquent de |Az,,,| il n'est évidemment 
plus exigé que la condition (2) soit remplie). 

Dans le problème considéré pour {r| >a il vient [dk/dr| = 
=0 <1. Pour |r| <a 


+ — AU 17] ” R|rla (3) 
dz V/2m a? |E —L' (x)|°/2 VmUo 1x —7r3l°/° d 
et au cas où 

VD ae >» 1 (4) 


l'expression (3) est beaucoup plus petite que l'unité pour toutes les 
valeurs de x à l'exception des tronçons étroits aux alentours des 
points de rebroussement ; la largeur de l'intervalle d'interdiction 
de l'approche quasi classique vaut en ordre de grandeur 


k2Pa1/3 1 


Az — [TZ — Zi, | et mi/S U{/6 (Uo —E)US 


(5) 


(pour obtenir cette estimation de Az dans l'expression (3) il faut 
poser rlæz et —m|ælr— 2,2 (x —z:) X 
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X (zx + 2z1:)]l & 2470). L'applicabilité de l'approche quasi clas- 
sique exige que soit remplie l'inégalité évidente 


(Uo—E)a Vm 
à VU 


(dans le cas contraire, dans l'intervalle entre les points de rebrous- 
sement |r| << zx, les conditions d'’applicabilité de l’approche quasi 
classique ne sont pas remplies quelles que soient les valeurs de x). 
La condition (6) fournit, selon (1), D € 1, ce qui, comme onle sait, 
est la condition nécessaire (mais non pas suffisante) d’applicabilité 
de l’approche quasi classique. 

La condition (6) constitue la première des conditions d’applica- 
bilité de l’approche quasi classique posée plus haut. On se convainc 
sans peine que dans le problème concerné elle est presque équiva- 
lente (voir plus bas) à la seconde des conditions posées imposant 
des restrictions au comportement du potentiel aux alentours des 
points de rebroussement. La différence entre ces conditions ne se 
manifeste que pour des particules lentes, quand les points de rebrous- 
sement se rapprochent des valeurs +a. Le développement (2) du 
potentiel n’est immédiat que pour rx| <a (pour Î{r| >a, 
U (x) =0), de sorte que |Ax, ,| < a — x,. Comme la grandeur 
(a — x,) doit être beaucoup plus grande que l'intervalle d'inter- 
diction de l’approche quasi classique (5), on a 
AUS : 
Fais * (7) 


ÂAr<Zïo Ou > 1 (6) 


Az&<a—z, ou ES 


Les conditions (4), (6), (7) définissent les bornes d'applicabilité 
de l'expression (1). 

Notons que la non-applicabilité du résultat quasi classique (1) 
pour D(E) se manifeste dans le problème concerné pour Æ£ — 0 
en ce que, selon (1), D(E = 0) prend une valeur, bien que petite, 
mais finie quand même, tandis que pour une barrière de forme arbi- 
traire on a l'égalité exacte D(E = 0) = 0. 

9.27. La formule standard pour le coefficient de transparence 
de la barrière en approximation quasi classique 


Xo 
— exp [+ | Vim(O,—E—Uzla)dz| (1) 
0 
n'est pas applicable directement dans le problème étudié, car aux 


alentours du point de rebroussement gauche x = 0 les conditions 
de raccordement des solutions quasi classiques utilisées avec la 
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déduction de (1) sont perturbées (ces conditions sont données au 
problème précédent). Néanmoins la formule (1) peut être utilisée 
dans le but) d'estimation du coefficient de transparence. Une inté- 
gration élémentaire donne 


D — exp [4e 2e (Uo— EPA |. (2) 


SU hi 


L'expression (2) ne détermine le coefficient de transparence que 
suivant l’ordre de grandeur (ou, comme on dit, au facteur préexpo- 
nentiel près qui, pour Æ£ = U,, est une grandeur de l’ordre de l'unité ; 
il faut, toutefois, considérer que pour Æ —- 0 ce facteur s’annule, 
voir 9.32). Mais quand sous le signe de l’exponentielle se trouve dans 
cette expression un nombre négatif grand en valeur, la formule (2) 
traduit de façon correcte l’essentiel : la petitesse exponentielle du 
coefficient de transparence. 

9.28. Selon la formule du coefficient de transparence de la barrière 
après des intégrations élémentaires, il vient 


Dexp[ 2 | [pl dz | _ 


= EXP {—V2mE( / 1 arctg V1]. 


9.29. Dans l'expression 


D=exp[ —2 | Pl dz | =. 


: 2 V?mE | 
— EXP {— | pu A CCNY — 1 dr} (1) 
par changement de variable 


sh(z/a)=xsint, %x =VU,'E— 1, 


l'intégrale est ramenée à la forme 


7/2 


2 cos®tdt À 1 2 1) 'éce 
2a4 | TLxemer 1 (V1 + 3x2 — 1) = aa | F 

0 
et le coefficient de transparence s'avère égal à 


D(E) & exp {— 2m (VU, —VE)}. (2) 
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La condition d'applicabilité de l'expression (2) suppose que 
D & 1 (plus précisément, il faut que le module de l'indice de l’expo- 
nentielle soit grand), c’est-à-dire 


27a 


= V2mQVU,—VE)>1. (3) 


De plus, il y a aussi une restriction à l'énergie de la particule E, 
car pour Æ£ —+ O aux alentours des points de rebroussement les con- 
ditions standard de raccordement des solutions quasi classiques sont 
rompues, ces dernières se basant sur l’approximation linéaire du 
potentiel et aboutissant à l’expression (1) de la transparence de la 
barrière (comparer à 9.26). Un lecteur consciencieux obtiendra sans 
peine que la restriction mentionnée est de la forme 


VE DV f£/ma:. (4) 


On remarque aisément qu'avec le remplissement des conditions 
(3) et (4) l'expression quasi classique (2) des coefficients de transpa- 
rence coïncide avec la valeur exacte trouvée dans 2.52. 

9.30. L'intégrale dans l'indice de l’'exponentielle de l'expression 
de D(E) se transforme par changement de variable x — a sh t en la 
forme (sh t, = VUE — 1 —=b"!) 


Xe { 


| pl dx =20 VimUs—E) | V’1— TE Shtdt. (4) 
Xi: 0 


L'intégrale dans l'expression (1) est une intégrale elliptique de 
second ordre. Pour E € U, cette intégrale se calcule sans peine de 
façon approchée si l’on tient compte que dans ce cas l’expression 
sous le radical vaut l’unité sur tout l’intervalle d'intégration excepté 
le secteur étroit proche de la limite supérieure d'intégration, pour 
lequel sh t >> 1, et l’on peut poser sh° t & e*‘/4 (et ceci dans tout 
l'intervalle d'intégration!), de sorte que l'intégrale prend la forme 


| V 1—bsh?t dt # Î VÆ —+ e2t dt. (2) 
0 0 


Par changement de variable (b/2) et — sin z l’intégrale (2) se cal- 
cule sans peine et s’avère égale à (b& 1) 


—4+1n[4V UE]. (3) 
Donc, 


2 a VEmUs ñ PRE 
D(E) = (E/G6U,)? exp (+ a V2mU,). (4) 
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Les conditions d’applicabilité du résultat obtenu sont 


+ V2mU, 31, E< _ rs (5) 


m 9 


dont la première garantit l’application de l’approche quasi classi- 
que. La seconde des conditions (5) remplace la condition E£ € U, 
utilisée avec le calcul de l'intégrale de l’expression (1). Cette subs- 
titution trouve sa raison dans le fait que dans le calcul approché 
de la grandeur f de la forme f — eA, quand À est calculé de façon 
approximative, pour satisfaire à la condition fé/fanp Æ 1: il faut 
que [Aex — Aappl & 1 (et non simplement 4../4,pp & 1, et 
cette particularité doit être prise en compte au cas de |A] ÿ 1). 
Un lecteur attentif peut se convaincre sans peine que la seconde des 
conditions (5) (et non pas la condition E € U,) justifie la valeur 
obtenue du coefficient de transparence. 

9.31. Le problème peut être résolu de façon analogue à la manière 
par laquelle a été obtenue la formule du coefficient de transparence 


en approximation quasi classique D = exp [+1 [p| dx | : 


En posant, pour fixer les idées, que les particules bombardant 
la barrière se meuvent de gauche vers la droite, représentons la f.o. 


à droite du point de rebroussement b sous la forme (Ü (x) < E) 
x 
C | i if 
FO (r jpas-T). (1) 


La f.o. correspondant à (1) au sein de la barrière 0 < x << b 
(Ü (x) > E) est de la forme 


b 
Y()= ——— exp [+ |pldz | (2) 


(dans l’expression (2) on a négligé, comme d'habitude, le terme qui 
diminue exponentiellement en profondeur du domaine x << b). 
Soulignons que la f.o. au sein de la barrière dans les conditions du 
problème concerné est de la forme (2) jusqu'à x = 0 compris (point 
de rebroussement gauche). 

Pour x << 0 la f.o. est de la forme (4 = VW 2mE/f®) 


Y (x) = 7 (eikx L Aerikx) (3) 


(de sorte que le coefficient de pénétration vaut D = [C{|*). 
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En raccordant les f.o. (2) et (3) au point rx = 0 (en utilisant 
la continuité de la f.o. et de sa dérivée), il vient 


1 iC ik 
—— ({ = ——— )1-1/2 —(Ll— A 
Ve CAE rer 0 y 


| —————— | 
RiCVTPUO) +—D;"?, (4) 


Lp(0)1 = V 2m (Ÿ (0) — E) = V 3m (Us —E), 


b 


D, = exp (—+ | |p| dx). 
0 


Selon (4) on obtient sans peine la valeur C: 


c="2VlrOIRE pi 


| p(O)| — iñik 0 


et avec elle le coefficient de transparence de la barrière: 
b 
__ VE(Uo—E) _y VEU—E) …. 2 | | 
D= Dog, — ep TK | |p| dx } . 
(0 
Le facteur préexponentiel dans cette expression pour £ = U,, 
est de l’ordre de l'unité, mais pour £ —+ 0 il devient nul. 
9.32. En s'appuyant sur les résultats des problèmes 9.27 et 9.34: 
on peut considérer que le coefficient de transparence de la barrière 
en approximation quasi classique est manifestement égal à 


_ VE(Uo—E) … 4a } 2m ,r: 2 | 
DCE) = 4 ET exp | — TT (U— EX |. (1} 
La condition d’applicabilité de l'expression (1) est la satisfaction 

de l'inégalité 

4a V2m _K\3/2 9 
50, Vo Eÿ#2 5 1. (2): 
On remarque sans peine que la valeur exacte du coefficient de- 
transparence de la barrière considérée, trouvée dans 2.53, coïncide,. 
si la condition (2).est remplie, avec l’expression quasi classique (1). 
9.33. On se convainc aisément (de façon absolument analogue 
au procédé utilisé pour la résolution du problème 9.15) que pour 
v<2et E — 0 à de grandes distances x, auxquelles le potentiel: 
a un comportement asymptotique U = |x|”", les conditions d’ap- 
plicabilité de l’approche quasi classique sont remplies ; de plus, en: 
raccordant dans ce cas les f.o. quasi classiques aux alentours des: 
points de rebroussement on peut se limiter à l’approximation linéaire: 
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du potentiel. D'autre part, si les conditions d’applicabilité de l’ap- 
proche quasi classique sont également remplies pour les valeurs fina- 
les de x, alors pour v << 2 et £ — 0 le coefficient de transparence de 
la barrière est défini au moyen de l'expression quasi classique ordi- 
naire 


p=esf —2 | VU Es]. 


L'intégrale dans cette expression diverge pour Æ£ — 0 à des gran- 
des distances |r|. La partie divergeante de cette intégrale se calcule 
aisément. C'est ainsi qu’à la limite supérieure de l'intégration (au 
voisinage du point de rebroussement droit), on a 
Xe (E) | 


V 2m la,/2Y—E] dx= V 2mat/VE CNE | t-V2 VA tdt= 


« Ps 
a— {) 


= V2maiE CC, 


{a étant la distance à partir de laquelle le potentiel a déjà une forme 
asymptotique pour |x| + æ; en calculant l'intégrale, on a procédé 
au changement de variable t — x/x, (E) = x-(Ela;)"/"*). De façon 
analogue se calcule la partie divergeante à la limite inférieure de 


1! 


l'intégration | pl dx. 


L'apport de l'intervalle d'intégration —a << x << a pour E +0 
‘est fini. Donc, 


*s 
2 i ——— COTE . . 
+ | toi dx REV IMC ETES (as + a) 


X: 


‘et. respectivement, (pour £ — 0) 
D(E) c exp | _— + V'2mC ETES (a+ ai) | —+ 0 


(voir la remarque concernant la précision de l’expression de la forme 
eA dans le calcul approché de la grandeur À, faite lors de la 
résolution du problème 9.30). 

Pour v > 2 l’expression quasi classique de D(E) avec E — 0 
n’est plus applicable, car avec le raccordement des solutions quasi 
classiques aux alentours des points d’arrêt on ne peut plus se limiter 
au développement linéaire du potentiel. L'approche quasi classique 
aboutit à une valeur du coefficient de transparence D(E =0) non nulle, 
tandis que sa valeur exacte est égale à zéro. 
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Au cas de v — 2 l'expression quasi classique de D(E) pour E — 0 
ne s’applique qu’à la condition que ma, ,/hk° 5 1. La dépendance 
énergétique du coefficient de transparence est alors fixée par le résul- 
tat du problème 9.30. ù 

9.34. Le problème peut être résolu de lx façon suivante: les f.o. 
quasi classiques à droite et à gauche du point d'arrêt x, sont raccor- 
dées à l’aide de la solution exacte de l’é.Sch. aux alentours de ce 
point. 

En posant, pour fixer les idées, que les particules bombardant 
la barrière se meuvent de gauche à droite, on a dans l'intervalle 
quasi classique la f.o. qui est pour x > x, de la forme 


= exp (+ J'pae). (1). 


Pour x << ro (dans l'intervalle quasi classique) cette fonction 
est de la forme 


1 ; i F i C 
Y (x) — 7 {exp(- | pa z)+Bexp(— + pdz )} (2) 
(de sorte que le coefficient de transparence vaut D — |C|*; R = 
= |B[°). 


La solution de l’é.Sch. aux alentours du point x, 
Yta(z—z) V=0, a=—mU"(x)/h>0, (3) 


se présente sous la forme (voir [12]) 


Va (CH (LE (2202) + CH (LE (zx) )}, 
(4) 


où HU, est la fonction de Hankel. Compte tenu de l’asymptotique 
de ces fonctions 


He D &/Lexp{+i(:—#)}, z > 1, (9) 


on note que dans l'intervalle de z — ie (z — x0)* > 1 se justifient 


aussi bien les solutions exacte (4) que . classique (1) (on admet 
dans ce cas qu'il existe des valeurs de z > 1 telles pour lesquelles 


le potentiel est encore de la forme U & U, + Lol (x — 20}, 
et cette condition définit l’applicabilité du résultat qu’on obtient 
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plus bas pour D). Comme on a dans ce cas p= Va k — x} 


la comparaison de (4), (4), (5) donne C, = 0, C1 = ie T'esnisC, 
et la solution exacte (4) de l’é.Sch. (3) prend la forme 


V= CV H (LE (20°). 6) 


En se servant de la solution de l’équation (3) sous la forme (6) 
(ou (4)), il faut être attentif avec le passage des valeurs (r — x,) > 0 
aux valeurs (x — x) << 0, car dans la fonction de Hankel H(;,° (z) 
le point z = 0 est un point singulier, le point de ramification. Dans 
le problème considéré pour (rx — xs)  O la phase de l’argument 


— = (zx — x,)° de la fonction de Hankel dans l'expression (6) 


vaut 2x (la phase (x — xs) << 0 vaut x) et sous cette forme l’analyse 
de la solution (6) est incommode. On doit l’exprimer sous forme de 
fonctions cylindriques correspondantes de la variable à phase nulle. 
On y aboutit sans peine en écrivant (6) au moyen des fonctions de 
Bessel : 


F=cC, Vr-x {(1+ à) Jin (2) — y 2 i_17, (2)}. (1) 
Comme les fonctions de Bessel J, (z) sont de la forme 
J,(2)=2"f(&), (8) 
où f(z°) n’est plus singulière pour z = 0, alors, selon (8), il vient 
Jin(et]zl) = if (121), Jun (et 12l)= — iJ 17, (121) 


(Izl a par définition une phase nulle). 
Ainsi la solution (6) de l’é.Sch. pour (x — x,) << 0 est préférable 
d’écrire sous la forme (dans ce cas Wz — x9 = i V Ir — xl) 


FW=CVIz — Zol {—(1+i) Jin(1z1)— V2 iT 47, (121)}- (9) 
Profitant de l’asymptotique de la fonction de Bessel (larg z| < 


< a) 
ne Er Av  , 
J, (2) = V/ £sin (2-5 +25 z }; 
écrivons (9) pour {z| > 1 sous la forme 


nf x ie 
L'ET V2 Iz—zol lan Plane ë de (10) 


D'autre part, pour (x — xs) < 0 et z = ve (zx — 2x0) > 1 la 
solution quasi classique (2) est de la forme (on se que dans ce cas il 
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est possibie de se limiter au développement _ U (zx) = U (xs) + 
LILU" (ro) (x — 10), de sorte que p = # Va (xs — x)) 


Penn dat Ps SR paf SET 
(11) 


L'intervalle considéré des valeurs de x est le domaine de recouvre- 
ment des solutions exacte (10) et quasi classique (11), ce qui permet 
d'obtenir la valeur B — —i; 2 et avec elle le coefficient de ré- 
flexion À = |B[° — 1/2. Donc dans les conditions du problème étudié 


D (Es = U (xo)) = R (Es) = 1/2. 


CHAPITRE 10 
IDENTITÉ DES PARTICULES 


10.1. Soient + s, +) les fonctions de spin normées de différentes 


particules à valeur donnée s,:; S, = —s, —s + 1, . .., s. Les fonc- 
tions de spin du système (non symétrisées en spins) sont de la forme 
X = {155 Les combinaisons suivantes de ces fonctions: 
#3, 15! 
a) XD = Annie (1) 
- 1,02 + (D. (2) ' 
b) XL = — V3 (UP + ses, (2) 
-(- 1).,(2 1). (2 e 
C) XD = Æ {xf x: ?) Pix, S, F S2, (3) 


normées à l'unité, possèdent manifestement une symétrie déter- 
minée par rapport à la permutation des variables de spin (X(* — 
fonctions symétriques, X(7) — fonctions antisymétriques). Le nom- 
bre de fonctions indépendantes du type a) est (2s + 1), de types b) 


*) En représentation s, ces fonctions sont de la forme %,, = Os, 7 OÙ 
o est une variable de la représentation s, (ne pas la confondre avec la v.p. s,) 


parcourant les valeurs —s, —s<+ 1, ..., s. Respectivement, %3. = is, 
Ox étant la variable de spin de la 1-ière articule: etc. 
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et c) est manifestement égal à Co?,, = (2s + 1) 25/21 — s (25 + 1). 
Respectivement, le nombre total d'états symétriques est (s + 1) X 
X (2s + 1), d'états antisymétriques s (2s + 1) (tandis que le nom- 
bre total de tous les états, comme il se doit, vaut (2s + 1)°). 

Les fonctions présentées (1)-(3) ne répondent pas, en général, 
à une valeur déterminée S du spin total des particules. Toutefois, 
en se basant sur le résultat obtenu dans le problème 3.39, on peut 


affirmer que les états avec S — 25, 2s — 2, 2s — 4, ... sont symé- 
triques et avec S = 2s — 1, 25 — 3, ... antisymétriques dans les 
spins. 


10.2. Au cas def, = f: = f la partie spatiale de la f.o. du système 
D = æ;(r,) p,; (r.) est symétrique par rapport à la permutation des 
coordonnées r,.., des particules. En outre, en accord avec la nature 
connue de la symétrie de la f.o. par rapport à la permutation des 
variables (d'espace et de spin) de deux particules identiques, la 
partie de spin de la f.o. doit être symétrique pour les bosons et anti- 
symétrique pour les fermions. Ces fonctions de spin indépendantes 
et leur nombre ont été définis dans le problème précédent. Les f.o. 
d’états possibles (indépendants) sont de la forme 


(+) e(— 
LE bos = D (ri, r2) X 561 Po ferm— D (rs, re) Xe, 


quant à leur nombre, il est égal à (s + 1) (2s + 1) pour les bosons 
(s étant un entier) et s (2s + 1) pour les fermions (s étant un demi- 
entier); voir 10.1. 

Au cas de f, # f, les f.o. spatiales de la forme 


+) (Ty, lo) = 7 {P,, (ri) P,, (re) + P}, (rs) P;, (r2)} 


présentent une certaine symétrie par rapport à la permutation des 
coordonnées de particules (la f.o. à l'indice « + » est symétrique, 
a l’indice « — » antisymétrique) et leur combinaison aux fonctions 
de spin X(+) fournit les f.o. d'états cherchés: 


Ya pos. 1 = D'XÉ a bos. 2 = D XS. 9, 
+ 
Ps ferm, 1, — DYXSS, YF fers 2 — = D 'XS 2 


dont le nombre vaut (2s + 1)° (aussi bien pour les bosons que les 
fermions). 

Notons que le problème des f.o. d'états possibles du système de 
deux particules identiques peut être résolu autrement (et de manière 
plus générale), ce qui sera fait au problème suivant. 

10.3. Le spin pris en compte, les f.o. d'états uniparticulaires 
possibles figurant dans le problème se représentent sous la forme 
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Pris = Vs, (nr) Xe, 9 OÙ La, est la fonction de spin de la particule: 
répondant à une projection déterminée du spin s, (l'indice à de s, ; 
souligne que pour les états orbitaux différents la projection du spin 
présente des valeurs déterminées). L'état du système de particules: 
identiques se fixe par l'indication de leur répartition en états uni- 
particulaires. Dans les conditions du problème, la fixation de »# 
valeurs s. ; définit de façon univoque 7 états uniparticulaires diffé- 
rents 


p,.. ‘2,1? ÿ,.. “2,27 777? LE BE sn (1): 


(ces états sont différents, car les valeurs /; le sont aussi) dont chacun: 
possède une particule. 

Toute variation de la collection de valeurs s. ; en s: ; conduit. 
à l’apparition d’un nouvel ensemble d'états uniparticulaires 


Ps Prostate Pin (2) 


et, respectivement, d’un nouvel état du système dans son ensemble. 
(il est important de noter dans ce cas que tous les jf; sont différents ; 
si, par exemple, f, = f:, alors, en changeant les valeurs de s. ; 
pour effectuer la permutation de s., et s. ., on n’aboutirait pas: 
à une nouvelle collection d'états uniparticulaires). Etant donné que: 
chaque s. ; prend 2s + 1 valeurs, le nombre total de collections: 
différentes d'états uniparticulaires (du type (1), (2)) vaut (2s + 1}", 
ce qui confirme l’assertion du problème. 

La forme concrète des f.o. d'états considérés du système dans son: 
ensemble s'obtient d’une façon standard : par symetrisation du pro- 
duit de f.o. uniparticulaires (1) au cas de bosons et par antisymétri- 
sation au cas de fermions. 

10.4. La forme des f.o. est régie par la coïncidence ou la non- 
coïncidence d'états uniparticulaires occupés. Il faut distinguer 
trois cas. 

a) Les trois particules se trouvent dans un mème état: f, = f, — 


— f3 = f. Normée à l'unité, la fonction W du système est de la: 
forme 


ÿ = Ÿ, (&1) Ÿ, (E2) Ÿ, (E). 


b) Deux des trois états occupés coïncident entre eux (par exem- 
ple. pour fixer les idées, f, 5 f: = fs). Alors 


Va, En, E) v,, ED +0, ED v, E Ÿ, Es) + 
++, E) +, E)v, Es}. 4) 


La forme de l'expression entre accolades se définit par la symétrie- 
de la f.o. par rapport à la permutation des variables E de toutes: 
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deux particules. Le coefficient numérique 1/V/3 est choisi sur la 
‘base de la normalisation de Y à l’unité: [ [WI dE, dé, dës = 1 


(l'intégration en £ incluant la sommation en variable de spin); 
avec le calcul de l’intégrale de normalisation, des neuf termes de 
{Ÿ{° l'apport non nul n’est dû qu’à trois termes, à cause de la con- 
dition d'’orthogonalité des f.o. uniparticulaires : 


| 47, @ 4, © dé= ôn. 


c) Les trois états occupés sont différents: f, # fo Æ fs fs. 
Dans ce cas 


= = o, E), eo) +, Ga) +, En) ,, @) +, En + 


++, E) +, @) 4, Es) + b, En) +, Ex) vb, Es) + 
++, E) 4, E) +, Es) +, En) +, &) vb, Es}. (2) 


La forme des f.o. (2) se détermine sur la base des raisonnements faits 
‘dans le cas précédent. 

10.5. Les états uniparticulaires se décrivent par les f.o. de la 
forme Ÿ,. — p(r)Xs. , OÙ Xs. est une fonction de spin correspon- 


dant à une valeur déterminée s, = 0, +1 de la projection du spin. 
Si les bosons n'étaient pas identiques, les états indépendants du 
système seraient décrits par les f.o. 


F=ç(r1) (r2) p (rs) si Xe se (1) 


dont le nombre est 3 X 3 X 3 = 27. 

Les f.o. d’un système de bosons identiques constituent des com- 
binaisons de la f.0. (1), symétriques par rapport à la permutation des 
variables de deux particules quelconques (dans le problème concerné 
il s’agit en fait de la permutation des variables de spin, vu que la 
partie spatiale des f.o. est symétrique). En fixant les valeurs con- 
crêtes s, , dans (1) et en effectuant la symétrisation de la f.o. cor- 
respondante, on obtient sans peine la forme des f.o. indépendantes 
du système considéré. Ainsi pour la collection de valeurs s. , = 
= $,,»9 = S:,3 = 1, il vient 

(1),,(2) (3) 


Visa pri) (Tr) @ (rs) Xi Xi X 


1 1\ /1 
soeurs) fo fo : 
0/, \0/,\0/3. 
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pour la collection s, 1=5,.2—1, S,,3—=0 


1 ‘ (2) ) ) ),,(J3) 1, 1DDar(d) 
Piso=o(n)0(r)9 (rs) Wake LORD LE EX LUI 


s{(e) (2) 
—=p(r,)p(r2) q (rs) —= 0 0 41 + 
ar ( (b) 
1 0 1 ‘0: 1 1 
TELE) 
0/7, \0/, \0/: 0/, \0/, \0/;: 


Ecrivons de même toutes les autres collections de valeurs (s, ;, 
S.. a Sz. 3) engendrant les états indépendants du système: (1, 1, — 
(1, 0, 0), (1, 0, —1), (1, —1, —1), (0, O, 0), (0, O, —1), (O, er 
—1), (—1, —1, —1) (les collections de valeurs (s,,, S.+, S2 3) 
ne se différant que par une permutation des nombres s, , n’engen- 
drent pas de nouveaux états du système). Le nombre total d'états 
indépendants du système vaut 10. Notons que parmi ces 10 états du 
système 7 états correspondent à la valeur S — 3 du spin total du 
système, tandis que les 3 autres correspondent à S = 1 (voir 10.7). 

10.6. Le problème est analogue au précédent. Les états unipar- 
ticulaires sont décrits par les f.o. Ÿ, = /f(r) Yin (n) Vin sont des 
fonctions sphériques). Si les bosons n'étaient pas identiques, les 


états indépendants du système auraient été décrits par les f.o. (m, = 
= 0, +1) 


W=f(r) f (re) Î{ (rs) Yim (ni) Y'im, (M2) Y'im, (3); (1) 


dont le nombre est 3 X 3 X 3 = 27. 

Pour obtenir les f.o. d'un système de bosons identiques, il faut 
assimiler les grandeurs m,, m,, m, de l'expression (1) non pas aux 
nombres quantiques des particules isolées (respectivement, 1, 2, 3) 
mais à des nombres quantiques d'états occupés par les particules 
et procéder à la symétrisation de cette expression. Le no nbre d'états 
différents du système est égal dans ce cas aux nombres de différentes 
collections des nombres quantiques (m,, m2, m3) qui ne se ramènent 
pas à une permutation mutuelle des nombres m,. 

Ces collections sont de la forme: (1, 1, 1), (1, 1, O}), (1, 14, —1), 
(1, O, O), (1, 0, —1), (1, —1, —1), (0. O, O), (0, O, —1), (0, — 
—1), (—1, —1, —1); respectivement, le nombre d'états indépen- 
dants du système vaut 10. 

10.7. Donnons-en deux démonstrations. 

a) Etudions les valeurs possibles L du moment total (manifeste- 
ment, L 3). L'état à m, = m: = m3 = 1 répond à L, = 3, 
et, par suite, la valeur L — 3 est la valeur possible du moment du 
28—01572 


? 


# 
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système. En vertu du problème précédent, il n'y a qu'un seul état 
du système avec Z. — 2 qui réponde à la collection des nombres quan- 
tiques (1, 1, 0). Cet état correspond à la valeur L = 3 (pour L = 3 
on a un état à L, — 2). Donc il n’y a pas dans le système d'états 
à L = 2. Les états à L. — 1 sont au nombre de deux: (1, 1, —1), 
(1, 0, 0). L'existence d’un état à L. — 1 est due à la valeur L = 3. 
L'apparition d’un second état indépendant à L, — 1 ne peut s’expli- 
quer que par l'existence d'états à L — 1. Sept états indépendants 
à L — 3 et trois à L — 1 épuisent tous les dix états du système, de 
sorte que les états à Z — 0 n'existent également pas. 

b) Une démonstration plus élégante qui s'appuie sur le formalisme 
tensoriel a été formulée dans Îles problèmes du $ 4 du chapitre 3. 

Les f.o. de trois états indépendants d'une particule à { — 1 
peuvent être choisies sous la forme (x; étant les composantes de r) 


5 = Ti (r). 


Respectivement, pour un système de trois particules à !{ — 1 on 
a les f.o. d’états indépendants de la forme 


Vin Zyitoktarf (ri) 1 (re) 1 (T3). (1) 


La f.o. d’état à L — 0 est un scalaire (ne varie pas dans la rota- 
tion). À partir de la f.o. (1) on ne peut former qu'une seule fonction 
scalaire (pour être plus précis, une fonction pseudo-scalaire) 


Vino = (ri lrors]) f (71) f (re) Î (ra). (2) 


Cette fonction au cours de la permutation de coordonnées des deux 
particules change de signe et, par suite, ne peut décrire l’état d’un 
système de trois bosons identiques à spin s = (0. 

10.8. Si les particules étaient discernables, l'expression 

du=]Y(r,, r)]2dV, dv, 


déterminerait la probabilité de présence de la première particule 
dans le volume dV, et de la seconde dans le volume dV,. Mais vu 
l'indiscernabilité des particules il n’y a lieu de parler que de la pro- 
babilité de présence d'une particule (de la première ou de la seconde) 
au sein de dV, et, respectivement, de l’autre dans le volume dV,, 
de sorte que la probabilité cherchée est 


dw=|Y(r,, r)[2d4V,dV,+1Y(r, r,)|? dvd, = 
=21|#(rs, r)/2dV;dV,. (1) 
Pour une fonction d'onde normée | 


Ï LG re)? dV av, = (2) 
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(l'intégration en coordonnées r,, s'effectue suivant tout l’espace) 
la distribution des probabilités (1) est également normée à l'unité. 


En effet, avec la détermination de la probabilité totale | dw à l’aide 


de (1) cette expression doit être intégrée en coordonnées r,., sur tout 
l'espace et le résultat obtenu doit être multiplié par 1/2, ce qui 
coïncide avec (2). En calculant la probabilité totale, la sommation 
(l'intégration) doit s'effectuer suivant tous les événements indépen- 
dants. Le facteur 1/2 mentionné plus haut tient compte du fait 
que la permutation de position des volumes dV, et dV, n’engendre 
pas de nouvel événement (elle ne fait que doubler l'événement indé- 
pendant originel). 

Une fois pris en compte ce qu'on vient de dire, on aboutit aussi- 
tôt aux expressions définissant les probabilités de présence des 
deux particules au sein d’un même volume: 


) | [F (rs, r2)[? dV; dv, 
v 


et d’une particule dans le volume V et de l’autre en dehors de ce 
volume : 


uw, =2 | | LE (rm, r)[2dV, dv. 


V en dehors 
de V 
10.9. La f.o. normée de l’état considéré du système 
1 
Fr) V2 ps (rs) fe (2)  %e (r1) 1 (r2)} (1) 


(on y a tenu compte de l’orthogonalité des fonctions #, et W2). 
La distribution en coordonnées d’une particule, la position de 
l’autre étant quelconque, est de la forme 


du {| IV(m=rr)Pav)a = {Et IR OE} 47 


(par sa forme (2) est une distribution en coordonnées de la première 
particule, en vertu de la symétrie de la f.o. une forme identique 
acquiert la distribution en coordonnées de la seconde particule; 
quant à la distribution en coordonnées d’une des deux particules 
identiques, elle est égale à la demi-somme (pour une normalisation 
à 4) des distributions uniparticulaires mentionnées, et, vu leur 
identité, coïncide avec chacune d'elles). 
En se servant des relations 


Îles (hp: (md =, (3) 


z20 
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on obtient sans peine à l’aide de (2) que la probabilité de présence 
d’une particule au sein du demi-espace z > 0 est W,(z > 0) — 1/2 
{dans ce cas la position de la seconde particule n’est pas fixée), 
tandis que la probabilité de présence dans le domaine z > 0 des deux 
particules simultanément est 


Wmi>0= | | IYrr)leava,=+{41+4157), (4 


21>0 z:>0 


S= | pi (r) ve (1) av, (5) 
230 


ce qui diffère de la valeur 1/4 pour des particules discernables (dans 
ce dernier cas il n’y a pas lieu de procéder à la symétrisation de la 
f.o. de la forme (1)). Le résultat (4) obtenu sert d'illustration à l’exis- 
tence d'’interférence entre les particules différentes (mais identi- 
ques!). De façon qualitative cette interférence peut être caractérisée 
en cas de bosons comme une tendance vers un rapprochement ré- 
ciproque (W, > Wais — 1/4). 

10.10. Le problème se résout de façon analogue à (10.9). La f.o. 
est de la forme 


7 A (1) a (2) — a (D) dr} og (1) 


(&œ, B étant les variables de spin de la 1-ière et de la 2-ième parti- 
cules). 

La distribution en coordonnées d’une particule, la position de 
l’autre étant quelconque, est d'une forme absolument analogue 
À celle du problème précédent (voir formule (2); dans le problème 
concerné, en obtenant la distribution en coordonnées, la sommation 
doit s’effectuer en variables de spin). Respectivement, la probabilité 
de présence d’une particule dans le domaine z > 0 vaut également 
4/2, tandis que la probabilité de présence dans le domaine z > 0 
des deux particules s'exprime par l'expression 


W(4.22>0)=7 {1—41/ 2) 


(comparer aux formules (4), (5) du problème 10.9). 

Le résultat (2) obtenu, comme dans le problème précédent, 
est une illustration de l’existence d’interférence entre les différentes 
particules identiques. Toutefois, dans le cas de fermions la nature 
de l’interférence est opposée à celle obtenue avec les bosons, et elle 
peut être décrite qualitativement comme une tendance des fermions 
À une répulsion réciproque. 
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10.11. Passons des variables r,, aux variables R = (r, -+ r.)/2 
et r —r, — r.. Alors 


dW=lY(r, r)[? dv, av,=|Y(R++, R—+)FdA dr. (1) 


L'expression (1) décrit la distribution en coordonnées du centre de 
masse et en écartement relatif entre les particules. Après avoir 
effectué l’intégration en coordonnées R on aboutit à la distribution 
en écartement relatif des particules sous la forme 


dw= f(x) dr, fo=([r(R+T, R—-){dR. (2) 


Les distributions (1), (2) avec le changement de r par— r, ce qui 
correspond à une permutation des coordonnées de particules (ou à 
une variation de leur numération), ne se modifient pas. 

Compte tenu de (2), on remarque que l'expression donnée dans 
les conditions du problème vaut f (r — 0), c'est-à-dire est la densité 
de probabilité de présence des particules à la distance r = 0 l’une 
de l’autre, autrement dit en un même point de l’espace. 

10.12. Comme il est bien connu, dans le problème de deux corps 
les variables du centre de masse KR — (m,r, + m,r,)/(m; + m2) 
et du mouvement relatif r = r, — r. se divisent et la f.o. du système 
prend la forme 


Vos = Ÿ (R, t) Yes (r, t) (1) 


(ou, dans le cas général, sous forme de superposition de ces fonc- 
tions; &, B étant les variables de spin des particules). 

Au cas de particules identiques R = (r, + r,)/2. Avec la permu- 
tation des particules KR ne varie pas et la condition de symétrie (ou 
d’antisymétrie) de la f.o. de la forme (1) par rapport à la dite per- 
mutation n’impose aucune restriction à la f.o. 1 (R, t) décrivant 
le mouvement libre du centre de masse indépendant du mouve- 
ment relatif. La condition exigée de la symétrie de la f.o. du système 
est complètement rapportée à la f.o. Vas (r, t) décrivant le mouve- 
ment relatif. 

10.13. Avec la permutation des coordonnées spatiales de deux 
particules le rayon vecteur r = (r, —r,) du mouvement relatif 
change de signe. Cette transformation équivaut à la réflexion de 
coordonnées (par rapport au centre de masse) et, compte tenu de 
la parité connue (—1)£ des fonctions sphériques Y zy, on conclut 
que dans l’état à moment relatif L la permutation des coordonnées 
r1,2 conduit à la multiplication de la f.o. du système par (—1)2 
(c'est-à-dire par +1 pour des L pairs et —1 pour des impairs). Dans 
ce cas la condition de la symétrie des f.o. de bosons identiques exige 
que la permutation des variables de spin de particules dans les états 
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orbilaux pairs ne modifie pas les f.o., tandis que dans les états 
impairs elle aboutit au changement de signe des f.o. En se servant 
du résultat du prsp/eme 3. dé on aboutit sans peine à ce que: 


a) pour LL Fo 2, À, . les valeurs possibles de S sont 
2s. 25 — 2, .. 

b) pour L= 1 SRE . les valeurs possibles de S sont 
2s — 1, 2s — 3, 


En particulier, pour s — 0 seules les valeurs paires de ZL sont 
possibles. Le corollaire de ce résultat est, par exemple, l'interdiction 
aux fissions de la particule neutre de spin $ — 1 (du méson vectoriel) 
en deux mésons n°, car s: = (0. 

10.14. Pour des valeurs paie de L les valeurs possibles de S 
sont également paires: 2s — 1, 2s — 3, , 0. Pour des L impairs 
S ne peut prendre que des valeurs impaires : 2s, 25 — 2, . 1. 

10.15. L’é.Sch. d'un mouvement relatif (le mouvement libre du 
centre de masse est d'aucun intérêt) est l’é.Sch. de l’oscillateur 
sphérique qui a été résolue dans le problèmz2 4.23. Selon ce problème 
(u — m/2 étant la masse réduite) 


Ey=ho(N+32), N=n+n;tns (o=Vklu), (1) 


Pain — Yi (2) Pas J'Y (), r=r—-r. (2) 


La solution fournie ne tient pas compte de la condition d'iden- 
tité de la mécanique quantique de particules exigeant la symétrie 
des f.o. de deux bosons identiques de spin s = 0 relativement à la 
permutation de coordonnées des particules. Dans cette permutation 
r =r, — r, varie de signe, tandis que les f.o. (2), comme on le voit 
facilement, en utilisant la parité connue des f.p. de l’hamiltonien 
de l’oscillateur, sont multipliées par (—1)ttnstns — (—1)\. Ainsi, 
les solutions (1), (2) de l'é.Sch. Depp en dans un système de 
bosons identiques que pour des N =0, 2,... pairs, tandis que 
pour des V impairs elles doivent être exclues de l'étude. Respectiv e- 
ment, le spectre Are dans le s.c.i. se détermine par l’expres- 
sion (1) avec V = 0, 2, 

10.16. Notons P;: ARR permutation des coordonnées de 
la {-ière et de la 3-ième particules. Etant donné que dans le s.c.i. 
rs = —(r, +r.), on a Pigr, = —(r, tr), Pisrs = r, et, respec- 
tivement, P,, (rir,) = —(r, + r.) r,. De façon analogue, P,, (rire) — 
= —r,(r, +r.). La symétrisation de la grandeur (r;r,) aboutit 
à l'expression 

pu TU rs + rire). 


10.17. La f.o. d'état à L — 0 ne varie pas avec les rotations du 
système de coordonnées, c’est-à-dire est une fonction scalaire (ou 
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pseudo-scalaire, suivant la parité de l’état). Dans un s.c.i. de trois 
particules sont indépendants les rayons vecteurs de deux particules 
r,,, (alors r3 = — (r,+r.)). Avec deux vecteurs r,,, on peut for- 
mer les grandeurs scalaires suivantes : r°, ri, r,r, qui sont des vrais 
scalaires (et non pas des pseudo-scalaires!). La fonction scalaire régie 
par le vecteur r,. ne peut être qu'une fonction des scalaires mention- 
nés. Respectivement, la £.o. W,_, est une fonction de la forme 


Fro=f(r, re, lila). 


Avec l’inversion des coordonnées r,, ,; — —r, ,« cette fonction ne 
varie pas: 1Wro = Wr=o, c'est-à-dire que l’état à L — 0 a une 
parité positive (pour éviter un malentendu, soulignons qu'il s’agit 
de la parité orbitale). 
10.18. Représentons l'opérateur & sous la forme 
a a+ «a —=0" 


Pen rare 


on obtient la relation de commutativité pour les opérateurs de leurs 
parties hermitienne À — CC + d*) et antihermitienne iB = 


= . (a — a*): (À, B] = i/2 (on a tenu compte de ce que La, at] = 
= À). 


10.19. Vu que les seconds membres des commutateurs [p, xl = 
= hli, [&, 4*] = 1 sont des grandeurs constantes, on peut satisfaire 
à la condition du problème en constituant les combinaisons linéaires 


a = az + Bp, at = ax + B*p et en choisissant de façon appro- 
priée les paramètres & et $: 
la, dt] = ik (ap* — a*p) = 1. 


Le choix de &, f n'est pas univoque. On peut, par exemple, prendre 
a = 1/V2L, B = iL/V 2h (L est un paramètre réel de dimension 
de la longueur; on doit avoir en vue que les opérateurs à, ä*, à la 


différence de zx et P, sont sans dimension). Dans ce cas l’état de vide 


de particules fictives se détermine à partir de l’équation 


al0)=0, où (+1 Vo (a) 0, 


d'où 


Yo (x) = e=*#2L? (00) — 1). 


al? 
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10.20. Les opérateurs à et d* agissent sur les fonctions (vecteurs 
d'état) | Ÿ) de la forme 


[+ 


[WP = col0) + ci11) + ...— > Cain), (1) 


n=0 
où le symbole | n} signifie l’état de nr particules. Dans ce cas a |n) = 
= Vnlin—1), a*|n)=Vn+<1ln+1). Pour les fermions 
les états à n > 2 n'existent pas, et, alors, | r) = 0 (de sorte que 
dans l’expression (1) ne se conservent que les états de vide | 0) 
et à une particule |1)). 


Les f.p. et les v.p. de l'opérateur de Bose à se déterminent à par- 
tir de la solution de l’équation & | W) = « | Ÿ). Vu que 


a|Ÿ)= a D calr)= À CnVrin—1) = Ÿ Cu V n+iln), 
n=0 


n=0 n=0 


l’équation aux f.p. et aux v.p. prend la forme 


(Cn+s Vn + 1— ac) Lo) = 0, 


ASE 


d’où, compte tenu de l'indépendance d'états |n), il vient 
Ce ne = Re c 
RÉ Pat D Vrtpars CT Vente 
La condition de normalisation 
(FI#) — > CAES 
n— 


0 
donne 


an 
Col? > = = [col?e "1, [of=e-tf. 
n=0 

Les résultats obtenus plus haut signifient que la v.p. de l’opé- 
rateur de Bose & est un nombre complexe quelconque «, la f.p. cor- 
respondante pouvant être normée à 1. La distribution en nombre 
de particules en état décrit par la f.p. de | opérateur à se détermine 
par l'expression 


[a [27 ns 
Wn= [Cnl?= TL " 


et constitue la distribution de Poisson. 
L'équation aux f.p. et aux v.p. de l'opérateur de Bose 4* est 
sans solution. 
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Les opérateurs de Fermi 4, &4* présentent chacun une f.p.: | 0} 
pour la f.p. de &et | 1) pour la f.p. de ä*; les v.p. correspondantes 
sont dans les deux cas égales à 0. 


10.21. Compte tenu des relations b2 — 0, bb* + btb — 4, il 
vient 


n° = (b*b}? = b*b (4 — bb*) = bb = n. 


De l'égalité opératorielle nr? = n il s'ensuit de façon manifeste la 
relation des v.p. n° = n, d'où nr = 0 ou n = 1. 

10.22. Les relations algébriques d'opérateurs (y compris de com- 
mutativité et d'anticommutativité) conservent leur forme dans une 
transformation unitaire (voir 4.61). Pour l'opérateur de Fermi 4° — 
— 0, mais 4° — (& + x) — 2aû + «° Æ 0, et, par suite, la trans- 
formation mentionnée n'est pas unitaire (respectivement, les opé- 
rateurs 4’, 4 * n'ont pas le sens d'opérateurs annihilation et pro- 
duction). 

Pour les opérateurs de Bose [à’, &’*] = [à, à*] = 14, et la trans- 
formation mentionnée est unitaire (un lecteur préparé est invité 
à rechercher par lui-même la forme explicite de l'opérateur uni- 
taire Ü opérant cette transformation 4 — ÜUaÜ*). 

Pour l’analyse de l’état de vide de « nouvelles » particules | 0’}> 
en termes des particules initiales représentons cet état sous la forme 

00 


10» = Dculn), où |n) décrit l’état de nr particules initiales. 


n=0 
L'équation déterminant l’état de vide à’| 0’) — 0 peut être écrite 
sous la forme & | 0’) — —«x ! 0’). Sous cette forme elle peut ètre 


assimilée de façon formelle à une équation aux f.p. et aux v.p. de 


l'opérateur a (—a étant les v.p., | 0’) les f.p.). Cette équation 
a été résolue dans le problème 10.20 auquel nous renvoyons le lec- 
teur. La distribution en nombre de particules initiales d'état | 0’} 
est de la forme 


WU, = ÎCn |? = e-lxi®, 


| œ [27 
2! 
10.23. Pour les opérateurs de Fermi la transformation étudiée 

est unitaire à la condition que 4’ = (aû + Bt) = af = 0 et 


[a’,a'+], = «° + B° = 1, c'est-à-dire seulement dans le cas 1rivial 
de &æ = +1, = 0 (ou &« = 0, Bf = +1; voir problème suivant). 
Pour les opérateurs de Bose la transformation est unitaire si 
l'on satisfait la condition : &° — B° = 1 (alors, B*/a° << 1 et aà° > 1). 
En représentant dans le cas de Bose l’état | 0’) sous la forme 


10”) — 2 Cnin) 
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et compte tenu des relations à | nr) = Vnn—1), à | n) = 


= Vn+1lnr+'), écrivons l'équation définissant l’état | 0’) 
{à’| 0’) — 0) sous la forme 


a'[0">= Ÿ à | (ue Vrin—1)+8Bc, V/n+în + 1)) = 
= > (ay r + Ac +BV nc,) n)=0 (c,=0). 


Va 
Cn+i — rs Vi Cn-1- (1) 


[æ 


Selon (1) pour des nr impairs c, —0; pour des nr pairs n —2k, 
il vient 


____ B p2x-1 . B \* VAE 
Co —= D: TVR #2 …. = | — +) REY Co: 


En définissant c, à partir de la condition de normalisation 


(0°10= 2 Ich l2= 1: 


O0 
== ol 
ù en |? = 2 lcoxl?= |col? 3 geo !! [E $ 
1 


= = 
1&)* 


on obtient la distribution en nombre de particules initiales d'état 
de vide de « nouvelles » particules sous la forme 


GE m4 

W. — “ee n !l a | & |? 

n = ÎCn| | 
0, n impair. 


læl col? = 1, 


n pair, 


10.24. Au cas d'opérateurs de Fermi la transformation mention- 
née est unitaire car leurs propriétés essentielle: se conservent : 


(a')* = (a'*ÿ? = 0, [&’, 4’*], — 1. Il est manifeste que l’état de 
vide de « nouvelles » particules | 0’) est un état uniparticulaire de 
particules initiales | 1) et, inversement, à l’état uniparticulaire de 
« nouvelles » particules | 1”) correspond l'état de vide | 0) des par- 
ticules initiales. Ces « nouvelles » particules peuvent être assimilées 
à des trous (sur le fond des particules initiales). 

Au cas d'opérateurs de Bose la transformation n’est pas uni- 
taire, car [&’, à’ *] = —1 (à la différence de [&, à*] — 1) et les 
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opérateurs 4’, à * ne peuvent être considérés comme des opérateurs 
annihilation et production. 


10.25. La relation symbolique | 1) — > C&}| 0) est équiva- 


J 
lente à la représentation de la f.o. W d'état uniparticulaire arbitraire 
sous forme de superposition des f.o. W, d'états de la particule à va- 


leurs déterminées des nombres quantiques f: W = Ÿ C;Y,. Ainsi 


C', est une f.0. de l’état considéré en représentation f. 


Etant donné que l'opérateur ÿ+ (r) produit une particule au 
point r,  (r) est une f.o. en représentation de coordonnées (f = r). 


10.26. Les opérateurs a}. et ai, (et, respectivement, a, et ag) 
sont manifestement liés par les relations linéaires : 
af, = À C(fr. £x) ag, ap, = D CX(f, Zn) dx. (1) 
k k 
Pour définir C(f;, g,) jappliquons l'égalité opératorielle (1) à 
l'état de vide 
aÿ, [0) =2 C(f:, £n) ag, [0). 
Cette égalité est équivalente à la relation entre les f.o. (voir pro- 
blème précédent) 
L£7 =D C(fn 8) Le (2) 


k 


où Ÿ;46,) Sont les f.p. correspondantes d'opérateurs entrant dans 
le jeu complet de f, g. Selon (2), il vient 


Ca en = | Vi Wy,dr. 


Notons que C(f;, g,) sont les f.p. #s, en représentation g. De 
façon analogue on passe sans peine aux relations 


A 


a => C* (fr, 8x) a}, ag, =2 C(fis 8x) a. 
10.27. Si ff, le vecteur d'état |2) — af,af,|0) indiqué dans 
les conditions est normé 4 l'unité 
(212) = (0|æaata 10) = (0]a, (1 + ata;)aÿ 10) = 
= (011 + af, + a.aÿ (+ a%as)10) = (010) = 1 
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(pour abréger, on écrit 4, au lieu de &;,, etc.. les signes « + » et 
& — » se rapportent respectivement aux bosons et aux fermions). 
Au cas de f, = f: =1f l’état normé de Bose à deux particules 


V2 
respondant, il n'existe pas. 
En notant Ÿ, (E) (E = r, &; « étant la variable de spin) les 

t 


est de la forme | 2) — (a;)* | 0), quant à l'état de Fermi cor- 


* 


f.o. normées à l'unité d'états uniparticulaires, on est en mesure 
d'écrire les f.o. normées d'états à deux particules étudiés sous la 
forme 


a) fifa V(E, E) — + {Ÿy, tn) Ÿ,, (2) Ew, (Es) Ÿ,, (E2)} 
b) h=f:=}, Y (&, Er) =, (E) Ÿ, (2): 


La forme donnée des f.o. s'ensuit directement du sens de la 
représentation des nombres d'occupation. qui tient compte automa- 
tiquement de la condition d'’indiscernabilité quantique de particules 
identiques. 

10.28. En cas de collections différentes de nombres quantiques 
Î1s fo fa l'état à trois particules mentionné est normé: (3 | 3) = 1 
(aussi bien pour les bosons que pour les fermions ; comparer à 10.27). 
La f.o. du système en représentation de coordonnées s'exprime au 
moyen d'un produit symétrisé (ou antisymétrisé) des f.o. ,, (£) 
d'états uniparticulaires. Pour les bosons, la forme explicite de cette 
fonction est donnée dans la solution du problème 10.4 (formule (2)). 

Pour les fermions, la forme explicite de la f.o. s'obtient sans 
peine à partir de sa représentation sous forme de déterminant 


Ÿy, (E:) Ÿ;,, (&2) Ÿ,, (3) 
VE) v.®) v.@)| 
d, (61) %,(®) Ÿ, (6) 


10.29. Pour un système de W particules les opérateurs considérés 
dans l’espace de configuration sont de la forme 


À — —, P= D pe, Rudi Dre (1) 
a a a 


a 


où les sommes sont effectuées en toutes les particules du système. 
Ces opérateurs agissent dans l'espace de f.o. W(E,, E:, . .., &n) 
(£ = r, &«; « étant la variable de spin). 

Les opérateurs (1) s'expriment au moyen de la somme d'opéra- 


teurs uniparticulaires, c’est-à-dire sont de la forme > Î (Ëa)- Sui- 


a 
vant la règle générale (voir, par exemple, {[3]) la forme de ces opé- 
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rateurs en représentation des nombres d'occupation, F, se définit 
par l'expression 


F = | + (E) ff (E) dE, (2) 


où Ÿ (&) est l’opérateur champ (ou opérateur Ÿ) qui est l’opérateur 
annihilation de la particule au point r et dans l’état de spin cor- 


respondant (l’opérateur W*(£) produit la particule). 
L'opérateur (2) peut également être exprimé au moyen d’opé- 

rateurs production et annihilation é?, à, d’une particule en états 

Ÿ, (E) définis par les nombres quantiques g; d'un certain jeu com- 


plet (arbitraire) 
F— à fuata, = 2 ajf ay, (3) 


où les éléments matriciels 
fu = | 9 ® Âb,, E) dé 


définissent l'opérateur uniparticulaire (la matrice) f en représen- 
tation g. En ce sens l'expression (2) est un cas particulier de (3) 
correspondant à l’utilisation dans (3) de la représentation en coor- 
données (dans ce cas le rôle de 4, est joué par les opérateurs & , = 
81 Ù 

= W (E)). Mais si dans l'expression (3) on se sert de la représentation 
d'impulsion l'opérateur À prend alors la forme 

F= 2 afcfap= 2 (pe Gro"aps (4) 

P, Oo p, o,P 

(o caractérisant l’état de spin; par RH 6 =5$,). 


En se servant de la forme explicite de l'opérateur impulsion p, 
on obtient d'après les formules (1), (2), (4) les opérateurs cherchés 
en CAS de nombres ue 


a) H— 9 | Ÿ+(E) AŸ (E) dE — 27 Fe Giodpo; 


D) Pin | ŸOvÉEæ- > Se 


P, O 
c) Res. = | Ÿ+( rŸ Ed. 


10.30. L'étude de l’évolution temporelle de systèmes physiques 
dans le schéma de la seconde quantification peut être menée en 
utilisant diverses représentations: de Schrôdinger, de Heisenberg 
et celle d’interaction. En représentation de Schrüdinger de nombres 
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d'occupation les opérateurs ne dépendent pas, à proprement parler, 
du temps, tandis que la f.o. d'état du système O *) (ses arguments 
sont les nombres d'occupation de différents états et le temps) satis- 


fait à l’é.Sch. ih + D — D, où À est l’hamiltonien du système 
en représentation de nombres d'occupation, la forme explicite de 
l'opérateur F (au cas où Ê ne dépend pas explicitement du temps) 
se définissant par le commutateur F — _. (À, À] (tous les opérateurs 


de cette expression agissent sur les fonctions de l’espace de nom- 
bres d’occupation). 
Dans le problème considéré 


FT he | wÿ+ (£) AŸ (E) dE, Ron | ÿ+ (£') rtŸ (’) d£’, 


2m 


de sorte que 
Von Ron — gg { À Ê* (D AŸ CE Ÿ+ (60 r'Ÿ (87) dE — 
— [hr PEN EAŸE ÆEE}. (D 
En nous servant des relations 
Ÿ E) Ÿ+E) = 6 E—E) + Ÿ*E) ŸE 


(où le signe « + » affecte les bosons et « — » les fermions), écrivons 
(1) sous la forme 


Von — 55y {| Ÿ*@) AGE —E) r'Ÿ (7) dE dE — 


— | Ÿ+ Er" 8 E—E) AY Ed} + 
+ {| Ÿ*@ Ÿ* 67) Ar @ Ÿ (7) de dE — 
— [ES OPA EVA). (2 
en LT PE 


de (2) une fois sommés donnent zéro et l'expression (2) s'avère 
égale à 


Ÿ me À +) (Ar— ra) Ÿ (E) dE. (3) 


Ci — —OmN 


*) Ne pas confondre la f.o. ® avéc les opérateurs ÿ, Ÿ+l 
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En utilisant l'égalité Ar — rA = |A. rl -: 2V, écrivons l'ex- 
pression (3) sous la forme 
mA Ves.=— it | Ÿ+( VŸ (dE - À (4) 


(P étant l'opérateur impulsion du système en représentation de 
nombres d'occupation) qui a un sens physique manifeste. 

10.31. En physique classique la densité du nombre de particules 
au point r de l'espace vaut 


n(r) = 6ô(r—r,), (1} 


autrement dit, elle est une grandeur physique ne dépendant que 
des coordonnées r, de particules (mais non pas de leurs impulsions!} 
et du vecteur r pris pour un certain paramètre. 

La généralisation quantique de l'expression (1) est l'opérateur 
densité du nombre de particules de la forme (en représentation de 
coordonnées) 


n(r)=} ô(r—r) (2} 


Li] 


(comparer à l'opérateur énergie potentielle Ü(r) = U(r)). 
L'opérateur (2) est de la forme d’une somme d'opérateurs uni- 


particulaires Î. — Ô(r —r,), et son aspect en représentation de 
nombres d'occupation se détermine suivant la règle générale indi- 
quée dans la solution du problème 10.29: 


n (= | Ÿ+E)8(r—r) EE = D Ÿ*(r, 5) Pr s)  (G 


s 


- 
- 


(rappelons que | dE représente l'intégration en coordonnées et Îl& 
sommation en variable de spin en guise de laquelle on a choisi s.). 
Les termes particuliers de la somme (3): n (Sn) = rs SE *< 


X Ÿ(r, s,) sont des opérateurs densité du nombre de particules 
à projection déterminée du spin s.. 


Les opérateurs N(v) sont les nombres des particules et N(v, S,} 
sont les nombres des particules à projection déterminée du spin s, 
dans le volume v. Ils ont manifestement la forme 


N@= ZX ds), N(, s)= { (rs) Pl s)drt (4) 


“e cr 


En intégrant dans (4) sur tout l'espace, on obtient les opéra- 
teurs du nombre total de particules du système. 
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10.32. L'opérateur P est de la sr (voir, par exemple, 10.29) 
Pin | Ÿ+@)-E VE)". 
En se servant des relations de sssiniteié pour les opéra- 
teurs W de Bose [Ÿ(E), Ÿ(E)L—[Ÿ*(E), Ÿ+(E)-=0, [ŸE, 
W*(£")]- — 6 (E - Ë’), on obtient sans peine 
LP, Ÿ (®]1-=PYŸ ()— Ÿ © P— 
= in | Ÿ+e)- LT) @ Hit @ | Ÿ+ NE Ÿ Ed — 
a iete-torers#e = 
=ih 6-8) LS PENSE RTE. (4 
De façon analogue on obtient 
LP, D+ = —in | Ÿ+)-È 6 (EE) = 
=in [+ E)LEE-E)Æ' in TÉE. (À 


Compte tenu des relations anticommutatives d'opérateurs Y 
de Fermi 


(Ÿ ®, LE) = ®, Ÿ*+ (EE): = 0, 
LŸ (, Ÿ* (E')1: = 6 (E— E'), 


on se convainc aisément que les relations (1), (2) se rapportent 
également au cas d'opérateurs champ de Fermi. 
10.33. a) La résolution entreprise par ce procédé se base sur l'éga- 


lité F3 — F2 = FF. Etant donné que selon la condition Ê — 
= ÿ» Î (E), alors, en appliquant la règle générale énoncée dans la 


solution du problème 10.29, on a 
P-{| 6/0 YE%&). (1) 
b) L'opérateur À — >» FE (£:) est l'opérateur d'une grandeur 


additive (ne pas le confondre avec Fe l), en représentation de nombres 
d'occupation il est de la forme 


Â=(Ÿ6/0/E TE. 
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On peut l'écrire également sous là forme 
À= À Ÿ+ (7 6-27) 1) Ÿ E) dr’. (2) 


L'opérateur Bb — > Î (E) Î (Es) est un opérateur symétrique 


as 
de deux particules, et selon les règles générales (voir, par exemple, 
[3)), en représentation de nombres d'occupation, il est de la forme 


B= [#6 #+E)/07E) TE) TEE". (3) 


Vu que ÿ (57) Ÿ (E) = +Ÿ (E) ÿ (E') (« + » pour les bosons, « — » 
pour les fermions), on peut écrire (3) sous la forme 


B=+ EE) OI) TETE). 


Compte tenu de la permutabilité d'opérateurs: Î (E') Ÿ (E) = 


= Y () f (£”) (f (£”) n’est un opérateur que dans l'espace de confi- 
guration qui agit sur les variables E”, mais non pas Ë), récrivons (4) 
de la façon suivante: 


B=+ | +6 /@ +6) SE 76) EEE". 


Enfin, en se servant de la relation HŸ+(E") W(E)=Ÿ(E) Ÿ+(E)— 
—GÔ(E—E"), il vient 


= | Ÿ+@7@ Ÿ © Ÿ*E) 7€) Ÿ &) Œ dE — 
— | OTH8E-E IE) TEE. 6) 


Vu que F2 = À + B, alors, en utilisant (2) et (5), on aboutit 
à l'expression (1) de F3 obtenue plus haut par un autre procédé. 
10.34. Vu que les opérateurs densité du nombre de particules 


n (r) = Ÿù ÿ+ (r, $,) Ÿ (r, s,) (voir 10.31) commutent entre eux 
8z 

en différents points de l’espace: [r (r,), n (r,)]- = 0 (on laisse au 

lecteur le soin de s’en convaincre par lui-même) l'opérateur cherché 

constitue Île produit 


n(rpn(r)= Z Vi, 5) Vs, 8) Ÿ*(r, 5) Pr, S). (D 


L'opérateur (1) est, comme il se doit, hermitien. 
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10.35. Dans l'opérateur densité du nombre de particules nr (r) — 
— Y+(r) Y(r) (voir 10.31) exprimons les opérateurs Ÿ au moyen 


d'opérateurs annihilation a, et production at (p = #k est l'impul- 
sion de la particule): 


An Â À A | A 
y (r) —= > —— eikra, y* (r) = + —— e—ikrai, 
ù VY eV? 
de sorte que 


A 1 . A A 
n(r)=-- 2, e-iti-lXai au, (1) 


ki, ko 


La densité moyenne du nombre de particules nr (r) s'obtient par 
centrage de l'opérateur (1) suivant l’état fondamental du gaz de 
Bose | Woo) = | VNr=ps Oxo) (en état fondamental toutes les par- 
ticules possèdent une impulsion nulle, de sorte que les nombres 
d’occupations d'états excités n46.:9 — 0). On a manifestement 

y ri w 4 k, = k: = 0, 

CFoldéidsl Fo) = O0 dans les autres cas, 
et pour #7 on a un résultat naturel: n = N/V. 

Le nombre moyen de particules dans le volume v s’obtient par 

centrage de l’opérateur correspondant :V &)= | n (r) dÿr : 


NO =) [or T dre. (2 


LU 


Pour le calcul de la fluctuation du nombre de particules, cen- 
trons l’opérateur N2 (v) en état | W,). V'u que 


N? (v) =N (v) N 
= 7 | | > eitks-kireilki-K:}"Qf Qu GË Qu, dir dir’, (3) 
D D kikaksks 
pour calculer L'ANNÉE (v)|#,) cherchons avant tout 


(Polar at,ar. l'E). (4) 


En se servant de la forme explicite | Y,) on se convainc sans peine 
que les grandeurs (4) ne sont différentes de zéro qu’à lasatisfaction 
des conditions k1 = k, = 0, ke = k,; de plus, elles sont égales 
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à V3 pour k, = k, = 0 et à N pour k, =k, =k=0. La valeur de 
N3 (v) est de la forme 


NO= 7 | | {NeEN D emt-r} dir dur. (5) 
T. € kæ 0 
Vu que 


1 {pr I à = L ’ 1 
2 >, etk(r = {> eik(r 1} =6(r- r)—— (6) 
k #0 LS 


(on a tenu compte dans (6) de la condition de complétude du système 
de fonctions W, — 7 eikr), l'intégrale de l’expression (5) se cal- 


cule élémentairement et cette dernière prend la forme 


NE) = + (7) 


Respectivement, 


BANG = N°) — 2 (0) = (1— +). (8) 


Pour v = V on a (AN (V})}? = 0, résultat évident, car le nombre 
total de particules dans le système vaut W et ne fluctue pas. Au 
cas de v € V on a, selon (8), (AN (v)3 = Nu/V = N (v). 

Notons que pour un système de W particules classiques n'inte- 
ragissant pas entre elles et se trouvant dans le volume V la distri- 
bution en nombre de particules V, au sein du volume v est de la 
forme 


W (W,) NOT (+) (1—+) 7 


(la soi-disant distribution binomiale). Le calcul pour cette distri- 
bution des valeurs moyennes W,, N°, (AN,)3 aboutit aux résultats 
coïncidant exactement avec ceux obtenus plus haut (2), (7), (8) 
(voir sur la question le problème suivant). 

10.36. La solution de ce problème s'obtient de façon analogue 
au calcul effectué dans le problème 10.35 de la valeur 3 (v). L'opé- 
rateur de la grandeur »,n, est de l’aspect (voir 10.34) 


Rare = Ÿ* (rs) Ÿ (rs) Ÿ+ (re) Ÿ (2) = 


| | : : A LS A A 
— bi DE eiki-kiitike-k)PQE Qu GE GE 
kak sksk: 


29e 


452 IDENTITÉ DES PARTICULES (CH. 10 


et sa valeur moyenne 


nee (Poll Po = {NEA D eit-ro) (1) 
k #0 


s'ensuit directement de la valeur trouvée au problème précédent 
de l'élément matriciel (4). 

La sommation (1) se réalise aisément à l’aide de la formule (6) 
du problème précédent (dans ce cas le terme fonctionnel 6 s’annule, 
car r,—r.) et on a 


quant à la fonction de corrélation, elle «s'avère égale à 


N 1 n 


Pour mieux comprendre les résultats (2), (3), cherchons les carac- 
téristiques analogues pour le cas de particules classiques n’intera- 


gissant pas entre elles. Prenons à cette fin la grandeur n,dVn.dV,, 
où dl, . sont des volumes infiniment petits aux alentours des points 
r,,.. Vu que » dV est le nombre de particules au sein du volume dV, 
la grandeur considérée est la valeur moyenne du produit des nom- 
bres de particules dans les volumes dV, ,. Comme dV, , est petit, 
on peut négliger les probabilités de présence de plus d’une particule 
dans ces volumes (dans la grande majorité des cas il est peu pro- 
bable que les particules sont présentes en de tels petits volumes), 
de sorte que 


n,dVin, dV, = NW (Ni, NM) = W (1,1), (4) 


Ni , Ne 


où I (.V,, NV.) est la probabilité de présence dans les volumes 
dV,.. de N,, particules. Pour calculer W (1, 1) notons que la 
probabilité de présence d’une particule déterminée dans le volume 
dY, est égale à dV,/V et d’une particule quelconque (indifféremment 
laquelle) est N fois plus grande, c'est-à-dire est V dV,/V ; en multi- 
pliant cette grandeur par la probabilité de ce qu'une des autres (W — 1) 
particules occupe le volume dV, et est égale à (N — 1) dV,/V, il 
vient 

N(N— 


1 
dv, dv. (5) 


W (1, 1) = 


—— 2 
Il s'ensuit de (4) et (5) que nin. = Us expression coïncidant 
avec (2). 
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Le calcul de nr, pour des particules classiques fait ressortir 
la raison de la différence de cette grandeur de la valeur n,n, = n3: 
avec le calcul de la densité du nombre de particules en deux points 
différents en chacun de ces derniers la densité est en moyenne infé- 


rieure à 7, car une partie des particules se dispose notoirement près 
de l’autre point. Or, pour les systèmes macroscopiques la valeur 
de W est énorme, de sorte que le second terme dans le deuxième 
membre de (2) est négligemment petit; respectivement la fonction 
de la corrélation v = 0 

Les caractéristiques du gaz de Bose en état fondamental. étu- 
diées dans ce problème et les problèmes précédents, se sont avérées 
identiques à celles du gaz des particules classiques. Le fait n'est 
pas fortuit. En effet la f.o. de l’état fondamental est de la forme 


Vol) alr). For) Vo) = 27, 


c'est-à-dire constitue un produit des f.o. de différentes particules, 
de la même façon qu'au cas de particules discernables. Respective- 
ment, les particules n'interfèrent pas l’une avec l'autre et pour 
chacune d'entre elles fl = 1/V, fait correspondant à leur dis- 
tribution équiprobable en volume. 

10.37. Le problème se résout de façon analogue à 10.35. L'opé- 


rateur n (r) est de la forme 
nn (ro (rot D ei caro (1) 
Ce] ki, Kk:, O 
(o =5,). L'état fondamental du gaz de Fermi se définit par les 
nombres d'occupation égaux à mc o—=1 pour Ik|<kr et 
No = O0 pour |k,| Fr, C'est-à-dire 
| Po) = [| ak al0), 


IKOIR po Oo 


où k}F s'obtient à partir de la condition 


t Va  (2s+1)Vk 
D 1=6s+1 | = CPDVEr. N, 
KO IR pr O IRICR p 


L =|[ Gr°N ‘11/3 
FO { (2s-+1)V : 


L'élément matriciel (| À ok 0 | W,) n'est manifestement non 
nul (et vaut 1) qu'au cas où k, = k, =k, |k| L FF. Compte tenu 
de cette circonstance et des relations (1) et (2), on obtient sans peine 


n(r) = L'AT (r)|Wo) = VV. 
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Respectivement, le nombre moyen de particules dans le volume v 
vaut A (v) = Nviv. 

10.38. L'opérateur densité du nombre de particules à projection 
déterminée du spin sur l’axe z au point rest de la forme (0 = s5,) 


n(r, 0)= Ÿ+(r, 6) Ÿ(r, 0) = + pe ele QE og ge 
k;, LS 


Respectivement, l'opérateur grandeur n(r,, 6:) nr (r., 6.) prend 
la forme (voir 10.34) 


n(r,, G)n(r, G:)= 


1 dE 
= > eitKz-kilri+i(ke Ra E o,0K,0,0k,0.0k,0.- (1) 
kik-kska 


Considérons l'élément matriciel 


(Yo [AL ,o,2k,o:Gk,0.0k,0, | 5) ? (2) 


où | W,) est la f.o. d'état fondamental du gaz de Fermi décrite au 
problème précédent. On comprend aussitôt qu’au cas de 0, 0: 
la grandeur (2) n'est différente de zéro (et vaut alors 1) qu'à la satis- 
faction des conditions k, = k., |k|<kr; k: = k, |k:l < Apr. 
Cette circonstance prise en compte. il vient (0, Æ 62) 


CE (rs, Gi) rm, 1 Yo)= 


__ 1 Q + \ VdSh; \ VEks 
TT OZ TT | En — 
Kai ER p 
N°? n° 


Enr rm 


(comparer au problème précédent); comme nr (r, ©) = n/(2s + 1), 
le résultat (3) signifie que n (r,. 0,) nr (r+, 6.) — n (r1, O1) R (F2, Oo), 
c'est-à-dire que dans le cas de ©, 0, il n'existe pas de corrélation 
entre les densités du nombre de particules en différents points. 

Au cas où 6, — 0, la situation est, par contre, différente. L’élé- 
ment matriciel (2) n’est non nul (il est alors égal à 1) que dans les 
cas suivants : 

a) ki = ke. kr: ks = k, IkK|<Ekr; 

bh=k, IkiSér: ke=ks [ll > 
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Ce fait pris en compte, il vient 


n (rs; O)n (r., = > 1 + 


IkII<R 
RIRE 
+ _ >. ÿ eiki(rs-M)+ik:(rs Pa), (4) 


En nous servant de la relation 
— D er -7 {2 S'eikr _ 5 eine} — 6 (r)}——+ S' er (5) 
>Rp IRIER p IkISRp 


(on a utilisé dans (5) la condition de complétude du système de fonc- 
1 


tions Wi = 775 €) et après avoir calculé l'intégrale 
\É 
: 2 \ : VV 4x fsinkpr 
ikr — kr 3 — 0 ———"— — 
de = | * ÊR = 7 : ke cos kpr } 
LCR p kSRp 


(elle se calcule de façon élémentaire en coordonnées sphériques avec 
axe polaire dirigé suivant r), transformons l'expression (4) en la 


forme (r—r. — r;, n (0) = n/(2s + 1)) 


n(r;. C)n(r, 0) = n (6) — ; 


1 sin k _r 2 
mn {—— krcosker}". (6) 


A l’aide de (6) on obtient la fonction de corrélation correspondante : 


LE 0e TE TRUE Ge 


[sin k,r—kpr cos khr|* 
&ntrôn (0) 


Notons que pour r = |r, — r,[— œ cette fonction s’annule, 
c'est-à-dire que la corrélation ne se manifeste plus, résultat naturel. 

La nature des corrélations établies est suffisamment parlante. 
Les particules identiques aux différentes projections du spin se 
comportent comme des particules discernables, et l’absence de corré- 
lations constatée plus haut est en ce cas tout à fait naturelle (com- 
parer au cas de particules classiques discuté dans 10.36). Au cas de 
projections identiques du spin la fonction de corrélation v (r, 6) < 0 
est également un résultat naturel témoignant de la nature « répul- 
sive » de l'interaction d'échange entre les fermions (comparer au 
résultat du problème 10.10). 
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On remarque sans peine que la fonction de corrélation v (r) 
de densité du nombre de particules coïncide en général (quelle que 
soit la projection du spin) avec v (r, ©). 

10.39. L'opérateur interaction entre les particules en repré- 
sentation de nombres d'occupation est de la forme 


Ü + À D (7) Ÿ+(r)U (nr) (re) Ÿ(r)dridtr. (1) 
En se servant du développement de l'opérateur Ÿ(r) en ondes 


planes (voir, par exemple, 10.35), on peut transformer (1) en la 
forme 


# | kaka+ + © * 
U 7 > Uriniai. at ax GK, (2) 
kk,k:k 
où 
Lk ll ’ : 
che | [Ur eti-mmsits-toe dir, dir. (3) 
VV 


En assimilant l'interaction entre les particules à une perturba- 
tion et compte tenu de la valeur Ef” — 0 de l'énergie d'état fon- 
damental en l’absence de perturbation, on aboutit, suivant une for- 
mule connue du calcul des perturbations, à 


Es Es + Es" = (VolÜ | Yo), (4) 


où | W,) est la f.o. d'état fondamental du système de particules 
n'interagissant pas entre elles. Comme en état | W,) toutes les par- 
ticules possèdent l'impulsion p — Àk — 0, l'élément matriciel 


(Polai,ak.ar,dx, | Fo) 


n'est manifestement non nul qu'au cas où tous les k, — DU, tout en 
étant égal à V(N — 1) = N? (N 1). Cette circonstance prise en 
compte, on obtient sans peine selon (2) et (4) 


1 2 


Vu que le rayon À du potentiel U (r) est naturellement supposé 
de dimension microscopique, de sorte que R € L = V'S, en calcu- 
lant l'intégrale 


| U (r,—r,) dir, & [( U (r,—r,) dir, = | U (r) dir, 


Y — 
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on est en mesure d'intégrer sur tout l’espace, et cette intégrale s'avère 
indépendante de # Ceci pris en compte, on ps de (3) 


Us — | | U (rs re) dir, d9r, = + r | U (r) dr, 
l'A 
et, finalement, l'expression de E, prend la forme 


1U(ON? [7 
E% 3 (Ü «= TU (rar). (5) 
Indiquons qu'une étude plus détaillée du problème considéré 
se trouve dans l'ouvrage (61. 
10.40. Le problème se résout de façon analogne au précédent. 
L'opérateur interaction mutuelle des particules est de la forme 


(o = s.) 


V3 


$ kaks 2+ me = si 
Ê=+ > Uk o ko, k,0.2ki01 (1} 
kik:koks 
O10; 
où 
1 D C,- Fe Lu 
DRE = pr | | Uri —r)eite-onsins-kor gr gr. (2) 
VV 


La correction de premier ordre à l'énergie E}” d'état fondamen- 
tal du gaz de Fermi de particules n’interagissant pas entre elles, 
liée à l'interaction mutuelle des particules, est de la forme 


EP d'ATAL A) (3) 


où | Vo) est la f.o. d'état fondamental du système de fermions n’in- 
teragissant pas entre eux. 

Compte tenu des valeurs connues de nombres d'occupation d'états 
uniparticulaires d'état fondamental du gaz de Fermi parfait : Ko = 
= À pour |k|<£k- et ns — 0 pour |[k| >, on note qu ’en 
portant dans (3) la forme explicite (1) de l'opérateur Ü tous les 
termes des sommes en k,, pour lesquelles au moins un des |k,} 
est plus grand que k}, sont nuls. Respectivement, dans l’expression 


(3) entrent les grandeurs UK: pour lesquelles |k,| < kr. En 
passant dans la formule (2) aux nouvelles variables R — (r, + r)/2, 


= li — Lo, RMS sous la forme 


VE: = rs fuoé FRA qu Àeitrtae ton BR (4) 
V 


Compte tenu de la dimension microscopique de R,, rayon de poten- 
tiel U(r), de sorte que À, € L = VUS, l'intégration dans cette 
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expression en r peut s'effectuer sur tout l’espace (comparer à 10.39); 
or, comme #phRo € 1, dans le cas qui nous intéresse on peut rempla- 
cer dans l'intégrale en r le cofacteur exponentiel par l'unité, et l’ex- 
pression (4) s'avère égale à 


ik 1 
VÉRs © 7 Oksithes, kotke | U (r) dr 


{le facteur Ôx,ix..Kk,+x, Correspond à la conservation de l'impulsion 
au cours de collision des particules dans le gaz). 

Compte tenu de ce qui a été dit plus haut, il est aisé de reconnaître 
que DE (3) prend la forme 


Ev = 


DIU > Ôkitke, kotke 0010 K,0.k,0:0k so >) 3 
Kik-kak o 


sie, * 6) 
Ü (0) = | U (r) dir. 


Il est aisé de saisir, en se basant sur la forme explicite de la f.o. 
| Vo), que de tous les termes de sommes en k, entrant dans (5) ne 
sont, à proprement parler, non nuls que ceux pour lesquels soit k; = 
= k,, k, = k,, soit k, — k,, k; — k., de sorte que (5) peut être 
écrit sous la forme 


0 > (ax 1010k,0,0k,0,0k 10: b 
kK:1k:0102 


2 ee A A 
+ ax 7010 10:0k 2020 101) 


Yo) . (6) 


Ensuite, on remarque que la «double» somme en ki. + dans (6) 
est nulle pour 6, —06, (car sont nuls ses termes : at 8,08 60x10 + 


+ GE ,odEio0k ok i0 = [aË io; ai ol+@K 08x10 = 0), de sorte qu'en fait 
dans (5) 6,-<0.. En outre, en utilisant les propriétés anticommu- 


tatives d'opérateurs de Fermi a, a*, la premiére partie de la somme 
dans (6) peut être écrite sous la forme 


> di 2030k,0,0% 101kio1— Nx,o:/1k:101° 
kik: k1k a 
O1 O3 Ci 0: 


où co sont ee opérateurs de nombres d’occupation. Etant donné 
que N (o) = À ns est l'opérateur nombre de particules en état 
L 
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de spin 6,et en état fondamental |W,) ces nombres possèdent des va- 


leurs déterminées V(o = 1/2) = N(o = —1/2) = N/2, on a 
Pol Y RCA À = 

kik; 

Ci1#0: 


D GG) dGITH=2(5) =. 


O17%0n 


Pour 6, 6, les termes dans la seconde partie de la somme (6) 
ne sont non nuls que pour k, = k., et elle s'avère égale à 


(#4 D SET OR 
k,O0:1#0: 
autrement dit, négligemment petite (en vertu de V © 1) comparée 


% ed (1) 1] ) É 1° e » 
à (7). Donc, E5” = ARE et l'énergie d'état fondamental, compte 


tenu de l’interaction mutuelle des particules, est de la forme 


Ve = = ne — N, 


: 3n°N \°/3 k° U (0) =? 

= 0) un 1) SL 

Er E + EN = (SE) Lu 

(Es étant l'énergie d'état fondamental . gaz de Fermi parfait). 
L'étude plus détaillée de ce problème est menée dans le livre {6]. 
10.41. L'énergie de la particule d’impulsion p et de projection 

$, du spin sur l'axe z dirigé le long du champ magnétique vaut 


Eps. — D = 2 ES. 


Notons V. les nombres de particules en état fondamental du gaz de 
Fermi pos ssédant respectivement un s, = +1/2. Vu qu’en état fonda- 
mental l'énergie possède une valeur ‘minimale, il lui correspond les 
nombres d'occupation suivants: n9,+ = 1 pour [pl <Ppr,+ et 
np+ = 0 pour [pl >pr,2, où les ous sont liés par la relation 


— Ho = 


établissant l'égalité d'énergies maximales d'états occupés à s, — 
= +1/2 et garantissant une énergie minimale à tout le système 
(comparer au cas de gaz de Fermi parfait « libre »). 

En exprimant de façon habituelle PF,+ au moyen de Ÿ.: 


LE 


DA (1) 


l'di Fpr, + 
Na=Dmes | see, 
p IPI<Pp, + 
Ga? N + 1/3 
Pr, + =( =) Ù 
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on obtient à l’aide de (1) l'équation permettant de déterminer , : 
2/ 2 V 2/3 
(V4)28— (NP = imposé (rs) 


2 
Ni+N_=N, 


au moyen desquels s'exprime de façon manifeste le moment magné- 
tique du gaz: 


M, == UV +— Loi _ — lo (N:—:V), M. —= M, —= 0. (3) 


Pour $ = 0 il s'ensuit de (2) que V, = V_ = WN/2. Respective- 
ment, en cas d’un champ suffisamment faible (voir plus bas) les 
valeurs de V. diffèrent peu de V/2. En les représentant sous la forme 

+ = N/2 + net en effectuant après cette substitution dans (2) le 
développement en petit paramètre (n7/N) ((V.2+ nn)" = (N 2)8 (1 + 
+ 4n/3N)), il vient sans peine 


N,—N._ 2/3 
pa = + mue EN (res) (4) 


(dans ce cas n € N impose une restriction à la grandeur du champ S£ 
pour laquelle il peut être considéré comme faible). 
Selon (3) et (4) en cas d’un qe faible on a 


M — 3mpôN (y )°H : (5) 


BnASN 
et la susceptibilité magnétique devient égale à 


,_ 3mps [VV \UWS 
Ê— (37n2h3)2/3 ] 


(rappelons que % se définit comme le coefficient de proportionnalité 
affectant H dans l’expression du moment magnétique M de Jl'unité 
de volume de la matière, c’est-à-dire que M = M? /V = ;H). 

Comme % > 0, le gaz de Fermi étudié est un paramagnétique 
(à l’opposé du diamagnétique pour lequel y << Ü). 

Avec l’accroissement du champ, comme on se convainc aisément, 
il s'ensuit de (2) que la valeur |[V., — /V_| s’accroîït de façon monoto- 
ne et pour € > fcrr OÙ 


Î Gr NV \2/3 
Her = là 


4m |Uo| (4 


devient égale à , c’est-à-dire que les spins de toutes les particules 
s'alignent suivant la même direction (suivant ou contre la direction 
de H en fonction du signe de u,). Dans ce cas les moments magnéti- 
ques de toutes les particules s'orientent le long du champ (il se 
produit, comme on dit, une saturation). 
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CHAPITRE 11 


ATOMES ET MOLÉCULES 


11.1. La correction relativiste à la fonction de Hamilton d'une 
particule chargée dans un champ électrostatique en théorie classique 
selon la formule (—e étant la charge de la particule, p € mc) 

ee 2 4 
$2 = V p’e? + m°ci — eg (r) — mc? = +— ep (r) 


7 Bmic® 
vaut —pt/8mSc*. La généralisation quantique de cette correction se 
a A : 
présente sous forme d’un terme complémentaire 4° = —p*/Smc* *), 
assimilé à l'opérateur perturbation de l’hamiltonien. Vu que 
l'opérateur H” commute avec les opérateurs l* et Z,, les fonctions 
propres Viiim de l’hamiltonien non perturbé constituent des fonc- 


tions correctes de l’approximation zéro en cas de perturbation. de 
sorte que la correction de premier ordre aux niveaux d'énergie se 
définit par l'élément matriciel (—egp = —Ze*/r): 


ni = | L'ART; É | EE Im = 


me me clés In .. Cneim|(4+ €)" n,lm }= 
= 9x Çrim| ie + +) num) (0 


(À, est l’hamiltonien non perturbé de l’atome hydrogénoïde). 
Compte tenu des relations (r = n, + l + 1) 


a (n,ImlA, =E:" (n-lm|, E — m (Ze)? 


2h3n= 
€ n im )=— 2E%: rrim ÊË 


____4mEr 9 
n,im)= Ge Drm À 
(la première des relations (2) s'ensuit du théorème du viriel, la 
seconde s’obtient sans peine sur la base de 1.28 par dérivation en 
paramètre / de l'opérateur 


5 h? 1 d d R2I(1+1) Ze: 
—_ 2. + miennes re mms 
2m 1° dr dr 2mrè Fr ? (3) 


*) Comparer au résultat du problème 15.15. 
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Z 212 _ 
PEL ER pour des valeurs entières 
2h{n, + 1-7 1 


de ! déterminent le spectre d'énergie de l’atome hydrogénoïde; à 
propos, également par dérivation en paramètre Ze* on est en mesure 
d'obtenir une démonstration simple du théorème du viriel au cas 
d’un champ coulombien), l'expression (1) se transforme aisément 
en la forme 


dont les v.p. En 1 = — 


En = (5e) ae ton) € ù 


Comme il découle de l’expression obtenue, la prise en compte de la 
correction relativiste lève complètement la dégénérescence acciden- 
telle des niveaux du champ coulombien (rappelons que l'étude 
menée ne se rapporte qu'aux particules démunies de spin): le niveau 
à n donné se désagrège en r composantes (1 = 0, 1, ..., nr — 1). 

La largeur de l'intervalle d’une structure fine (la différence 
entre les énergies des composantes extrêmes répondant aux valeurs 
= 0 et luna = #2 — 1) pour les niveaux avec cette valeur de n, 
selon (4), est égale à 


Ze \= —1 ” 
AErs=4 (Te) Sn El 6) 


Ainsi, pour n = 2, il vient AEËrs & 1,21-1074 Z6 eV *). 
Selon (4) on a pour les niveaux inférieurs (nr — 1) l’estimation 


Ze’ \2 Z° 
lEnulEn"| — he T7 (137E 107472, 


de sorte que pour le cas de Z = 100 l'électron dans l'atome ne peut 
plus être considéré comme non relativiste (c'est un résultat naturel 


vu que la vitesse caractéristique de l’électron dans un atome hydro- 
2 
génoide vaut v — Ze*/h = Z Le Æ _ c) ‘ 


*) Notons qu'avec la prise en compte du spin de l’électron la structure 
fine de l'atome Ésdrocenor e au noyau ponctuel présente, selon l'équation de 
Dirac, la singularité caractéristique suivante. Le niveau au nombre quantique 
principal donné nr dont la multiplicité de dégénérescence selon la théorie non 
relativiste est 2n? (vu le spin de l’électron), avec la prise en compte des correc- 
tions relativistes, se scinde (comme au cas de particule sans spin) en r compo- 
santes dont chacune répond à une valeur déterminée j du moment total de 
l'électron (j — 1/2, 3/2, ..., nr — 1/2). Dans ce cas la) dégénérescence acci- 
dentelle n'est pas levée complètement, car il reste des niveaux dégénérés à même 
valeur de j mais à différents ! = j + 1/2. Ainsi pour n = 2le niveau se scinde en 
deux composantes dont l’une représente les états 2p.4/. et l’autre, les états (dégéné- 
Va APS et 2s/2 de plus, l'intervalle de structure fine vaut AErs & 4,5 X 
X eV. 
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11.2. L'énergie potentielle Ur) — —eçp (r) d’une é.Sch. compte 
tenu de l'expression bien connue du potentiel œ (r) d’une sphère 
uniformément chargée (la charge de la sphère est Ze, le rayon À) vaut 


_ Ze r>R 
U (r)=  .. (1) 
— (3-7), r<Rk. 


En représentant l’hamiltonien sous la forme À = À, + V, où 
A 2 2 
Â,— a 


(l’hamiltonien d’un atome hydrogénoïde), on assimile V à une pertur- 
bation. Il est manifeste que 


{ 0, r>R, 
V(r)= Ze: Ze? r® 
Tr. 2R CRE r< À. 


Les f.p. de l’hamiltonien Ë, sont bien connues. En particulier, 
la f.o. d’état fondamental est de la forme (a, = h°/m.e* = 0,53 x 
X 1078 cm) 


Z3 \1/2 me (Ze?}? 
Yo (r) = (53) e-Zrl&, Ef— — ee ) | 


Le déplacement du niveau énergétique d'état fondamental du fait 


de la non-ponctualité du noyau (autrement dit, sous l’action de la 
perturbation V (r)) vaut 
AE= E= | V(r) Vo (nPdr= 

R 

o 9 1 3 : 
re 10 | (4) er 

0 
= 


do ao 


2 . 2 
= ZezR?|V,(0)|? = + 24 


(avec le calcul de l'intégrale on a tenu compte du fait que Ia f.o. 
Y, (r) demeure, ausein du noyau r < R = (10-1°-10-5$) cm, presque 
constante, et c'est pour cette raison qu'on a sorti la grandeur 
[Po (r) &]Y, (0) de sous le signe de l'intégrale). 

La valeur numérique du rapport 


LES /ES| = 22 (à) À & 8107107813 (2) 


(R & 1,5 Z1/3.10-15 cm, voir problème suivant) avec Z = 4 est une 
grandeur de l’ordre de 10-?, ce qui est sensiblement inférieur au 
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rapport analogue pour la correction relativiste : 107% (voir problème 
précédent). 

Au cas de mésoatomes Lu l’effet de la non-ponctualité du noyau 
se manifeste plus fortement. L'estimation du type (2) avec prise 
en compte de la valeur m, = 207 m. aboutit manifestement à 
[EG /E%"| & 3-10" Z8/8 Z 0,2 (pour Z = 27), c'est-à-dire que pour 
des grandes valeurs de Z la non-ponctualité du noyau agit de 
façon sensible sur le spectre du mésoatome y (voir problème suivant). 

11.3. Les niveaux énergétiques et les f.0o. qui leur correspondent 
se déterminent à partir de la solution de l’é.Sch. à énergie potentielle 
U (r) donnée au problème précédent. La solution de l’é.Sch. pour un 
R quelconque est assez rébarbative. Cependant les cas limites per- 
mettent d'obtenir une solution approchée simple. 

Au cas de valeurs suffisamment petites de Z la non-ponctualité 
du noyau est négligeable et les niveaux d'énergie comme les f.o. 
présentent une forme hydrogénoïde banale bien connue (avec subs- 
titution de la masse muonique à l’électronique). Le noyau peut 
être considéré comme ponctuel si À —1,241/3.10-1 cm & 1,523: 
“ 10-18 cm est beaucoup plus petit que le rayon a, — h*/uZe* de la 
première orbite de Bohr du méson de masse p Æ 207m, dans le champ 
d'un noyau ponctuel de charge Ze ; la condition À € a donne Z € 45. 

Dans le cas contraire de À grands (ou Z, voir plus bas) les f.o. 
des niveaux inférieurs se localisent au sein du noyau, et les niveaux 
d'énergie. comme les f.0., se déterminent d’après l'énergie poten- 
tielle du méson au sein du noyau, de forme oscillante U (r) = 
= — pe + 2 r*. Le spectre énergétique et les f.o. d'états sta- 
tionnaires s’obtiennent sans peine sur la base du résultat du problème 
4.25 (voir de même 4.5). Ainsi, les niveaux d'énergie du méson se 
définissent par l'expression 


Ex =—32e2/2R ho (N+3/2)}; N=0,1,..., w,=Y Ze2/nRS. (1) 


Les f.o. se rapportant au niveau (1) se localisent à la distance de 
l'ordre de a que définit la condition 


(Ze2:2R3) a2 = ho, (N + 3/2), c'est-à-dire a = y (2N + 3):h2R3/Zep. 


L'inégalité R > a ou Z 5 250 (pour N = 0) est la condition d’ap- 
plicabilité de l’étude menée. 

Notons que la grandeur w, dans la formule (1) ne dépend pas de Z 
(car R < ZW3); de plus, kw, & 12 MeV, ce qui justifie l’applicabilité 
de l'étude non relativiste. 

Pour des noyaux réels les caractéristiques du cas limite étudié de 
Z >> 250 commencent à se manifester, mais seulement sous forme 
d'une approximation grossière, et, ceci, pour des noyaux les plus 
lourds à Z — 80-100. La solution numérique du problème pour ces 
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noyaux fournit pour la distance caractéristique entre les niveaux 
inférieurs des états 2p et 1s environ 6 MeV (comparer à #w, — 12 MeV 
et à #w, Æ 20 MeV pour le noyau ponctuel de l'uranium), dans ce 
cas le méson d'état fondamental se trouve au sein du noyau avec une 
probabilité d'environ 0,5. 

11.4. Selon l'électrodynamique classique l'interaction de l’élec- 
tron (particule chargée à moment magnétique propre) avec le champ 
magnétique du noyau (le dipôle magnétique) se définit par l’expres- 
sion 


V= —péHoy (r), (1) 


eL 
Bi — Uorb + Mprop= — ©me + Lprop 


[Mnoyr] 


1 
Hnoy = rotA=rot One — {(UnoyV) V — UnoyA} 2e 


La généralisation quantique de l'expression (1) est l'opérateur in- 
teraction V qu’on obtient par substitution aux grandeurs classiques 
d'opérateurs adéquats: 


2 à eh ul 
L— fl,  Uprop > 2peS — EE S; Unoy > Te 


L'opérateur Ÿ se transforme aisément en la forme (V étant un opéra- 
teur hermitien) 


nelle f 3 Lot 8 à 1 
= er Li (ls +254) ( EPAÈEER Gin A |. 


4& 
Centrons l'opérateur V en f.o. Ÿ, (r) du mouvement spatial de 
l’électron en état 1s fondamental. L'intégrale apparaissant avec le 
centrage peut manifestement être représentée ainsi *) 


; ô Go) 1 
| [Fo (r)[? (3 — Sn) AV — Côn- 
Pour déterminer les grandeurs C, effectuons dans cette relation une 
convolution en indices à et À (autrement dit, posons i — À et som- 
*) De fait 

à : x 6° 1 

V | LE: (r) (le + 25h) [ Era _— Sn )— | Y (r) dr. 
Toutefois, l'intégrale comprenant l'opérateur l, est nulle, ce qui s'ensuit de la 


condition AA (r) = 0 et de l'hermiticité de LA (permettant de « transférer » 
son action sur la fonction W® (r)). 


30—01572 
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mons en àë); compte tenu des égalités Ô:, = 3 et ns ne 
Z; 0z, r 
= À L — —4nû (r) on obtient € — = | Y, (0). Finalement, après 
centrage, il vient 
+,  Bneñ a a 23 Z3mie 
pe 1e, OPA) (1ROr- EE -): 


Ÿ est toujours un opérateur dans l’espace des variables de spin de 
l’électron et du noyau. 


Les v.p. de l'opérateur Ÿ définissent les déplacements énergéti- 
ques du niveau fondamental sous l'influence de l'interaction étudiée : 


J—1+1/2 
&nehuto TE 9 
Eurs= 5er |Wo(0)l?- ni (I+1), J=1—1/2 


(J est le moment total du système « noyau + électron », voir 3.34), 
autrement dit, le niveau se désagrège en deux en accord avec les 
valeurs possibles de J = I + 1/2 du moment total. La grandeur de 
la fission hyperfine est 


AEngrs = Eurs (J = 1+ 1/2) — Enps (J = I —1/2) = 
— Amelie 2141) IV Lo 
3mcl (2) 


Pour l'atome d'hydrogène on trouve la valeur numérique de la 
grandeur (2): Avars = AEurs/2nh = 1420 MHz en accord avec la 
valeur expérimentale. 

La comparaison de la grandeur (2) avec l'intervalle de la struc- 


ture fine pour nr = 1 (voir 11.1) donne [AE xrs/AErs| = — 
= 1073, autrement dit, la fission hyperfine est de beaucoup infé- 
rieure à la structure fine. 

11.5. En négligeant l'interaction entre les électrons V — 
— 4/|r, — r,| (on utilise le système d'unités atomiques) la f.o. 
d'état fondamental . l'ion héliogénoïde est de la forme Ÿ — 


= Ÿ, Fr) Von) = o. “e-Ztnitr), Elle correspond au niveau d’éner- 


ie E% = —Z?. La correction de premier ordre à l’énergie du niveau 

(4 8 

vaut 

E — À ie dv, W= A e-22Z (ri+rs) riridridradQidQs rédridradQ dQ, ; (1) 
lri — V'r?+ri—2rire 


Les no de la forme 
dradR1dRar?r2 
| ft) e(r) AE, (2) 


ri+ri—2rira 
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se calculent sans peine de la façon suivante: pour un r, fixé, inté- 
grons en variables angulaires r. en choisissant la direction du vecteur 
r, comme axe polaire; alors, 


| de [ sin 0 d0 dq [ur TiZTa 
lire JO Vri+ri2rin cos 0 Anlrz, Try 
et l'expression (2) prend la forme 


ri 


16n2{ | f(r)rs | etrridrdr+ | etrars 1 (rs) ridridre} 
0 0 


0 


Compte tenu de ce qui a été dit, on trouve de façon assez simple 


e=ari— Br 242 + 2B3+ Gap 
me = Pr Mere RE Richie 8) 
;* rer PidPe 6 ar pe 3) 


L'énergie d'état fondamental en premier ordre du calcul des 
perturbations vaut 


E, œ Es" +E!" — — Z227+ 578, (4) 
et le potentiel d’ionisation constituant la différence entre les énergies 


d'état fondamental de l’ion hydrogénoïde —Z*/2 et de l'ion hélio- 
génoïde E, (4) étudié se détermine par l'expression 


I = (27/2 — 5Z/8) u.a. 
Les valeurs numériques de Z pour quelques ions sont données 
sous forme de tableau (rappelons que 1 u.a. d'énergie 27,2 eV). 


Potentiels d'ionisation I en eV 
des systèmes à deux électrons 


He | Li | Be | ce 
D’après le problème 11.5 20,4 71,4 150 388 
D'après le problème 141.7 23,1 74,0 152 391 
Valeur expérimentale 24,5 75,6 153,6 393 


11.6. La f.o. d'état fondamental d'un système à hamiltonien À, 
A 
est de la forme Ÿ, — = exp [— Zi + r:)] et correspond à 


l'énergie Eÿ” — —Z2,. La perturbation Ÿ est manifestement 


1 1 1 
ep Ris 


80* 
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Les valeurs d’intégrales prises en compte 


1 -2ar LE | -2a(r1tra) dVi1 dVa — SN? 
Î FM ve a? ? * dd Ir —rse| 7 Baf 
(le calcul de la seconde intégrale a été étudié au problème précédent), 
on obtient sans peine la correction de premier ordre au niveau 
d'énergie : 


E — Zett (2Zert — 2Z + 5/8). 


Après avoir choisi Zer sur la base de la condition Eg’ = 0, c'est- 
à-dire Zerr — Z — 5/16, on obtient l’énergie d'état fondamental de 
l'ion à deux électrons sous la forme 


Es & Eg° + Eg” = —(Z — 5/16)° (1) 


(comparer la valeur (1) aux résultats des problèmes précédent et 


suivant). 
11.7. La valeur moyenne de l’hamiltonien d’un ion héliogénoïde 


à 1 Z Z 1 
H = rt) s— n—=rl 
dans l’état décrit par la f.o. de la forme Y = oft X 


X expl—Zerr (r1 + r2)] s'obtient aisément si l'on tient compte de 
la relation 


D La él: jé 


on écrit l’hamiltonien sous la forme 


Fr 1 Zert LE Zett \ 
d- (aa) + (pa 
1 
2e) (+ 
et on se sert des valeurs d’intégrales données au problème précédent : 


E (Zert) . Zett (Zert — 22 + 9/8). 


En minimisant cette expression en Zerr, on obtient la valeur ap- 
prochée de l'énergie d’état fondamental de l'ion héliogénoïde 


— 


on 


To 


1 
Ir —ro|l 


E, = min E (Zerr) = —(Z — 5/16)° (1) 
ainsi que du potentiel d’ionisation du système 
I1= 2/2 —E, = 2°/2 — 5Z/S + 25/256. (2) 


Les valeurs numériques de Z pour quelques ions calculées suivant 
la formule (2) sont données au tableau du problème 11.5. 
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Pour l'ion H- (système « proton + deux électrons ») on a selon 
(1) £o — —0,47. Cette valeur est supérieure à l’énergie d'état fon- 
damental de l'atome d'hydrogène, égale à —0,5. Aussi sur la base 
de ce problème ne peut-on pas conclure à l'existence d'un ion H- 
stable (voir sur cette question le problème suivant). 

11.8. Un calcul simple mais onu peu encombrant donne 


E(a, B)—20° {— Dé LUE 28 + + 
ets | af—Z (a+-8) 
Hop tcp te TRE), (0 


où à partir de la condition de normalisation de Ja f.o. à l'unité 


Le calcul de £ = | Y(r,, r.) Ar ra) dV, dV, pour la f.o. 


indiquée se réduit au calcul de simples intégrales (il est vrai qu’elles 
sont nombreuses et c’est pour cette raison que le calcul devient 
encombrant). Toutes les intégrales rencontrées se réduisent à quatre : 


| e-v dV=4n [ e-\rr2 dr = 8n/Y", 


0 
| e-are-tr av = | (Ve-ar) (Ve-Pr) dV— 


= — 8 | e-(a+B}r dV = — Snaf/(a + B}5, 
| _ e-v dV=4n | e-Yrr dr = 4n/y?, 
0 


-ar:-Brs dV dVa — AGr2 2 (a? +?) 6 
je ‘ Ir —rel 2 (ap (a+) g ap (a+B)* J 


(pour le calcul de la dernière intégrale voir 11.5). 

L'expression (1) peut être utilisée pour un calcul plus détaillé, 
par comparaison au problème précédent, de l'énergie d'état fonda- 
mental de l'ion héliogénoïde par la méthode variationnelle. 

Pour l’ion H” (Z = 1) la valeur (1) de la grandeur E avec &« = 1, 

= 1/4 vaut E — —0,512, ce qui est inférieur à l'énergie d'état 
fondamental de l'atome d'hydrogène, égale à —0,50, et par suite, 
démontre l'existence de l’ion H- stable. La valeur expérimentale de 
l'énergie de cet ion vaut Æ£, = —0,527 u.a. (plus petite que la valeur 


variationnelle de Æ, comme il fallait s’y attendre). 
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11.9. Le rayon de Bohr du mésoatome hydrogénoïde est de 
Mmy/me & 207 fois inférieur au rayon de l'atome électronique, de 
sorte que pour l’électron la présence du muon dans l’atome se ramène 
au blindage de la charge du noyau d’une unité. Il s'avère donc 
évident le choix suivant de l'hamiltonien non perturbé du système 
considéré : 


a 1 1 Z (Z—1) 
Be (the) + (1) 


(en écrivant (1), on a supposé le noyau infiniment lourd; la finalité 
de la masse du noyau peut être prise en compte de façon approchée 
en remplaçant dans (1) la masse du muon par la masse réduite adé- 
quate u = m,M/(m, + M), M étant la masse du noyau, dans cette 
approximation le centre de masse du système considéré coïncide 
avec celui du système « noyau + muon »). 


Les v.p. de l’hamiltonien H, se rapportant au s.d. sont 
Z—1)}3 
En = — gp — de (2) 


(N, n sont les nombres quantiques principaux du muon et de l’élec- 
tron). Il faut toutefois avoir en vue que pour V > 2 les niveaux (2) 
ne sont pas des niveaux vrais de l'énergie du s.d. du système étudié 
« noyau + électron + muon », car en raison de l'interaction du 
muon avec l’électron le système peut s'’ioniser (le muon passe en 
état fondamental à N = 1, tandis que l’électron est éjecté de l’atome 
en vertu de l'effet dit d’'Auger), de sorte que l'expression (2) n'est 
une valeur approchée de l'énergie d’états stationnaires du système 
que pour Ÿ = 1. La forme des f.0. adéquates s'avère évidente. 
11.10. Le problème se résout de façon analogue à 11.4. L'opérateur 
interaction d'électrons avec le champ magnétique du noyau se pré- 


sente sous la forme de deux termes de la somme: V = V, + V., où 


Vice) décrivent l’interaction de chacun des deux électrons avec le 
noyau (voir 11.4). 


En centrant l’opérateur V en f.o. Y(r,, r.) du mouvement spatial 
des électrons en état 2%$S de l'atome d'’hélium, il vient 


5, Bneñu , 
= 3mcl C(S), 


où $ — 8, + 8e est l’opérateur du spin total de deux électrons, 


C= | 1# (0, red, = (IT (rs, 0) dv. 
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Les v.p. de l’opérateur Ÿ définissent les déplacements énergéti- 
ques du niveau (la structure hyperfine). Dans le problème concerné 
S = 4, Z = 1/2; alors 


__ BneñuC 1, J=3/2, 
Eurs= 7 | _9, J=1/2 


(J est le moment total du système « noyau *He + deux électrons »). 
La grandeur de la fission hyperfine est 


AEurs = |Eurs (J = 3/2) — Enrs (J = 1/2) ame, (1) 


En se servant pour laf.o. Y(r,, r.) d’une représentation approchée 
de la forme 


y— ma LY, (rs) Pa (re) — La (rs) La (r2)}, 


où W,,, (r)sont les f.o. d'un atome hydrogénoïde à Z = 2 pour les 
états {s et 2s, il vient 


9 


CF (OP + IE OP) (2) 


(ao étant le rayon de Bohr). 
La valeur numérique de l'énergie de la fission hyperfine, selon 
(1) et (2), s'avère égale à 


Aves —= AEfggrs/2nh = 7300 MHz. 


11.11. Dans les états ortho (para) d’atomes héliogénoïdes le mo- 
ment du mouvement relatif des électrons ne peut prendre que des 
valeurs impaires (paires). 

11.12. Dans l’approximation considérée l'énergie de l'état nL 
d'un atome héliogénoïde constitue une somme d'énergies €, — 
— —7Z*/2 d'état fondamental de l’atome hydrogénoïde de charge du 


noyau Z et €, — —(Z — 1)*/2n° d'état au nombre quantique prin- 
cipal z dans le champ d’une charge protégée Z — 1, c'est-à-dire 
En = —Z2°/2 — (Z — 1)°/2n° (1) 


(dans l’approximation concernée la valeur de l'énergie (1) se rapporte 
aux états ortho et para de l'atome); quant au potentiel d’ionisation, 
il vaut 7, = (Z — 1)°/2n°. 
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Pour les états 2L de l’hélium la valeur approchée du potentiel 
d'ionisation 7, = 0,125 u.a. doit être comparée aux valeurs expéri- 
mentales : 


21P 


| 
Texper | 0,175 | 0,146 0,133 0,124 


Les valeurs expérimentales des potentiels d’ionisation de diffé- 
rents états 3L de l’hélium sont: 


Texper: 10 | 685 | 612 | 580 | 950 | 960 | 999 


tandis que selon le problème concerné 7, — 556-10-4 u.a. 

L’approximation du problème concerné se base en fait sur la 
possibilité de négliger le « recouvrement » de f.o. d'électrons 1s 
et nl (1 = L). Pour nr >> 1 ce fait est assuré par la grande dimension 
de l'orbite de l’électron ni et la faible probabilité de sa présence 
dans le domaine de localisation de l’électron 1s (pour r donné cette 
probabilité est d'autant plus faible qu'est grande la valeur du 
moment de l’électron L ; aussi même pour nr = 2;3et L + 0 les valeurs 
approchées de E,, ZI, du problème concordent-elles bien avec les 
données expérimentales). 

11.13. Les fonctions correctes d’approximation zéro du mouve- 
ment spatial des électrons sont de la forme (compte tenu de l’anti- 
symétrie de la f.o. complète de deux électrons) 


Ve {Y, (ri) y, (r2) + LA (r;) Y, (r2)}; 


ES — 72/2— Z2/8— — 5Z?J8, 
où les signes « + » et « — » se rapportent aux états para et ortho 


respectivement; W,,, (r) sont les f.o. d'états Âs et 2s de l'atome 
hydrogénoïde de charge du noyau Z: 


Pi(r)= El er, WY,(r)= = RU (1 = &) e-Zr/2. 
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La correction de premier ordre aux niveaux d'énergie compensant 
l'interaction des das peut être écrite sous la forme 


EY — | —— l'E 124V, dV,=K +J, 
où les soi-disant intégrales de Coulomb X et d'échange J sont égales à 


= 1 9 
R= | Ps (73) 12 l'E (F2) 12 dV dV, 
“ ‘ L 
J = À PE (1) PE (0) gr Va (2) Va (re) AV, dV 


Compte tenu de la forme explicite des fonctions W, ,(r) on remar- 
que aussitôt que le calcul de X et J se ramène à celui de plusieurs 
intégrales de la forme 


rirz -ari-pr 
Iyn= | AT e-en-brs dV, dV, 


(k, rn étant des entiers). Ces intégrales se calculent facilement, car on 
a la relation 


ee (— 1)4+7 ô | € 


dah op Ir — rl 


—Gr1—Prs 


dv, av, = 


, ô 
=(— 1) —— _—. EL 27 Lo. o? 
quant à l'intégrale 7, ,, elle a été calculée dans 11.5 et vaut 


1.0= | LT qy, ay, = 32n2| 


Ir —r2l 


+ 


= He | 
œpr(a+8) ‘ aB(a+Bp J' 


Ün calcul simple mais long donne X = VA J = _. Z. 

Respectivement, en premier ordre du calcul des perturbations 
les valeurs des niveaux énergétiques et des potentiels d’ionisation 
d'états 25S et 215 a héliogénoïdes sont 


E(2S)=—+2+ 07, E(2s=- ir 2, 
1) 
137 Z3 169 ( 
LPS) = 729 2 1 2S)= + 7 Z. 


Les valeurs numériques de Z pour l'atome d’hélium et l'ion de 
lithium Li* sont selon (1) 


Te (2°S) Æ 0,125 u.a. = 3,40 eV, 
Ie (2'S) Æ 0,037 u.a. = 1,00 eV, 
Tue (298) & 0,56 u.a. Æ 15,2 eV, 
Iu (215) & 0,43 u.a. = 11,7 eV. 
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L'’importante différence entre les valeurs calculée et expérimen- 
tale de 7 (surtout pour l’atome d’hélium) témoigne d’une malencon- 


treuse « partition » de l’hamiltonien en partie non perturbée À et 


en perturbation V. On le saisit aussitôt si l’on tient compte du fait 
que dans les états excités d’atome héliogénoïde un des électrons 
{({s) se situe, en moyenne, beaucoup plus près du noyau que le second 
(en état excité) et protège partiellement la charge du noyau (comparer 
au résultat du problème précédent). Au cas d’un noyau de charge 
suffisamment petite Z cette protection de sa charge par l'électron 
4s se manifeste fortement sur le mouvement de l’électron en état 
excité. 

11.14. La partie spatiale normée de la f.o. d'état 2°S du système 
selon les conditions du problème est de la forme 


YF (rs, ra) = 75 (Pa (1) Pa (F9) — Va (F1) Ya (ra), (1) 


où W,..(r) représentent les f.o. d'états {s et 2s d’un atome hydro- 
génoïde de charge du noyau Zeÿr: 


Zért —£ert” 
A EP 
Zerr 
8x 


(2) 


Y, — (1 = Zur) e”Zertr/2, 


Pour le calcul de la valeur moyenne de l’énergie d'état décrit par 
la f.o. (1) il est commode d'écrire l’hamiltonien du système sous la 
forme 


) Zett__ Zetr }— 


1, 1 à Bus 
Gen (+) + ++ 
Vu que la f.o. (1) est la f.p. de l’hamiltonien À, on a 


Âi={—+ (A+ A,) — it — Sete} — + Zarr. (4) 


re 


La valeur moyenne de l’opérateur H . Selon le théorème du viriel vaut 


7 Le 5 
À (RE RE) = — LE Zerr (2 — Zee (5) 
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La valeur moyenne de l'opérateur FH, peut être écrite sous la forme 


5 __1 
Real ÿ 
où 
na 2 dVi dVe e 
K= | Win) ir) () 
V, dV 
J= À Wi (3) We (ra) Vi (72) Pa (ro) LS. (8) 


Compte tenu de la forme explicite des f.0o. W, . on est en mesure 
de calculer sans peine les intégrales dans (7), (8) (voir sur la question 
11.13) : 


» 17 16 
K= Zen J=-55 Let. (9) 
Donc, 


 , 5 137 
E=H;+H+ H3=— ètre Zler +55 2er 
et en minimisant cette valeur de Æ en paramètre Z.. on obtient 


sans peine la valeur variationnelle de l'énergie d'état 2%$S de l’atome 
héliogénoïde 


E(#S)=minE-- + (2-25) & —+(7— 0,150) 


(c'est-à-dire que Z,rr Æ Z — 0,150) et le potentiel d’ionisation d'état 
25S 


I (258) = (2— 0,150): Z. (10) 


Selon (10) on a Z = 0,139 u.a. pour l'atome d’hélium et I — 
— 0,576 u.a. pour l'ion Li*; ces valeurs doivent être comparées aux 
valeurs expérimentales, respectivement égales à 0,175 et 0,605. 

11.15. Pour que l’état de l’atome héliogénoïde correspondant à la 
configuration électronique #’l", nl soit stable relativement à l’ioni- 
sation de l'atome, son énergie E(n'l’, nl) doit être inférieure à 
l'énergie E, — —Z?/2 d'état fondamental de l’atome hydrogénoïde 
correspondant. 

On remarque aussitôt qu'en négligeant l'interaction entre les 
électrons, quand 


E(n',n) = —1/,2%({/n"° + A/n°), (1) 
l'énergie d’état dans lequel les deux électrons sont excités (n°, r > 2) 


ne satisfait pas à la condition de stabilité du système. Il s’avère 
évident que la prise en compte de l'interaction entre les électrons, 
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s'exprimant sous forme de répulsion, ne fait qu'accroître l'énergie 
du système, et, par suite, la conclusion sur l'instabilité d'états du 
système héliogénoïde répondant à la configuration électronique à 
deux électrons excités se confirme. 

La démonstration formelle du fait que la prise en compte de l’in- 
teraction entre les électrons conduit à l'élévation de niveaux énergé- 
tiques du système s'obtient aisément de la façon suivante. Soit 
l'hamiltonien 

A= <a) -Ls te 
L 4 r Ir, —r,| ? 


9 
1 


dont les v.p. E(B), se rapportant au s.d.. pour B = 1 représentent 
les niveaux d'énergie d’un atome héliogénoïde réel, et pour B = 0 se 
définissent par l'expression (1). En s’appuyant sur le résultat du pro- 
blème 1.28, il vient 


ce qu'il fallait démontrer. 

11.16. Le problème se résout de façon analogue au précédent. 
Pour que l’état de l’atome lithiogénoïde répondant à la configuration 
électronique rl, Role, Nala Soit stable, son énergie doit être infé- 
rieure à l'énergie E, d'état fondamental de l’atome héliogénoïde cor- 
respondant: ÆElnil;, Role, Nalz) < Eo. En négligeant l'interaction 
des électrons, on a 


E(n,, no, n3) = —1/,2?( ini + 1/ni + 1/ni). (1) 


La valeur minimale de l'énergie (1) d'états dans lesquels seul un 
électron se trouve en état fondamental (et deux autres en état excité) 
est Ein — —32°/4 (il lui correspond les nombres quantiques 
nn = 1,7, — n3 = 2). Onse convainc sans peine que pour Z > 3 on 
a l'inégalité Emin > —(Z — 5/16)° > E, (on s'est servi du résultat 
obtenu dans le problème 11.7) d’où s'ensuit l'instabilité d'états des 
atomes lithiogénoïdes dont deux électrons sont excités relativement 
à l’ionisation du système (sur la prise en compte de l'interaction des 
électrons voir problème précédent). 

11.17. L'énergie d’état d’un atome lithiogénoïde à configuration 
électronique ({s)*r! peut être représentée de façon approchée sous 
forme d’une somme de deux termes: Æ,, l'énergie d'état fondamen- 
tal de l'atome héliogénoïde correspondant opposée à deux électrons 
d'état 1s et l'énergie de l’électron ni dans le champ coulombien du 
noyau dont la charge est protégée par deux électrons, c'est-à-dire 


En = Eo — (Z — 2)/2n?. 
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En cette approximation le potentiel d’ionisation est égal à 7, — 
— (Z — 2)°/2n°. Sa valeur numérique pour les états S et P inférieurs 
(en énergie) de l’atome de lithium est identique et vaut 7, = 1/8 — 
— 0,125 u.a. & 8,40 eV, tandis que les valeurs expérimentales sont 
I(S) = 5,37 eV et I(P) = 3.52 eV. Il est utile de comparer la 
solution de ce problème à celle du problème 11.12. 

11.18. L’hamiltonien d'un atome à trois électrons 


3 
$ 1 Z 1 
B= 5 (-ra-s)+5 5 S 
a= À a<b 
tandis que la configuration électronique de l’état fondamental est 
(15)°2s. 
En accord avec les conditions du problème, on choisit les f.0. à 
électron unique d'électrons 1s et 2s sous la forme 


Z° 
p = VA e-2err 
0 EL F 


EI Zettr —Z,eer/2 @) 

eV a (1 -) ete, 

a) Cherchons E (Zerr) pour l’état décrit par la f.o. 
Ÿ = Ÿ, (") Ÿ, (re) ÿ, (rs) % (3) 


où x est la partie de spin de la f.o., et, en minimisant la valeur 
obtenue en paramètre Z,/r, on aboutit à la valeur approchée de l’éner- 
gie d’état fondamental de l’atome par la méthode variationnelle: 
E, = min Æ£ (Zert). 

Avant de passer aux calculs, notons plusieurs faits importants. 

Strictement parlant, la f.0. (3) ne décrit aucun état physiquement 
réalisable d'un système à trois électrons, car pour aucun choix de la 
fonction de spin z cette f.o. ne satisfait manifestement à la con- 
dition de son antisymétrie relativement à la permutation de variables 
de deux fermions (électrons) quelconques identiques. Il est aisé d’obte- 
nir la f.o. du système à symétrie exigée en choisissant par exemple 


x sous la forme 
h (,) (d) . 
2 —\0),(1/,\o). ( 


4 
(() est la f.o. de spin de l’a-ième particule à valeur déterminée s, — 
a 


—= +1/2, etc. |et en effectuant l’antisymétrisation standard de la 


f.o. (voir plus loin). Or, bien que l'obtention de la f.0. « correcte » 
ne présente pas en elle-même de difficultés, les calculs avec une telle 
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f.o. deviennent plus difficiles. En ce sens le calcul de la grandeur E,, 
avec utilisation de la f.o. (3) de forme « plus simple », s'appuie sur 
l'hypothèse suivant laquelle on peut négliger l’antisymétrisation de 
la f.o. (et, partant, l'étude successive d'effets d'échange dans l’ap- 
proximation adoptée). Sous ce rapport il faut souligner que l’utilisa- 
tion de la f.o. (3) non antisymétrisée ne signifie aucunement qu’on 
néglige complètement les effets d'échange liés à l'identité des parti- 
cules : son choix en guise de la f.o. d'état fondamental du système 
de trois électrons traduit déjà efficacement le fait que les électrons 
sont des fermions identiques. En effet, la f.o. (3) tient déjà compte du 
principe de Pauli, car le niveau uniparticulaire inférieur Âs n’est 
occupé que par deux électrons des trois. Dans cette situation pour 
un atome hypothétique comprenant à la place d'électrons des par- 
ticules démunies de spin, les bosons, il aurait fallu prendre en guise 
de la f.o. d'état fondamental 


E = 4, (r1) D, (re) Ÿ, (rs). 


Les calculs menés avec cette f.o. n’ont manifestement aucun rapport 
avec les atomes électroniques habituels. 


Passons au calcul de Æ£. Pour cela représentons l’hamiltonien 
sous la forme 


MP ue Dar D 2 + re )t2 ur 


(5) 
Vu que 
A Z Ze Z 
(— = ] Ÿ Yo 1? €o — =, Ey — a , (6) 
on a 
Aa Z _ 


Ensuite, la valeur moyenne 


Z—2 Z Z—2Z 9 
Er 2 (— er. Zn) = = 2 (289 + 84) = — + Zett (Z — Zert) (8) 


se déduit Pre du théorème du viriel. 
Enfin, la valeur moyenne de la dernière somme de l'expression 
(5) est égale à 


D = Ai 2, 


ra —rbl 
a<b 
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où 
2 dVidVe 
Æi= | Io(rE life (re LES 
_ Zett | e ne AE 
EE Ir —rol 
dVi dVa 
ri —rs| 


dv, dv; 7. À eff 
(9) 


Ka = | Ib (1) 12 Ia C3) = Zur 


(l'intégrale X, a été calculée dans 11.5, et X, dans 11.13). 
En définitive on obtient 


E (Zen) = + [Zn —2 (24e) Zu]. 


En minimisant suivant le paramètre Z,rr, on obtient la valeur varia- 
tionnelle cherchée de l'énergie d'état fondamental: 


677 


a 9 
Ep, var = min E (Zerr) = Rr: (z— 1458 


\ = — (2 —0,4643). 
(10) 
La valeur numérique de (10) pour l’atome de lithium (Z = 3) vaut 
Es, var Æ —7,235 u.a. 


b) La f.0. d’un système à trois électrons, obtenue par antisymétri- 
sation standard de la f.0. (3) avec x sous forme (4), s'établit d’après le 
déterminant connu 


Yo(r)a(1) Y(r2)a&(2) Vo(rs) « (3) 
Yo (r1)B (1) o(r2)B (2) Vo(rs) B (3) |, (11) 
W(r)@(1) Yr)a(2) vi (rs) & (3) 


Led 


y — 


1 
v31 


où &œ — : |: B = ( x ] sont les fonctions de spin. La f.0. (11) décrit 


l’état de l’atome au spin total S$ = 1/2 et S, = +1/2; il est mani- 
feste de même que L = 0 (le terme fondamental *S). 
Pour calculer la valeur moyenne de l'hamiltonien (5) dans l'état 


décrit par la f.o. W (11) notons que les valeurs moyennes de la pre- 
mière et de la seconde sommes de (5) sont identiques à celles d'avant 
l’antisymétrisation de la f.o., autrement dit se déterminent d'après 
les expressions (7) et (8). Pour le calcul de l'énergie moyenne d'’inte- 
raction mutuelle des électrons il suffit donc de trouver fr, — r,|" 
et de multiplier cette valeur par 3. 
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Ecrivons la forme explicite de la f.o. (11): 


V7 {io (4) a (1) be (2) B (2) bi (8) & (8)+ 
11) 

+ Ÿo (1) B (1) 2 (2) & (2) o (3) æ (3) + 

+ (1) œ (1) Vo (2) & (2) o (3) B (3) — 

— Ÿ (1) a (1) Vo (2) B (2) Yo (3) & (3) — 

— Yo (1) « (1) ÿ (2) & (2) o (3) B (3) — 
— Vo (1) B (1) Vo (2) æ (2) ÿ1 (3) « (3)}. 
La détermination de 1 — = | ÿ+ Re Ÿ dr in- 
clut le calcul de 6 X 6 = 36 intégrales. Mais vu l’orthogonalité des 
fonctions 1, et W., &« et B, on remarque aussitôt que beaucoup de ces 


intégrales sont nulles, tandis que les intégrales différentes de zéro 
sont égales à 


A rire "t 11) (61 16) Ÿ lo (r1)18 fo (ra) EE = 4, 
{2| [ri —r |"! |2) = (3| or |3) = (4 ue |4) =(9] se [9) = 
— | Po (F1) 1° Ds (ro) = 2 


(1 lri—rl"113)={31 ... 15) — 
_ | V0 (71) 41 (r4) ——— Vo (72) Yi (r2) dVidVa= —J, 


où X;,, K, se déterminent d’après les expressions (9), tandis que 
l'intégrale d'échange J = (16/729) Zerr a été calculée dans 11.13. 

L'expression définitive de l'énergie potentielle moyenne d'’in- 
teraction mutuelle des électrons est de la forme 


1 


; 5965 
2 Îra—rol = 3. (2K,+4K,—2J)= Zesr 
a< 


5832 


et la valeur moyenne de E s'avère égale à 


E (Zen) =+ | Zhr—2 (2-5) Zen |. 
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En minimisant £ en paramètre Zefr, on obtient la valeur variation- 
nelle d'énergie d’état fondamental : 


g 5965 \2 de ; 


E,, 1 Ÿ or PE 


La valeur numérique de (12) pour l’atome de lithium est 
E, var VA —7,245 U.a. (13) 


Les résultats (12) et (13) obtenus ne different que de peu de ceux 
établis au point a) avec une f.o. plus simple. 
11.19. à) 1P,5 SPogss D) So; ‘P,: 1D,; 8,5 Po; 
Din; ©) Pis 1D,5 Far “Pose SDinss Fois. 
11.20. à) "So; D; “Posss D) Pipes Dapespes *“Sapes 
: , 40. à 3 


dans les cas a) - d). 

11.21. La configuration électronique d'état fondamental de l’atome 
d'azote est de la forme (1s)*(2s)*(2p)° et le terme normal (voir 
problème précédent) “S:,. Idem, dans le cas d’atome de chlore: 
(15) (25) (2p) (35) (3pŸ et “Pa. 

Les configurations électroniques d'ions d'éléments étudiés qui 
se rapportent aux groupes principaux sont identiques à celles 
d’atomes correspondants d'éléments précédents (C et S), c’est-à-dire 


(1s)*(2s5)*(2p)* et le terme normal *P, pour l'ion N*, 
(1s)*(2s)*(2p)$(3s)*(3p)*, “PA pour l'ion Ci. 


11.22. Vu que la parité d'état d’une particule à moment [ est 
(—1)! et la parité est une grandeur multiplicative (la parité du systè- 
me est égale au produit de parités constituantes de ses sous-systèmes 
et c'est pourquoi la parité des systèmes d'électrons formant une 
couche remplie est positive), il est manifeste que la parité Z vaut: 
a)1= +1; b)1—=(—1}; c) 1 = +1; d) 7 = (—1}. 

11.23. La f.o. de deux électrons doit être antisymétrique relative- 
ment à la permutation des variables de spin et d'espace des deux 
particules. Compte tenu de ce que la dépendance radiale des f.0o. 
de deux électrons équivalents est symétrique par rapport à la permu- 
tation des variables r, et r., le caractère de symétrie de la partie 
de spin de laf.o. dépend de la valeur S du spin total (pour S$ = 0 
la f.o. de spin est antisymétrique, tandis que pour S = 1 elle est 
symétrique relativement à la permutation des variables de spin), 
tandis que le caractère de symétrie de la dépendance angulaire de 
la f.o. est régi par la valeur L du moment total (voir 3.39), on trouve 


31-01572 
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sans peine les valeurs S et Z des termes atomiques possibles de la 
configuration (nl)°: 


S — 0, L = 21, 21 — 2, 21 — 4, ..., O (termes singulets), 
S—1, L—=21— 1,21 —3,...,1 (termes triplets, / = 0). 


11.24. La valeur au maximum possible de la projection] S. du 
spin total du système d'électrons étudiés et la valeur au maximum 
possible de la projection L, du moment orbital total se déterminent 
d’après la répartition des électrons suivant les états suivants à valeurs 
fixées des grandeurs !,, s,: 


l, 4/25 1—1,1/2; 1—2,1/2;...;, l1—k+1, 1/2 


(on pose pour l'instant que k < 21 + 1, c’est-à-dire que la couche 
n’est remplie qu’à moitié au plus; voir plus loin). Il est évident que 
S'inax = (Sz)max = À/2 

et 
k=1 
_ k(2+ IR) 


Lmax — (L:)max — D (l— n) 9 


Lo] 
n=-0 


Les valeurs obtenues de Sinaxs Lmax définissent les nombres 
quantiques S, Z du terme normal, alors la valeur du moment total 
vaut J =IL — S| =|Ly,, — Shaxl (la couche n'est remplie qu’à 
moitié au plus). 

Pour k >> 21 + 1 (la couche est remplie plus qu'a moitié) les 
valeurs $, Z du terme principal s’obtiennent à l’aide des expressions 
établies plus haut pour k < 21 + 1 et où k doit être remplacé par 
[2 (27 + 1) — k]l; alors, la valeur du moment total de l'atome vaut 
J=L+S. 

11.25. Aux conditions du problème le nombre de différents états 
indépendants d'électrons particuliers (de la couche ni) est 2 (21 + 1). 
Le nombre de procédés permettant de placer en ces états k électrons, 
compte tenu du principe de Pauli, vaut 

C* ___12(2+1)]1! 
2CH 0 LI [2(2H1)—EA]I 


et constitue le nombre cherché d'états différents de l’atome à confi- 
guration électronique (rl). 

11.26. La partie de spin de la f.o. d’état de trois électrons à spin 
total S = 3/2 est symétrique relativement à la permutation des 
variables de spin de toutes deux particules (voir 5.32). En vertu de 
l'équivalence des électrons la dépendance radiale de la f.o. est égale- 
ment symétrique, c’est-à-dire que la f.0. ne varie pas avec la permu- 
tation des variables radiales r, des électrons. Aussi en accord avec 
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le principe de Pauli la dépendance angulaire de la f.o. doit-elle être 
antisymétrique relativement à la permutation des variables angulaires 
de tous deux électrons. La dépendance angulaire de la f.0. se détermi- 
ne de façon univoque lorsque sont donnés les nombres quantiques 
Mr Mes M3, Qui Sont les projections des moments orbitaux d'électrons 
particuliers, tandis que le caractère antisymétrique de cette dépen- 
dance exige que ces nombres m, soient différents. Compte tenu des 
valeurs possibles des grandeurs m,, on saisit aussitôt que le nombre 
d'états différents dans l’espace de variables angulaires vaut (=> 1) 


3 (21+1)! 
Cu = 52? (1) 


tandis que le nombre cherché d'états de l’atome s'obtient par multi- 
plication de (1) par 4 (nombre d'états de spin différents). 

11.27. La partie spatiale de la f.o. d'états stationnaires de l’atome 
est de la forme 


Vans (07) Wa (ra) À Wa (rs) Vi (ra)}, (1) 


où les signes « + » et « — » se rapportent respectivement aux états 
singulets et triplets de l’atome, W, (r) et W, (r) représentant les f.o. 
d'électrons ns et n'l (strictement parlant, l’expression (1) constitue 
la partie de la f.0. liée aux électronsse trouvant en dehors des couches 
remplies; quant aux électrons des couches remplies, ils ne sont pas 
explicitement étudiés, mais leur présence se manifeste effectivement 
dans la forme concrète des f.o. W,,. définie par le champ self-con- 
sistent). 

Quand on néglige l'interaction des électrons ns et n'l, la f.o. (1) 
répond à la même énergie dont la variation du fait de l’interaction des 
électrons vaut 


E;:=K+1J, (2) 
où l'intégrale d'échange 


J= ||) VE) Pire) Per) Vide (@) 


détermine la fission énergétique des termes singulet et triplet. 

Montrons que J >= 0. Notant que sans restreindre la généralité 
on peut considérer la f.o. Ÿ, comme réelle et représenter Ÿ, sous la 
forme Y, — #1 + i%+, YX12 étant des fonctions réelles, récrivons 
l'expression (3) sous la forme 


J = | | —— WW ri) Wire) a (rs) a (re) + 


+ La (rs) 42 (r2)} dVi dVs. (4) 
31* 
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La nature positive de l'expression (4) s'ensuit des formules d'électro- 
statique connues de l'énergie du champ électrostatique créé par la 
répartition de la charge à densité volumétrique p(r): 


W=— | E2 (r) dV + | œ(r)p(r) dV — 


1 1 , ? 


Ainsi, J = 0 et de (2) s'ensuit l’assertion du problème. 
11.28. La f.o. normée d'un électron particulier est de la forme 


Ye (ang; n=£2, jar=1. 


La partie spatiale de la f.o. d’un système de deux électrons np à 
valeur fixée Z du moment orbital total peut se représenter sous la 
forme 


Vz (fu le) = dir (L) Rien Q(r1) Q(re); (1) 


où les propriétés du tenseur a;, (L) dépendent de la valeur L: 


3 
V ins Lr=Ù (terme S), 


f 9 ; 
dix = V 55e End ; [b|° — 1. L—î1 (terme P), (2) 


] 
RTE ai; = 0, GinQik = GnE » L—2 (terme D) 


(notons que selon (1) et (2) les f.o. des termes S et D sont symétriques 
relativement à la permutation des variables spatiales des électrons, 
et, partant, ces termes sont des singulets, le terme P étant un triplet). 

Si l’on néglige l'interaction des électrons tous les termes sont 
doués de la même énergie dont la variation par interaction 


cb : 1 
Er = \ RSAUT FT av, 


peut s’écrire sous la forme 
co Te 
EF" = 2a;;aî»n | dr, dr,riri®® (rs) p2 (72) x 
0 0 
” ( \ PATES dQ21 dQ . (3 
 " r+rS —2rironine 
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Exécutons dans (3) l'intégration en variables angulaires du pre- 
mier électron. En représentant l'intégrale qui y entre sous la forme 


niinit dQ: 
Vri+ri—2rirenine L 0e (4) 


et procédant une fois à la convolution de l'expression (4) en indices 
i et Let, ensuite, en multipliant les deux membres de cette relation 
Par Noifey, ON Obtient respectivement 


1 
34+B— | + (rappelons que r,>r:), 
21 LIN ERT ee : 


! (5) 
É 272? d: E4 2 2 

A B — ———__— me — 4 : A 

l : Vri+ri—2rnrez 9" Gretri) 


] 


(en calculant les intégrales en 6,, p, il est commode de placer l’axe 
polaire suivant le vecteur n:). 

Ensuite, effectuons l'intégration en variables angulaires du 
second électron compte tenu des relations connues 


Î niny dQ = + On | nn lim dQ = = (O;xÔtm + Ô;0um + ÔmÔxt) - 


En définitive l'expression (3) prend la forme 


Ex” = 2aix (L) aîn (L) | dre | driririg® (rs) @® (r2) > 


0 0 
X [+ GaôamÀ + LE (1 Ô1m + Oi0ùm + Bimôk1) B |. (6) 


Compte tenu de l'expression explicite (2) des composantes du 
tenseur a/, en états à valeur fixée L et des valeurs À, B, on est en 
mesure de représenter, selon (5), la formule (6) sous la forme 


Ei"=2 | dr, | drirérag® (r1) œ° (r2) [ 1 + b2 |: (7) 
ri) pi) £ 
où 
1/4, L — (, 
bi. —= Fi 1'8, L = l, (8) 
1,40, L—2 


Selon (7) et (8) les énergies des termes satisfont à la condition 
EO(P) < EM(D) < ENS), 


et le terme normal est “P en accord à la règle de Hund. 
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Notons que de (7), (8) s'ensuit la relation 


E(D)—EGP) _ 2 06 
EGS—EUD) 3 © 001 6) 
des niveaux énergétiques de termes liés à la configuration (np}°, qui 
est intéressante du fait qu'elle ne dépend pas de la forme concrète de 
la f.o. de l’électron np au sein de l’atome, aussi peut-elle être utilisée 
en guise de critère du degré de précision de l’approximation étudiée. 
Sous ce rapport indiquons que pour l’atome **Ge possédant la confi- 
guration électronique (4p)° en plus des couches remplies la valeur 
expérimentale de la relation (9) est 0,77. 

11.29. Comme on le sait, dans le modèle de Thomas-Fermi la 
distribution spatiale des électrons dans un atome neutre est décrite 
par la densité volumétrique n (r) de la forme 


_ 3272 ES x (x) F, Li 


"OÙ 2 


où Z est la charge du noyau, b = ‘/2: (3x/4)°/3 & 0,885, # (x) la 
fonction universelle du modèle. La fonction n (r) est normée sur le 
nombre total d'électrons, égal à Z, c’est-à-dire L (r) dV = Z, aussi 


la fonction 


à 


w(r) =Tn (r) (1) 


a-t-elle le sens de la fonction de distribution en coordonnées de 
l'électron particulier. Ce fait pris en compte, on obtient sans peine 


ri — \ rw (r) dW=+ | n(r)r"tidr=C,Z"S, (2) 


Con [ane [LG A, (3) 
a 


En particulier, r «> Z-{/$, c'est-à-dire les électrons se trouvent 
en moyenne à la distance du noyau décroissant avec l'augmentation 
de Z comme Z”'#, 

La fonction y (x) pour zx — est de la forme % c x et à partir 


de (3) il s'ensuit que pour nr > 3 on a r”" — oc. Ce résultat est la 
propriété du modèle aboutissant à une décroissance trop lente de 
n (r) à des grandes distances, où, comme on le sait, il n’est plus 
applicable (dans les atomes réels la densité électronique diminue 


de façon exponentielle à des grandes distances). 
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11.30. Comme il est connu, dans le modèle de Thomas-Fermi la 
valeur maximale p, (r) de l’impulsion d'électrons au point r est liée 
à la densité volumétrique des électrons n (r) par la relation 


__ 327? | 4 (x) qe 2 #21 
— 9x z RENTE 


où % (x) est la fonction universelle du modèle. En récrivant cette 
relation sous la forme 


3n pà 2/3 
f(= 19 (SD) y, (1) 


introduisons la fonction g (y), inverse de la fonction y = f (x): 
z = f"" (y) = 8 (y). (2) 


Vu que la fonction 4 (x)/r, comme d’ailleurs # (x), est une fonction 
de la variable x décroissant de façon monotone, la fonction g (y)est 
parfaitement définie et monotone (notons que g (0) = co, g (oo) = Ü). 

Dans le modèle de Thomas-Fermi le mouvement des électrons 
dans un champ self-consistent s’étudie par l'approche quasi classique, 
tous les nombres d'occupation d'états du s.d. valant 1. Comme le 
nombre d'états est égal à 


._ 247 _ 2AVqWp : 
AA = (225 —— (np (À mn 1); 
avec le choix de AV, = d'p et de AV, au sein duquel les électrons 
peuvent posséder l'impulsion p, la grandeur A a le sens du nombre 
d'électrons dont les impulsions se disposent dans l'intervalle adéquat 
dép. La valeur AV, s'obtient aisément à partir des relations (1), (2): 


EEE A SIC IR 


et l'expression définitive de la distribution des électrons en impul- 
sions dans le modèle de Thomas-Fermi prend la forme (b = (3x/4)°/3/2) 


än = {e[ (SE) I} (3) 


D'après le sens de la déduction la distribution (3) est normée sur le 


nombre total d'électrons | an (p) = Z (cela peut être démontré 


ET ; 1 s 
directement). Aussi l'expression dw — + dr constitue-t—lle la 


488 ATOMES ET MOLÉCULES (CH. 11 


fonction de distribution en impulsions d'électrons particuliers. 
On trouve sans peine 


ni — | p" dw — CuZ2n3, (4) 
où 
s 13 \m(., ; 
y =— ( — | 20883 (22/3) dx. 
0 


Selon la formule (4) la grandeur caractéristique de l'impulsion 
de l'électron croît dans l’atome avec l'augmentation de Z propor- 
tionnellement à Z*/3. Ce résultat aurait pu être obtenu plus simple- 
ment (sans passer par l'étude de la distribution des électrons en 
impulsions) en recourant au théorème du viriel et en tenant compte 
de ce que d’après le problème précédent les distances caractéristiques 
sont dans l’atome proportionnelles à Z-!/3%. On invite le lecteur 
à effectuer par lui-même les estimations adéquates. 

11.31. Compte tenu de ce que les distances caractéristiques dans 
l'atome décroissent avec l’augmentation de Z comme Z-!/5 et les 
impulsions des électrons croissent proportionnellement à Z°/ (voir 
les deux problèmes précédents), on trouve sans peine: 


a) lear  FearPcar © ZTMSZUS = ZUS; 


b) l'énergie d'interaction des électrons avec le noyau Le 507 
nm —2 — —Z2%!3; l'énergie d'interaction de deux électrons 
car 


est une grandeur de l’ordre de 1/rcar 2° Zl/3, tandis que l'énergie 
totale d'interaction de tous les électrons U,, — ZZU3 = Z'i# (le 
nombre de paires d'électrons est Z (Z — 1)/2, tandis que Z 5 1); 
l'énergie cinétique de tous les électrons est proportionnelle à 7, — 
 ZPéar © Z'%. Donc, l'énergie totale de l’atome et celle d’ionisa- 
tion totale, qui lui est égale en grandeur mais de signe opposé, présen- 
tent dans le modèle de Thomas-Fermi une dépendance de Z de 
la forme Eion tot © Z7/5. 

11.32. Les niveaux d'énergie d'électrons s se déterminent par la 


règle quasi classique de quantification (U = — (r)) 
[VIE FpUidræn(n+ y). (1) 
0 


D'après le sens de la distribution de Thomas-Fermi (un électron 
par état) le nombre d'électrons s est égal au double (le spin pris en 
compte) du nombre de valeurs (7 + y) pour lesquelles £, < Enax, 
Où E max est la valeur maximale de l’énergie totale de l’électron de 


SOLUTIONS 489 


Thomas-Fermi. Pour un atome neutre cette valeur est nulle, de sorte 
que r, — ©. Aussi la valeur maximale ra, se détermine-t-elle à par- 
tir de l'égalité 

OO 


Pmas © 7 | V2 Ur 2 
0 


F1 4 
(on a négligé la grandeur y — 1 dans l’expression (1), vu que l'étude 
menée suppose rz > 1). En passant aux unités de Thoma -Fermi: 


r = xbZW8, b — 0,885,  (r) — 27 4e), on obtient la solution 
du problème 


n(E= 0) & nm = V2 21 | V2 ar 70. 
0 


11.33. Dans le modèle de Thomas-Fermi l’énergie cinétique 
maximale des électrons au point r est 


T'mox = + l3rn (r)1?/8, 


et comme l'énergie cinétique moyenne est égale à T = */5T'max, 
l'énergie cinétique de tous les électrons de l’atome est 


T= À (82) | n/3 (r) dV. (1) 


Le potentiel œe (0) créé par les électrons à l’origine des coordon- 
nées r — 0, où se trouve le noyau, ainsi que l'énergie de leur interac- 
tion avec le noyau valent 


Ue noy = ZPe (0) = —Z | 2 dv. (2} 


L'énergie d'interaction des électrons se détermine sur la base 
de l’expression connue de l’électrostatique 


1 Z 37°)?2/3 : 

Ue=g) pepe + | av EC (nm (av (3) 
dans laquelle il a été tenu compte de ce que p.= —n(r), @—= 
= Z __ 1 2n)2/3 — Z 
=p——=- (31°n) rs. 

Il s'ensuit de façon élémentaire de (1)-(3) la relation 
OT + EU, + SU, n0ÿ = 0, (4) 
et compte tenu du théorème du viriel 
E = T + Use + Us noy = —T (5) 
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{notons que les grandeurs T, Use, Ue no ont le sens de moyennes 
quantiques en approximation quasi classique), on obtient sans 
peine 


D 7 3Z 3 
E— — Eion tot = ÜUenoy = Pe (0), Er U noy: 
: RE 
U ee 7 Us n0Y° 
Compte tenu de la valeur qe (0) — —1,80Z/, on aboutit à 


l'énergie d’ionisation totale de l’atome neutre dans le modèle de 
Thomas-Fermi: Æ£ion tot & 0,77Z27%8 u.a. & 21,077 eV. 

11.34. Cherchons l'expression de l'énergie de l’atome à charge 
du noyau Z en approximation quasi classique au moyen de la densité 
volumétrique des électrons 7 (r) (qui doit être déterminéel). L’éner- 
gie d'interaction des électrons] UV... entre eux et avec le noyau Ue ñoy 
se détermine sur la base des formules bien connues de l’électro- 
statique : 


= 7 EE O0 qy. 


Ue=z | | 2OPOD qy av’ = DA EU paye (1) 


J r—r] [r—r| 


L'énergie cinétique des électrons se détermine à partir de la 
condition de leur distribution avec les nombres d'occupation nr, = 1 
suivant les états énergétiques inférieurs au sein d’un champ électro- 
statique self-consistent (qui doit également être déterminé!) et 
vaut 


3 a e 
T= + (312) | n%/3 (r) dV (2) 


{cette expression de 7 est le corollaire direct de la formule quasi 

classique du nombre d'états de l’électron AW = 2AT/(2x)$ — 

= 2 AV, AV,/(2n), qui pour AV, = 1 et AV, = 4npiax/3 lie la 

densité du nombre de particules r = AN à Prax; P° = 3/5Phax)e 
Bref, l’énergie de l’atome (ou de l’ion) prend la forme 


3(372)°/5 
10 


E [n (r)]= jrs av—2 |Æav+ 


1 : , 
++ {| LORD ay av’. (3) 


Ir — 


La variation de la fonctionnelle £ [nr (r)] vaut 


SE = | ôn (r) ee n2/3 (r—L+ | 0 av'} dv, 


r 
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et la condition de son extrémum (et, comme il est clair, de son mini- 
mum) ÔE = 0, 


(Br) Z n 20. r') 
pu 


n2/3 ++ | D dv" —=0, (4) 


est fournie par l'équation 7. ERA de déterminer la 
fonction n (r) qui minimise l'énergie de l'atome. 

En faisant agir avec l'opérateur A sur les deux membres de 
l'équation (4) et compte tenu de la relation connue A — = 
— —4nûô(r — r’) on aboutit à la forme différentielle de cette équa- 
tion 


A FE nes (r) ]= — 47 126 (7) —n (n)1. (5) 


Etant donné que l'expression dans le second membre de cette équa- 
tion est la densité volumétrique de la charge avec facteur —4x, la 


(3722n)°5 


grandeur SE EE le sens du potentiel électrostatique de cette 


distribution de la charge. On peut donc récrire l'équation (5) sous 
la forme (r 0) 


2 (Gain) 
Ref Fe p$/?, p = = : 
qui coïncide avec l'équation de Thomas-Fermi. 
Notons que l'étude menée plus haut confirme la stabilité de 
l’atome neutre du modèle de Thomas-Fermi, vu que la solution de 


l'équation (5) est automatiquement normée sur Z: \n (r) dV = 2, 


et répond à la valeur minimale de l'énergie (3) du système. Cela 
signifie en même temps que le modèle statistique ne peut expliquer 
l'existence d'ions stables négativement chargés. En effet, en normant 
n (r) sur une valeur supérieure à Z, correspondant aux ions chargés 
négativement, on obtient pour le système une énergie plus grande 
qu'au cas de l’atome neutre, établissant ainsi l'instabilité de ce 
système (les électrons « de trop » dans un tel ion du point de vue 

énergétique ont plus de chance de quitter l'ion). 
Le calcul élémentaire des intégrales de l'expression (3) avec la 
fonction essai donnée _ les conditions du problème *) fournit 
E (a) = 11 


—— (31)°/5 25? — 32 Z?a 


Eu 


*) Rappel: 


__ 322 F x(x) de 4 23 vis 
= [| =-2(7) ZU3r, 
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(pour le calcul de l'intégrale VU. voir 11.5). En minimisant cette 
expression, on obtient aisément la valeur variationnelle approchée 
de l'énergie de l’atome dans le modèle de Thomas-Fermi : 


.12 _ : 
Evar = min E (a) -- _-5 + (3n)-2/3278 & —0,417%3 u.a., (6) 


qu'il est utile de comparer à la valeur exacte —0,77Z"/3 du problème 
précédent. Notons que la différence assez sensible entre la valeur 
variationnelle approchée (6) et la valeur exacte s'explique par le 
fait que la fonction ñesai utilisée dans le calcul aussi bien pour 
r — 0 que pour r — © diffère sensiblement de la fonction exacte 
n (r), c'est-à-dire a pour cause un choix malheureux de la fonction 
d'essai. 

11.35. Désignons par n, (r) la vraie densité volumétrique des 
électrons dans le modèle de Thomas-Fermi d’un atome neutre. Dans 
ce cas l'énergie de l’atome £, se définit par la formule (3) du problème 
précédent, la valeur E, — E [n, (r)] étant la valeur minimale de 
la fonctionnelle E [n (r)]. 

La modification de la valeur de la fonctionnelle E [n, (r)l avec la 
substitution de la fonction de la forme n (r) = (1 + À) n, (r) avec 
[A] & 1 à n, (r) vaut 


SE = EÎn (r)1 — E Uno (NM (5 Ti + QU + Ue nos JA 


où T, User Ue no; Sont l’énergie cinétique des électrons, l'énergie 
d'interaction de ces derniers et l’énergie d'interaction avec le noyau 
dans le modèle de Thomas-Fermi. La condition d’extrémum de la fonc- 
tionnelle E [n (r)], ÔE = 0, conduit à (comparer à 11.33) 


5T + GUre + 3Ue nos = 0. (1) 


De façon analogue, après avoir étudié la transformation de la 
forme nr (r) = no (1 + À) rl avec [A] € 1, on passe sans peine à 
la relation 


3T + 5Une + QU, nos = 0. (2) 


Des relations établies (1) et (2) s'ensuit de façon élémentaire la 
démonstration des assertions du problème. 

11.36. Pour le terme de l’ion moléculaire d'hydrogène H5 au 
nombre quantique À la projection du moment orbital de l’électron 
sur la direction de l’axe passant par les noyaux-protons ne peut 
prendre que les valeurs m = +A et c’est pourquoi les f.o. de ce 
terme peuvent être représentées sous la forme 


nr, 6 p= 2 Rra(r) Yim(8, )=R(r, 6)etme, (1) 


LZA 
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où r, 6, y sont les coordonnées sphériques à axe polaire dirigé suivant 
l’axe de symétrie de l'ion et l’origine des coordonnées située au 
centre du tronçon réunissant les noyaux. 

Au cas de termes Z (m — À = 0) la f.o. (1) avec la réflexion des 
coordonnées de l’électron sur le plan passant par l’axe de symétrie 
de l’ion (dans cette transformation les valeurs des coordonnées r, 8 ne 
varient pas) demeure inchangée. c'est-à-dire les états Z constituent 
des termes Z* (le système H3 n’a pas de termes 2”). 

La f.o. (1) du terme doit être une f.p. de l'opérateur réflexion de 
coordonnées de l’électron sur le point r — 0 commutant avec l’ha- 
miltonien du système. Vu que dans cette transformation de coordon- 


nées ZŸY 1m = (—1)!Y 5m, alors pour les termes aux nombres quan- 
tiques À. (termes pairs) la somme dans (1) ne contient que des valeurs 
paires de L et pour les termes impairs À, des valeurs impaires de ZL 
du moment orbital de l’électron. 

La multiplicité des termes est manifestement égale à deux, et 
les termes possibles sont : 


D: u” IT,, 11: Nc À, 


11.37. Les parties spatiales de toutes les quatre f.0. ne varient 
pas avec la rotation du système d'électrons autour de l’axe parallèle 
au vecteur n, *) et passant par le point 7 -= Ô, aussi ces f.0. décri- 
vent-elles les états à projection du moment orbital total des électrons 
nulle sur l’axe mentionné m = 0, c’est-à-dire les états Z. 

Les f.0o. mentionnées possèdent une parité déterminée relative- 
ment à la réflexion de coordonnées des électrons sur le point r = 0: 
les f.o. a) et c) sont paires (c’est-à-dire décrivent les états 2), tandis 
que les f.o. b) et d) décrivent les états Z,. 

Avec la réflexion des coordonnées d'électrons sur le plan passant 
par l’axe mentionné plus haut les f.0. a) et b) ne varient pas, autre- 
ment dit elles décrivent les états Z°, tandis que les f.o. c) et d) 
changeant de signe répondent aux états Z-. 

Compte tenu de ce qui vient d’être dit, on a la classification 
suivante d'états étudiés : 

a) 35: Db)2%: «0-25 «d)3,: 

La multiplicité d'états est fonction de la nature de la symétrie 
de la f.o. de spin #28. Si %ap = ‘fx, le système d'électrons possède 
un spin total S — 1 et, respectivement, la multiplicité vaut 2S + 1 — 
— 3 (la partie spatiale de la f.o., selon le principe de Pauli, doit 
être dans ce cas antisymétrique relativement à la permutation des 
variables spatiales des deux électrons). Au cas de #56 = —%Xpa: On 
a $ — 0 et la multiplicité vaut 1. 


*) Dans les molécules à deux atomes l’analogue de n, est le vecteur unité 
de l'axe passant par les noyaux. 
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11.38. Les termes possibles: 2 *25, 2 *£?, *Il,, IL, (le chiffre 2 
devant le symbole des termes Z signifie qu’il y a deux termes dis- 
tincts avec des nombres quantiques adéquats). 

11.39. Les termes possibles : 

DNS Se 

2) Lil ‘°5*; 

3) HC1 ‘°2*, ‘TI; 

4) NO *t°5*, © °f 
(en résolvant le problème il faut tenir compte de ce que les termes 
principaux des atomes N, Li, H, CI, O sont respectivement #S,, 
D 0 Pi PL) 

11.40. L'énergie totale de deux atomes d'hydrogène vaut Æ — 
= E, + E, = —1/2(n;° + n;°). Si les deux atomes sont excités, 
E > —1/4, c'est-à-dire leur énergie est supérieure à celle que peut 
avoir un système composé d’un atome d'hydrogène en état fondamen- 
tal, d’un proton et d’un électron libres. Aussi avec la dilution adiaba- 
tique de noyaux ne peut-on obtenir à partir des termes de la molé- 
cule H, deux atomes d'hydrogène, les deux en état excité. 

11.41. L'énergie nécessaire à l'excitation d’un atome d'hydrogène 
Excat > 0,375 u.a. est supérieure à celle de liaison de l’électron 
dans l’atome de lithium ; aussi sous l'effet de la dilution adiabatique 
de noyaux ne peut-on obtenir à partir des termes de la molécule 
LiH un atome d'hydrogène en état excité (le système créé est in- 
stable relativement au processus de transition de l'électron de 
l’atome d'hydrogène en état fondamental avec ionisation simultanée 
de l’atome de lithium). 

11.42. Un fait physique essentiel en mécanique quantique d’une 
molécule est la petitesse de la grandeur m/.W, où m et \] sont les 
masses de l’électron et des noyaux. C’est l'existence de ce petit 
paramètre (de l’ordre de 10-* = 10-%) qui détermine justement les 
grandes différences entre les ordres des grandeurs énumérées dans les 
conditions du problème. 

a) Notons ax l’ordre de grandeur des dimensions linéaires du 
domaine de localisation d'électrons de valence (extérieurs) dans 
l'atome. Ce même ordre de grandeur caractérise manifestement les 
dimensions linéaires de la molécule a,,,, et les distances entre les 
noyaux au sein de la molécule ay noy : 

lat 7 Emol 7 Enoy nog Lo — — 

Les valeurs caractéristiques des énergies d'électrons de valence 
dans l'atome et dans la molécule (comme d'ailleurs la différence 
entre les niveaux électroniques voisins) sont égales en ordre de 
grandeur à Ea — R*/mai. Les valeurs caractéristiques des intervalles 


SOLUTIONS 495 


séparant les niveaux de vibratiof et de rotation de la molécule sont. 
de l’ordre suivant 


h2 om. M 


hi? ñ2 m m 
Erot — TT Mag — V En — Jr Êa 

(les niveaux de vibration de la molécule sont les niveaux de l’oscil- 

lateur de masse égale à la masse réduite des noyaux M4 = M, 

et de coefficient d’élasticité k dont l'ordre de grandeur se définit par 


: n° ; ' 
la relation kaÿ — me ou Eu; les niveaux de rotation de la molé- 
U 


cule sont les niveaux du rotateur à moment d inertie 7 — ‘Wa;,). 
Ainsi, Erot & Eriy & Eu. 

b) L’estimation de la grandeur 4,5, amplitude des vibrations 
zéro des noyaux, fournit à partir de Ja relation ÆE;,j, — kaïib 
avi > (m/M)Vta,. 

c) L'estimation des vitesses caractéristiques v et des périodes 7 
des mouvements électroniques et nucléaires s'ensuit des relations: 


mva — Ex, c'est-à-dire va = k/ma, Ta — dova — mai'h. 


Vnoy vib — Ovibavin > (M/M)S8 h/ma, — (m, M}S/4 va. 


EM h ; | m 
Unoy rot V' EsouM = (m/M) hima, = (m; M): Lauy vib © jy Véts 


; M \1/2 mai M \1/2 
Tu wh (=) Ti - (=) Ta, 


m h m 


Maÿ M \172 4 
Trot do Unoy rot Lt Dé (=) | Ty — _. Ta. 

Les différents ordres des temps caractéristiques des mouvements 
électronique, nucléaire vibratoire et nucléaire rotationnel au sein 
de la molécule déterminent l’applicabilité de l’approximation adia- 
batique selon laquelle les niveaux énergétiques de la molécule se 
présentent sous la forme Æ£ = Ea + Esp + E,ot. 

11.43. L'énergie d'état fondamental de la molécule est égale à 


Es Su Er, + E ip, o Fe E, (R) + hko,i/2, (1} 


où ÆE, (R) est l'énergie du terme principal, À, la distance entre les 
noyaux en position d'équilibre, on = ©, = V E"(Ro)M. M — 
= M,-M,{(M, + M) la masse réduite des noyaux. 
La constante rotationnelle de la molécule vaut B, = h*/2MRï. 
Vu qu'avec la substitution aux noyaux de la molécule de leurs 
isotopes la dépendance £Æ, (R) demeure inchangée, on obtient sans 
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peine, en tenant compte de la relation m, Æ 2m), (ho.)np Æ 
Ja. 1 
= L£ Cioc)n, = 0,46 eV, (lon, © =zio.)x, = 0,38 eV: 


3 1 
(B.)no — & (B.)H.; (Be)n, — D (Be)x,. 
L'énergie de dissociation de la molécule se définit par la relation 


I=EY+E_E,, (2) 


où £ sont les énergies d’états fondamentaux d’atomes respectifs. 
Compte tenu de la valeur de l'énergie d'état fondamental de l’atome 
d'hydrogène (avec correction apportée à la valeur finale de la masse 
du noyau 7 en premier ordre de la petite grandeur m,/M,+ : 
Melmp & 1/1840 & 5-10), 
1 
ED (1e) = —13,60(1—- 2 )ev. (3) 


2h? Moy TERRE 


tandis que les paramètres numériques mentionnés dans les con- 
ditions du problème en appliquant les formules (1)-(3) s’obteinnent 
sans peine 


(Lo)uo & 4,50 eV, (ln, & 4,54 eV. 


De la solution donnée il s’ensuit que l’effet du déplacement iso- 
topique des niveaux dans l’atome d'hydrogène est de grandeur de 
l'ordre de (AEË/E),, — melm, — 107%, tandis que dans la molécule 
d'hydrogène il est (AE/E)u0 — V m.im, — 1/40. L'effet isotopique 
dans la molécule se manifeste avec le plus d’éclat dans la variation 
de Ovih- 

11.44. Les restrictions aux valeurs possibles du moment orbital 
K de la molécule pour une valeur fixée du spin nucléaire total sont 
dues pour la raison que la fonction d’onde du système de particules 
identiques (dans le cas concerné du sous-système nucléaire de molé- 
cules H, et D.) doit posséder une symétrie déterminée relativement 
à la permutation des variables (de spin et d'espace) de toutes deux 
particules. Compte tenu de ce que la f.o. de spin d’un système de 
deux spins de grandeur s pour un spin total S = 2s, 2s — 2,...est 
symétrique relativement à la permutation des variables de spin et 
pour $ — 2s — 1, 2s — 3, ... antisymétrique (voir 3.39), ainsi 
que du fait que les protons sont des fermions et les deutérons des 
bosons, on conclut qu'avec la permutation des variables d'espace 
des noyaux les f.0. de la molécule H, au spin nucléaire total S = 0 
et de la molécule D, pour $ = 0; 2 ne varient pas et pour S = 1 
changent de signe. Etablissons quelles restrictions aux valeurs X 
implique ce fait. 

Au cas d’une molécule biatomique à À = O0 la f.o. rotationnelle 
ne se définit que par le mouvement des noyaux. Cela signifie que la 
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partie spatiale de la f.o. de la molécule dans l’état à valeur totale X 
du moment orbital total des noyaux et des électrons et de sa projection 
M sur la direction de l’axe fixé z est de la forme 


L'ECS A=0 (F4 T>5 R) Vs (IR|) Yxu (6, (1) E (1) 


où Y ;n est une fonction sphérique ; 6, œ les angles polaire et azimu- 
tal relativement au rayon vecteur des noyaux R =R, — R,; 
Wh 1=0 la f.0. du terme électronique Z ; Y,,,(|R|) la f.o. décrivant 
le mouvement vibratoire des noyaux. 

Etablissons le comportement de la f.o. (1) au cas d’une permuta- 
tion des variables d'espace des noyaux, c’est-à-dire au cas de la 
transformation R — —KR. Il est manifeste que dans cette transfor- 
mation la partie vibratoire de la f.o. ne varie pas, tandis que la 
fonction sphérique est multipliée par (—1)*. Le problème de la 
transformation de la f.o. du terme W, À. est plus délicat. Cette 
f.o. est un scalaire (ou un pseudo-scalaire suivant les nombres quanti- 
ques du terme) qui dépend des vecteurs r,, r+, R. Cette dépendance 
sous sa forme la plus générale est la suivante: 


Vhn, Am = Ÿ (y Tes Ro MR, r2R, Pire [r,r,1R). (2) 


Etudions la transformation de la f.o. (2) dans la réflexion des 
coordonnées d'électrons sur le plan passant par le vecteur KR. Alors, 


BY, Am = Ÿ (Ti, los Rs LR, loR, Piles —[rirelR) = 
= Cry, res R, MR, reR, rires [rirelR), (3) 


où OC, vaut +1 et —1 respectivement pour les termes Z* positifs et 
2” négatifs. . 

De façon analogue, avec la réflexion des coordonnées d'électrons 
sur le centre du tronçon réunissant les noyaux, on a 


LB,Y,. AD —= y (F1 Tes À, —r",R, —rkR, Flo; [r,r.]R) — 
= 02% (71, ro, R, nR, reR, rira, [riralR), (4) 


où 0, vaut +1 pour les termes Z, pairs et —1 pour les Z, impairs. 
En tenant compte de (2)-(4), on remarque aussitôt que la trans- 
formation R—- —R est équivalente au produit des transformations 


effectuées dans les expressions (3) et (4), c'est-à-dire que P(R——R)— 


= B.P;, de sorte que PŸ, 1=0 = O109Vn, Ampr €t Comme le terme 
principal de la molécule d'hydrogène est 27, la f.o. (1) est multipliée 
par (—1)* avec la permutation des noyaux. 

Compte tenu de ce qui vient d’être dit, on conclut que dans la 
molécule H, à spin nucléaire total S = 0 et dans la molécule D, 
pour $ = 0; 2 ne sont possibles que des valeurs paires du moment 
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orbital À = 0, 2, 4, ..., et pour $ — 1 ces molécules ne peuvent 
avoir que des valeurs impaires de À. 

Les valeurs possibles du moment À — 0, 1, 2,... de la molécule 
HD ne dépendent pas du spin nucléaire total. 

Soulignons la circonstance que le moment orbital des noyaux 
ne coïncide pas avec la valeur À du moment de la molécule (il n’a 
même pas de valeur déterminée, comme d'ailleurs le moment orbital 
des électrons!), toutefois il peut acquérir des valeurs de parité iden- 
tiques à celles de Æ, c’est-à-dire X, À + 2, K + 4, 

11.45. Pour fixer les idées, cherchons le moment dipolaire d du 
terme relativement au point constituant le centre du tronçon ré- 
unissant les noyaux (pour un système neutre d ne dépend pas du point 
par rapport auquel on le détermine). 

Au cas d’une molécule dont les noyaux ont mème charge (c’est-à- 
dire sont des isotopes identiques ou distincts d'un même élément) 


la valeur moyenne d du système est nulle. La démonstration de 
cette assertion est analogue à celle utilisée dans la résolution du 
problème 1.21, compte tenu de ce que la f.o. du terme électronique 
est douée d’une parité déterminée. 

Au cas d’une molécule dont les noyaux possèdent des charges 
différentes, la valeur moyenne d en état d’un terme électronique à 
valeur déterminée de la projection du moment orbital d'électrons 


sur l’axe de symétrie est différente de zéro; le vecteur d est dirigé 
dans ce cas suivant l’axe de symétrie et sa valeur est indépendante 
du signe de la projection du moment orbital d'électrons m = +A. 
Toutefois, en états stationnaires de la molécule d'une parité déter- 
minée la valeur moyenne du moment dipolaire est nulle (pour les 
termes Z l’égalité d = 0 pour la molécule découle de façon manifeste 
du centrage du moment dipolaire moyen du terme dn, en f.o. rota- 


tionnelle). 
11.46. La valeur moyenne de l'opérateur d’'Hamilton 


Î 
Ha TARA ERA TR 
en état décrit par la f.0. Wessai(r) vaut 


1 (3—2(2+ a)e-c] (1) 


AD EU DE — 


*) Rappelons que ce résultat a été obtenu pour les molécules dont le terme 
électronique est ££. On remarque facilement qu'il se conserve également pour 
le terme 27. Au co des termes EŸ et £: la liaison entre les valeurs possibles 
du moment orbital des noyaux cet le moment orbital de la molécule X est déjà 
différente: K + 1, À + 3, ... 
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(compte tenu de ce que la fonction d'essai a l’aspect d’une fonction 


d’« hydrogène », on peut utiliser pour les moyennes T7 et 
[r + R/2]"1 des valeurs bien connues; en particulier, 


—|r + R/2|-!'se détermine au moyen de la formule (5) du problème 
4.29 si l’on y pose r — R/2, a — Rla, e — 1 et l’on soustrait le 
terme 2/R décrivant le potentiel du noyau, de sorte que 


—Ir£ RIT = —[2—(2+a)e-c]:R). 


L'expression (1), en accord avec l’idée générale de la méthode 
variationnelle, peut être assimilée à une certaine approximation de 
la valeur de la vraie énergie E,(R) du terme principal, la meilleure 
approximation étant obtenue avec un tel choix du paramètre & pour 
lequel cette expression prend une valeur minimale (comme fonction 
de la variable &, la valeur de & (R) se détermine par la condition 
0E, (R., a)/8a = 0 et constitue une fonction de la variable R). En 
se limitant à la valeur & = 1,9 donnée dans les conditions du pro- 
blème, on a selon (1) une expression approchée de l’énergie du terme 
principal de l’ion H° de la forme 


1,80 1,83 
E(R)= 5 — ——. (2) 


A l’aide de (2) on trouve les caractéristiques cherchées du terme : 
Ro = 1,97 u.a. (à partir de la condition 0£E,(R,)/0R = 0), E, = 
= Eo(Ro) = —0,47 ua, Euno = = + V EtRoOmMy) = 
— 0,008 u.a. 

Dans l’approximation envisagée la valeur £, — —0,47 u.a. est 
supérieure à celle de l’état fondamental de l’atome d'hydrogène 
égale à —0,50 u.a. et l’on ne peut conclure à l’existence d'’ion stable, 
Le grand écart entre les valeurs d’énergie calculée et expérimentale 
des vibrations zéro de noyaux-protons s'explique sans peine par le 
fait que dans les calculs on ne faisait pas varier le paramètre a; 
aussi la courbe de dépendance E, (R) de l’expression (2) pres du 
point minimum À; monte plus brusquement vers le haut que la 
courbe de dépendance plus précise obtenue à partir de (1) en faisant 
varier &. Il en résulte une exagération de la valeur de la grandeur 
E(R,) et avec elle celle de l’énergie des vibrations zéro. 

11.47. Les conditions L, = 1 et A = 0 définissent de façon 
univoque la dépendance de la f.o. des variables angulaires de la 
première particule de la forme 


Woo (nn;) (nn; = r;/r, n: = ro/re) (1) 


(il faut avoir en vue que la projection du moment total sur la direc- 
tion du rayon vecteur de la seconde particule ne se détermine au 
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moyen de la projection du moment que de la première des particules, 


car Ln, = 0). 

La f.o. (1) est un scalaire, aussi détermine-t-elle la f.o. d'état 
à moment (total) valant zéro, de sorte que Ÿ,o9 — const (n,n.). 

La f.0o. d'état à moment J = 1Â est une combinaison linéaire des 
composantes du vecteur ne dépendant que des vecteurs n, et n.. 
Vu que la dépendance de la f.o. du vecteur n, ne se définit que par le 
facteur figurant dans l'expression (1), le vecteur recherché ne peut 
être obtenu que d'une seule façon: 


v = À (n;n.) n.. (2) 


En faisant à partir des composantes du vecteur (2) des combinai- 
sons linéaires répondant aux états à valeurs déterminées des gran- 
deurs J = 1, J,, on obtient, en vertu des principes généraux (voir 
problèmes du $ 4 ch. 3), les f.o. cherchées : 


Fig_o = À (nin;) Vis, (8, P2) 


(Y im étant une fonction sphérique). 
La généralisation au cas des valeurs L,, J, J, arbitraires a pour 
expression 


Foy,o = APi (nine) Vos, (62, P2), 
où P,(z) est le polynôme de Legendre. 


11.48. Etudions la f.0. de la forme W, = [; 


que dans cet état le moment total J et sa projection possèdent des 
valeurs déterminées J = 1/2 et J, = 1/2 (vu que ? = 0). Faisons 


]- Il est manifeste 


agir sur la fonction mentionnée par l’opérateur A — 1/2 (on + 1), 
où cest la matrice de Pauli, n = r/r. L'opérateur on est l'opérateur 
d’une grandeur pseudo-scalaire ; aussi, comme l'opérateur P,, com- 


mute-t-il avec les opérateurs J? et J,. Le corollaire de cette com- 
mutativité est le fait que la fonction de l’aspect 


: ” { /i+cos0 
Wie, 12, 12= P4W=1/2(1+ 6n) Yo= = Hit” (1) 


comme d’ailleurs la fonction Y,, décrit l’état à valeurs déterminées 
J = 1/2, J, = 1/2; en outre, la f.o. (1) est la f.p. de l’opérateur 


1/2 on = À, projection du spin de la particule sur la direction de 
son rayon vecteur répondant à la v.p. À — +1/2. Ainsi, la f.o. (1) 
est une des fonctions cherchées. De façon analogue, en se servant de 


l'opérateur PB. = 1/2 (1 — on), on est en mesure de trouver la f.o. 


SOLUTIONS 901 


Wie, 172, -12, et en prenant au lieu de la fonction W, la fonction 
Len () e Cd % è 
Y, = { }: on obtient les f.o. cherchées à J. — —1/2. 

Les f.o. W,,:, j.,1 Correspondent aux états ne se caractérisant pas 


par une parité déterminée (le moment orbital dans ces états peut 
prendre deux valeurs: ! = 0 et Z = 1). On voit aussitôt qu'avec 


l’action de l’opérateur réflexion de coordonnées 7 ces fonctions se 
y 


1/2. J.,h ‘1/2, J., -à. 

11.49. Compte tenu des considérations connues relativement aux 
propriétés des f.p. de l’hamiltonien d'une toupie asymétrique : 

a) la nature de leur symétrie relativement à la transformation 
réflexion sur le plan passant par l'axe & (l’axe & est le troisième axe 
du système de coordonnées en connexion rigide avec la toupie; la 
projection À du moment de la toupie sur cet axe entre dans le jeu 
complet des grandeurs J, J,, k déterminant la f.o. de la toupie 
Wir») ; dans cette transformation J, J. ne varient pas, tandis que 


la grandeur k change de signe; 
b) le fait que dans les superpositions des f.0. Wys x représentant 


transforment de la façon suivante: ÎY 


les f.p. de l’hamiltonien WE = cz Vos figurent les f.o. aux 
k 

valeurs À présentant une parité déterminée (tous les À sont soit 

pairs soit impairs); 

c) le fait qu'en guise des f.p. de l’hamiltonien peuvent être choisies 
également les f.p. de l'opérateur projection du moment sur l’axe z, 
les v.p. de l’hamiltonien ne dépendant pas de J,, 

on peut conclure que pour J = 1 les f.p. sont de la forme 

(L) (2) 1 r 
Pris = Wiso WE. T p> (Pas a+ Far, -1), 
(1) 


(3) 


1 
ÉsI, 75 (Pisi— Vis, 1) 


a … RE IIJE . Jà 
Les v.p. de l’hamiltonien de la toupie A= (+ + T, 


+ - | , répondant aux f.p. (1) s’obtiennent aisément si l'on uti- 
lise les valeurs connues des éléments matriciels non nuls d'opéra- 
teurs Fe et J, : 

TJ, Is k+AL TJ, J., = (J, JT, kIJelT, J, k+1) = 


= VDO FETE, 
(2) 
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(J, J k+11JalT, J, = —(J, J,, ka, J, k+1)= 
= VU-HU+ET)). 


Le corollaire des relations (2) pour J — 1 sont les égalités 


A 


FA = jy — 'ALEA JE = 'R 


| . | (3) 
Ji _ 0, Ju = 0, Ji == ps. 
En se servant des égalités (3), on obtient sans peine trois v.p. 

de l’hamiltonien £, (a — 1, 2, 3) répondant aux f.p. VE, J,° 


ste), Bet(Let), BE (LH) 


27 2H CT 2 \I 


(chacune de ces v.p. est triplement dégénérée en la grandeur J;, 
car J. — 0, +1). 

L'aspect de la f.p. de l’hamiltonien en représentation J.J: est 
immédiat. 

11.50. Représentons l’hamiltonien de la toupie sous la forme 
H =H, + V, où 


2. RJÉ e  ROJE  KJn 
Ho=—T ? Fer T3 * 


Les v.p. et les f.p. de l’hamiltonien H, décrivant une toupie 
symétrique à /, = 7, = © sont bien connues: 


Ne R°k° 
ES 21, ? tk = Vs sh k:=0, L 2: ... J, 


le niveau fondamental (4 — 0) n'étant pas dégénéré *), tandis que 
tous les niveaux excités étant doublement dégénérés. Compte tenu 
de ce que les f.p. correctes de l’approximation zéro sont les combi- 
naisons 


1 
y 
(voir problème précédent : propriété b) des f.p. de l’hamiltonien de 
la toupie), on peut calculer les déplacements des niveaux énergéti- 


ques d’après les formules du calcul des perturbations sans dégénéres- 
cence. Un calcul simple, compte tenu des valeurs connues d'éléments 


(Eos Siren) 


10) 1 CO? 
Vis. 1= = Cognac Vos-n), Win, 2 = 


to 


*) On fait abstraction de la (2J -+ 1)-ième dégénérescence des niveaux de 
la toupie en la grandeur J 
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matriciels d'opérateurs Je et Je (elles sont données au problème 
précédent), donne 


Ey" ;=E"2=0 pour k > 2, 
ur _ h° om  RT3J(J+1)—-2 J(J+1)—2 
Es = (++ }: ER — |, 


| I 1: 
«Lo J(J+1)—2 3J (J +1)—2 
Et2= À (J +1) ( ) L 


Ro 

autrement dit, en premier ordre du calcul des perturbations il y a 
déplacement du niveau fondamental et du premier niveau excité de la 
toupie; le niveau excité doublement dégénéré se scinde en deux 
sous-niveaux (la dégénérescence est levée pour 7, Æ J.,). Un lecteur 
attentif verra aussitôt que le déplacement et la fission (pour /, = 1.) 
du niveau E}' avec k = 0 se produisent en k-ième ordre du calcul des 
Ste rba lions et, partant, plus À est grand, moins grande est la 
grandeur de la fission. Ce fait éclaire la nature du spectre énergétique 
d’une toupie asymétrique au cas de 2, = 1, ÿ JL. 

11.51. Représentons l'hamiltonien de la toupie sous la forme 


H — À, + ÿ. où 
H,=a(Ji+JE)+bJE, V—c(Ji—J2), 


_ R(Ti+lTs) _ RS (Is—T:) b — k° 
7 21; 


&lile  ? on Alle ; , a—b>%lcl], 


et l’on obtient sans peine la solution du problème en s’inspirant de 
l'exemple précédent. Donnons la réponse: 


ES =aJ(J+1)+(b—a)k, k=—0, 1, ..., J, 
E5 —=0; Ey'i—<£Ey 2—=0 pour k > 
Eï'1 = cJ CE Eï"'2 — _ ed 


9 


(la forme des f.p. de l’hamiltonien en approximation zéro et la 
nature du spectre énergétique de la toupie sont identiques à celles 
du AQU précédent). 

11.52. La restriction indiquée à la valeur de la grandeur f, 
s'ensuit d° une série des relations: 


2. (E, — Es) | (& jdn, | 0)2<(E,— Es)! ll dn [0 = 


=(£,—E,)" 2) IE | dn, 1 0)[2— 1 0 | dn, | Le} = 


=(£,—E,)! È (O]dn, |) |dn,[0)=(£,—E,)1(0](dn,):10) (1) 
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(on s'est servi de la condition de complétude Ÿ. Jk){k| = Î etona 
k 


tenu compte de ce que (Old, | 0) = 0), si l’on prend en considéra- 
tion la relation 


(0 | didy 10)= € 2 (01 Zoiton | 0) = Côin: (2) 


où la valeur de la grandeur 


= + 3 (OI (rare) | 0) 


a ,b 


s'obtient par convolution en indices à et k. 

La restriction par le bas à la grandeur $, peut être obtenue si 
l’on ne maintient dans l'expression de f, qu’un terme de la somme 
correspondant au premier état excité: 


Bo>2(E— Es)! 141 | dn, | 0)/2. 


Soulignons que par premier état excité on entend non pas le 
premier état excité du système mais le premier état excité pour lequel 


(1| dil 0) = 0. Etant donné qu'en état fondamental J = 0, on peut 
conclure, en tenant compte des valeurs connues d'éléments matriciels 
de vecteurs, que pour cet état J — 1 et la parité est opposée à celle 
de l’état fondamental (£, est l'énergie du niveau inférieur avec ces 
nombres quantiques). Ensuite, si l’on choisit comme axe : la direc- 


tion du vecteur n,, alors dans l'élément matriciel (1]dn,[0) l’état 
]1) doit répondre à une projection déterminée du moment : J, = 0 
(pour J, = +1 ces éléments matriciels sont nuls). 

Au cas d’un atome d'hydrogène, les restrictions établies à la 
grandeur fi, prennent la forme 


2 2 
2e21(2101z1100)| << 


2e3 (1001 r°1100) 
En-2— Eh=; (8) 


3(En2 — Ent) " 
Compte tenu de la forme connue des f.o0. d'états | rm) de l'atome 


d'hydrogène, on obtient en définitive par une intégration élémen- 
taire 


(100/r21100) = 3a%, 1(210/z1100)] = 4Y 2 (2/3)°@, 
et les inégalités (3) prennent la forme 


2,960 = + (57) ai < Bo < Gad = 5,8804. (4) 


11.53. La précision de la restriction par le bas à la grandeur B, 
peut être effectuée en conservant deux termes dans la somme définis- 
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sant B,. Compte tenu des restrictions aux nombres quantiques d'états 
| À) dans cette somme, exposées au problème précédent, on conclut 
qu’au cas d’un atome d’hydrogène dans le second terme non nul figure 
l'état Ir = 3, L = 1, m = 0) et donc, 


2e2 1(210 [z1 100)]2 , 2e3 |(310 [z| 100)|2 | 
bleue res oral in crc mers (1) 


La restriction par le haut peut être précisée en effectuant les 
transformations suivantes dans la somme définissant B,: 


DR OR EF > 1(k |dn, | 0) |? (2) 
k 


et en procédant à la sommation dans le second membre de cette 
inégalité par un procédé analogue à celui utilisé dans le problème 
précédent : 


2" 16% I dne 10)? = D 1& [dn, | 0)12 — 


— |{4 [dn,| 0)12= 1/3 (0 |d2] 0) — [ç1 Idn,] 0)[2. (3) 


Compte tenu des relations (2) et (3) on obtient la restriction par le 
haut cherchée qui, appliquée à l’atome d'hydrogène, prend la forme 


2e3 (400 |r?| 100) 
PSE En) 
+ 5) 010 lez| 100) [3. (4) 


n=3 


Une intégration élémentaire donne {[(310/]z1100)] = —= (3/4). 
V3 


En tenant également compte de la valeur d’autres éléments matriciels 
mentionnés dans le problème précédent, selon (1) et (4), on obtient 
3,364j < Bo < 4,96a5. 

11.54. a) Récrivons la f.o. d’essai sous la forme Wissa = 
= C(Y, + Yé0Y1), où la f.o. 


Y,— V/ ces D re” 


est normée à l’unité, comme la f.0. W,, y est le paramètre variation- 
nel (on se sert des unités atomiques). La normalisation de la f.o. 
Wéesai, Compte tenu de l’orthogonalité des fonctions Y, et Y,, 
aboutit à la valeur C? = (1 + y*#5)7? = 1 — yes. 
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La valeur moyenne de l’hamiltonien du système 


A 


= — LA + Eu Ào+ Er cos 8 (1) 


en état décrit par la f.o. Wu s'obtient sans peine si l’on se sert 
des relations évidentes 


(Pol H | Fo) = — 1/2, 
Ho l Vo = ol ol = —1/2(Y,1 )=0 


et l’on note que la f.o. W, est la f.o. d'état aux nombres quantiques 
n = 2, l = 1Â,m — 0 d’un atome hydrogénoïde de charge du noyau 
Z = 2, et, par suite, satisfait à l’équation 


1 2 Z= | 
(—54-+) YF,= —7V,— — — Y.. 
Respectivement 
, 1 2 1 
1 1 
S FE La 


(la valeur (W,]1/r] W,) = —1/2 (W,] — 2/r] W,) = 1/2 découle di- 
rectement du théorème du viriel). Compte tenu également des rela- 


tions 
CHPRCEN ATR DES 
1 0/7 — o 1< 17 — An y3 


(Polz1Fo={(F,121#,)=0, 


| e-2rr2 cos? 6 r? drdQ — 1, 


on obtient 


E (y) = À = CV ol Vo) — 28702 (Ÿ, 121 Vo) & 
m —1/2+%66/2+ 265 (2) 
(compte tenu de la petitesse hypothétique du champ électrique, on 


ne maintient dans l'expression (2) que les termes aux puissances 
inférieures de la grandeur 6). 


En minimisant E (y) en paramètre y, il vient sans peine 
Eovar = min E (y) = E (yo) = —1/2 — 26% (Yo = —2). (3) 


L'expression obtenue (3) est la valeur approchée de l'énergie 
d'état fondamental de l’atome d'hydrogène placé dans un champ 
électrique faible. Sa comparaison avec la valeur exacte, égale à 
— 1/2 — 1/2B,65, où B, est la polarisabilité d'état fondamental, permet 
de trouver la valeur approchée (variationnelle) de cette grandeur 
Bvar = 4. 
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b) Compte tenu de l’orthogonalité des f.o. W, et W,, on obtient 
sur la base de la condition de normalisation de la fo. War la 
valeur C* = (1 + a*£5) ! = 1 — a’£5. En se servant des valeurs 
d'éléments matriciels suivants 


(BlHl Po=—14/2, (1 Yi = — 1/8, 
CP ol Po) = (Lo! Ho | F1) = 0, 
(Pilz|F)=(Wlzl Y)=0, 
Wilz1F)=(Wlz1#F)= 


73 1 à =/2\5 1 256 
= — —— —-à3r/2r2 2 2 _ ns, RE - 
mov) r? cos? 8 r? dr dQ aV2(+) 75 23? 
il vient sans peine 
_ rs 4 3 ; 256 > 
E(a)=Hr&-S+- és + 2 57 LÉ o- (4) 
En minimisant cette expression, on obtient £4 var = min Æ (œ) — 
= _ 17 4264 d'où s'ensui 
— 5 (2) €5, d'où s'ensuit la valeur approchée cher- 


chée de la polarisabilité d'état fondamental de l’atome d’hydrogène 
8'/ 256 \° 
Brar = (53) © 296. 

En utilisant des formes variées des f.0. d’essai, on a obtenu deux 
valeurs différentes de la polarisabilité. Etant donné que dans les 
deux cas la valeur variationnelle de l'énergie d'état fondamental 
pour #, —+ O0 s’est avérée égale à E, — —1/2 — 1/2B,,,465, on peut 
affirmer, compte tenu du fait que la valeur variationnelle £, n’est 
pas inférieure à la valeur exacte et que l’énergie d'état fondamental 
vaut E4 = —1/2 —1/26,t5, que les valeurs obtenues B,,, sont plus 
petites que la valeur exacte. Ainsi, même en ne connaissant pas la 
valeur exacte B, — 9/2, on peut au préalable affirmer que la pre- 
mière valeur B,,, — 4 est plus proche de la valeur exacte. 

11.55. Un simple calcul, analogue à celui utilisé au point a) du 
problème précédent, fournit 
— DO Ant co GANT ee 


(il faut tenir compte de ce que la f.0. W, est la f.p. de l’hamiltonien 
d'atome hydrogénoïde de charge du noyau Z — 2y décrivant l’état 
Ans 2.tetl,m 0) 

En minimisant cette valeur de £ en paramètres & el y, on peut 
obtenir la valeur variationnelle la plus précise (pour la classe donnée 


des fo. Visa) d'énergie d'état fondamental: £,,,- = min E. En 
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minimisant en paramètre & (la valeur correspondante «, s'obtient à 
partir de la condition 0£/0a = 0), il vient 


- | 211% £° 
2 (A+y}(—-y+y) 
En minimisant cette valeur en paramètre y, on obtient Es yur, et 


avec ce dernier la valeur variationnelle cherchée $B,,- de la polari- 
sabilité : 


EE  __— 
TRE (+ vo} (1 — Yo + V8) | 


La valeur optimale y, s’obtient à partir de la condition 0E/0y = 0 
constituant, comme on se convainc sans peine, l'équation algébri- 
que du troisième degré relativement au paramètre y; cela donne 
Yo Æ 0,8 (les deux autres racines sont complexes). 

Bref, on trouve B,,, — 4,475 u.a., c’est-à-dire la valeur différant 
de la valeur exacte de 0,6 %. 

11.56. Numérotons les f.p. de l’hamiltonien V,;,, à nr = 2 de la 
façon suivante : 


Y,— Woo Y,=— LETT Fs=— LETT Y,=— Pa. 1) 
LT — R (r) To: 


R0 = (22) 1/2 e-"/22 1 —7) , Ray=(24af) U2re-rl2u, 


__i ni VE _ 
Y 50 = 7: Yi0 = à 4x cos 6, Yi,41—= 


7 
= + i V sin 0 e+i®. 


Les valeurs des corrections de premier ordre au niveau non pertur- 
bé à dégénérescence quadruple (en négligeant le spin de l’électron) 
d’atome d'hydrogène à nr = 2 compensant la perturbation V = ezé,— 
— er cos 6€, se déterminent à partir de la solution de l'équation 
séculaire [Vin — E2ô;xl = 0. On remarque aussitôt que les éléments 
matriciels non nuls de la perturbation sont les suivants: 


Re | e-T/as 1 5) r? cos? 6 r2? dr dQ — 


— — Jiea és, 


Vi = —V,,=i 
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aussi l’équation séculaire et sa solution prennent-elles la forme sui- 
vante 


—E!" —3iea, 90 0 
ue née 0 0 1): 1)3 242 
0 0 _pr  o [ET (EL —Seraés) = 0 
( (0 0 EN 


ES); Seats, EW2=—3eaés, EŸ3=E%;=0, (1) 


c'est-à-dire que le niveau se scinde en trois sous-niveaux dont deux 
ne sont pas dégénérés et un doublement dégénéré (compte tenu du 
spin de l’électron ces multiplicités de dégénérescence doublent). 

Les conditions d'applicabilité des résultats obtenus (1) sont de 
la forme 


5-10-eV € 6ea Es, € 3eV, ou 2-10$ V/cm 6, € 105 V/cm 


(la fission de Stark doit être beaucoup supérieure à l’intervalle de la 
structure fine, mais beaucoup inférieure à l’écartement des niveaux 
énergétiques de l'atome d'hydrogène non perturbé). 

11.57. Au cas d’atome d'hydrogène placé dans un champ électri- 
due homogène l’hamiltonien et l'énergie d'état fondamental sont de 
a forme 


= Lt, ERE"LE® (E=0), 


où E5 est rs de l’atome non perturbé, Eÿ° = —1/26,é* la 
correction de second ordre du calcul des perturbations en champ 
« faible» € déterminant la polarisabilité de l'atome d'hydrogène 
Bo = 9/2 (hk°/me*)s. 

Pour l’hamiltonien (un atome hydrogénoïde dans un champ élec- 
trique) 


H= hs. (1) 


l'énergie de niveau fondamental peut être obtenue sur la base des 
expressions données plus haut par substitution formelle e + V Ze, 
€ — E/V Z; en particulier, 


E®— RL -) + _ _ Sas £2. 


2 2 \ Zmeï Z “224 


autrement dit la polarisabilité d’un tel atome est B — 9aÿ/2Zt. 
L'hamiltonien d’un atome héliogénoïde de charge du noyau Z 
placé dans un champ électrique, en négligeant l'interaction des élec- 


trons, vaut H — A, + Hs où He sont des hamiltoniens d'élec- 
trons particuliers de forme (1). L'énergie et la polarisabilité d’état 


510 ATOMES ET MOLECULES (CH. 11 


fondamental de ce système s’obtiennent manifestement par multipli- 
cation par 2 des grandeurs adéquates de l’atome hydrogénoïde de 
même charge Z du noyau. Donc, 

9a; 


Be — Eu = 97-41 ua. (2) 


Pour Z = 2 et Z — 27/16, correspondant aux approximations a) 
et b) stipulées dans les conditions du problème, on trouve, selon (2), 
les valeurs suivantes de la polarisabilité d’atome de l’hélium : 

a) B = 0,56aj = 0,56 u.a.; b) B = 1,11 u.a. 

La permittivité de l’hélium (gaz monoatomique) aux conditions 
normales vaut €, — 1 + 4nBn,, où no = 2,69-10!8 cm*; comme 
aÿ = 1,49-10-%S cm5, e, = 1 + 5,0-10-°P (6 en u.a.). Donc, finale- 
ment : 

a) €o — 1,000028 ; b) €, = 1,000056. 

11.58. Pour l'appréciation de la polarisabilité d'électrons Thomas- 
Fermi (T-F) Br-r définissant leur moment de dipôle induit d — 
= fr-FE, remarquons que bien que la relation mentionnée ne soit 
rigoureusement juste que pour des valeurs suffisamment petites de 
€, elle fournit néanmoins un ordre de grandeur d correct également 
dans le cas des champs intenses. Mais pour € — &x-r (ér-r est 
la valeur caractéristique d'intensité du champ au lieu où se locali- 
sent, en général, les électrons Thomas-Fermi; ilest clair que £x-r — 
— Zelrï-r) les déplacements d'électrons sous l’action du champ, 
définissant le moment dipolaire, seront de l’ordre de rr-r, de sorte 
que d = Zerr-r. Aussi de la relation d<$€ pour € — ér-r 
s’ensuit-il (rrr — a9Z"!"#) que 

d Zerr-p 


se) — pr3 14 — 7-1 
JR FR mms —….——— = f 5  Z (4 À — Z 11.4. 
Pr F $ Zelra T-F 0 9 


c'est-à-dire que la polarisabilité est égale en ordre de grandeur au 
cube du rayon Thomas-Fermi de l'atome. 

L'estimation est absolument analogue pour les électrons de va- 
lence se trouvant à la périphérie de l’atome (r — a,), où la valeur 
caractéristique du champ € — e/ai fournit f,,, — a; = Î u.a. Donc 
(vu que Z ÿ 1), la polarisabilité de l’atome est définie par les élec- 
trons de valence et non pas par ceux de Thomas-Fermi. 

11.59. a) La polarisabilité se détermine par des électrons apparen- 
tés (de valence), et l’ordre de sa grandeur B — 1 u.a. peut être déduit 
sur la base de raisonnements analogues à ceux utilisés au problème 
précédent. 

b) Dans le système de coordonnées rigidement lié à l’axe de la 
molécule d 0 (d = 1 u.a. et le vecteur d est manifestement dirigé 
suivant l’axe de la molécule). Mais dans les états stationnaire» de la 
molécule son moment dipolaire moyen est nul, vu que par suite de 
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la rotation de la molécule il se définit par le centrage de d en toutes 
les directions de l’axe de la molécule qui sont équiprobables (avec 
K = 0). En superposant un champ, on obtient dy — BE. et pour 
l'estimation de la grandeur f on note que la condition dinj — ea 
ne se réalise que pour une orientation préférentielle de l’axe de la 
molécule (et, partant, du vecteur d) le long du champ E, mais pour 
cela il faut que l'énergie d'interaction du dipôle avec le champ élec- 
trique (grandeur de l’ordre de d#) soit comparable à celle de rota- 
tion de la molécule, dont l’ordre de grandeur est k*/Maÿ (M 
nm 10% = 10* m, est la masse réduite des noyaux), c'est-à-dire € — 

h° A : 
ag Aussi 

dind (cas) Maÿ M 3 M 

Peer DE Er a u.a., 
c’est-à-dire que la polarisabilité des molécules à moment dipolaire 
est beaucoup plus grande que la polarisabilité d’atomes, ainsi que des 
molécules démunies du moment dipolaire. 

Les estimations de la polarisabilité mentionnées plus haut peuvent 
étre obtenues de façon stricte par analyse de la formule exacte déter- 
minant la grandeur f. On laisse au soin du lecteur de s’en convaincre 
par lui-même. 

11.60. Les états stationnaires de la molécule en l’absence du 
champ se définissent par les nombres quantiques nr, A (A := O), 
S(S = 0), v, X, M (n est l’ensemble des nombres quantiques déter- 
minant la f.o. du terme électronique à l’exception de À et S). Les 
f.o. de ces états sont de la forme 


Vaoru= Va (RE be...) WEP (R) Vrn(8, g) (A=S=0), 


tandis que l'énergie d'état vaut E — ES + Ro,i(v + 1/2) + 
+ B,K(K + 1), de sorte que les états ne se différenciant que de la 
grandeur A] sont dégénérés (£, étant les variables d'espace et de 
spin des électrons). 

Il est préférable de calculer les éléments matriciels de la pertur- 


bation V — —dE, où d est l’ opérateur moment dipolaire de la mo- 
lécule, en deux étapes : d’abord on intègre en coordonnées des élec- 
trons et la distance relative À séparant les noyaux (mais pour une 
orientation fixée de l’axe de la molécule), ensuite l'intégration est 
effectuée en variables 6, q déterminant la direction de l'axe de la 
molécule. Pour les éléments matriciels diagonaux en nombres quan- 
tiques 7, v la première intégration donne 


| créas apéptib ar — d= an, (ny RAR) @) 
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(le fait que le vecteur d est dirigé suivant l’axe de la molécule est 
immédiat en vertu des considérations de symétrie). En dirigeant l’axe 


z le long du champ E et compte tenu du fait que la f.o. Wxns (avec 

= 0) est une fonction sphérique Y;»#(0, œ), on trouve que les 
éléments matriciels de perturbation entre les f.0. (1) se rapportant au 
niveau considéré de la molécule (c'est-à-dire ne différant que de la 
valeur de M) sont nuls, vu que 


| YhnY ru cos 8 dQ = 0. 


Respectivement en premier ordre du calcul des perturbations les ni- 
veaux de la molécule ne s’écartent ni ne se scindent pas. Vu qu’en 
présence d’un champ homogène la projection du moment sur la di- 
rection du champ est un nombre quantique « bon », les f.o. (1) cons- 
tituent des fonctions correctes de l’approximation zéro, et en se 
servant du calcul des perturbations on peut utiliser ses formules stan- 
dard se rapportant aux états non dégénérés. La correction du second 
ordre est de la forme 


D = 5 IRIS (3) 


En—E£,, 
k es. 


(pour abréger, on ne se sert que de l'indice k dans les descriptions de 
différents états de la molécule, 4 = {n, À, S,v, K, M}). 

On note sans peine que dans la formule (3) il est possible de se li- 
miter aux états |k’) pour lesquels n° = nr, A° = S° = 0 (dans ce 
cas E; — E,:= B,(K(K + 1) — K'(K° + 1)]) vu que l’apport à 
la somme d'états avec d’autres nombres quantiques est sensible- 
ment inférieur à cause de la grandeur beaucoup plus importante des 
dénominateurs énergétiques. En prenant en considération ce fait et 
compte tenu de la relation (2), on peut écrire l’expression (3) sous 
la forme 


Et... — d262 >” I{K'M'icos 81AM)|? _ 
REMOTR, . K(K+1)—K'(K'+1) 
’°, M! 


___ dié[K(K+1)—3Mi) & 
_ 2BK(K+1)(2K +1) (2X +3) 


(comme la f.o. de l’état |X, M)] est une fonction sphérique, on re- 
marque que la somme (4) est absolument analogue à celle étudiée 
dans 8.12, de sorte que la réponse trouvée dans ce problème convient 
aussi au problème concerné: il suffit de procéder à la substitution 
1 K, m— M, R*/2I + B.). 
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11.61. En dirigeant l’axe z le long du champ magnétique, repré- 
sentons l’hamiltonien de l’atomeïsous la forme 


H = A+, V— pk À, +< 


_ (22 + y?), 


où À o eSt l’hamiltonien d’atome hydrogénoïde en l'absence du champ 
—e (e > 0), m la charge et la masse du méson, u = eñ/2mc le ma- 
gnéton (mésique) de Bobhr (on adopte la masse du noyau M = oc, à 


propos de la finalité de M voir 11.64). Vu que l’opérateur À, comme 


d'ailleurs À o, commute avec l’opérateur É. les f.p. bien connues de 
l'hamiltonien non perturbé W,1, sont également des fonctions cor- 


rectes de l’approximation zéro en présence de la perturbation V, de 
sorte que la correction de premier ordre aux niveaux d'énergie vaut 


ET, = | Pau Lau, dV =u£2l, 


(on s’est limité au premier terme dans la perturbation, u“#1,, car la 
prise en compte dans £(® du second terme proportionnel à # ? aurait 
péché par excès de précision). Etant donné que les valeurs possibles 
(entières) de Z. remplissent les conditions [Z,| < 1 < nr — 1, le ni- 
veau E} n° fois dégénéré de l’hamiltonien non perturbé en premier 
ordre se scinde en (22 — 1) sous-niveaux, dont chacun est dégénéré 
(n — |.) fois (pour n», |!.] donnés les valeurs possibles de 2 sont 
Il. El + 1, nue Ro). 

11.62. Le problème se résout de la même façon que le précédent. 
Il apparaît dans l’hamiltonien un terme complémentaire Ÿ' — 


— Qu-#S.. Les fonctions correctes de l’approximation zéro sont de la 
forme Yu %s, Où %.. sont des fonctions de spin qui représentent des 
f.p. de l'opérateur s, (rappelons que Y1,: = on} etc). La correction 


de premier ordre aux niveaux d'énergie vaut 


Ets, = (Li + 252). (1) 


Les conditions d'applicabilité du résultat (1) supposent que la 
fission du niveau AE zcem Er sus =, in 2npÿe est 
de beaucoup supérieure à l’ intervalle de la structure fine A£ ps, mais est 
beaucoup plus petite que l’écartement entre les niveaux voisins de 
l'hamiltonien non perturbé AE, = ES}; — E® = 43,6[n-? — 
— (nr +41) “]eV. Pour nr = 2 la condition AEps & AEzeem € 


€ AE, prend la forme de 5-10-5 eV & 2% < 2eV ou de 
e 
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310$  œrsteds € 5# < 105 œrsteds (rappelons que  e/ai — 
9,14-10? V/cem = 1,71-107 œrsteds, a, étant le rayon de Bohr). 
11.63. La perturbation (plus précisément, sa partie linéaire sui- 


vant le champ -#) est de la forme V = p#(l, + 2s,) *), l’axe z 
étant dirigé le long du champ magnétique. Les f.p. « correctes » 
de l’hamiltonien en approximation zéro sont les fonctions de la for- 
me W — Vioo LS, » où Wioofr) est la f.o. d'état fondamental de 


l'atome d'hydrogène (sans spin), ss. la fonction de spin du proton 


et de l’électron avec S et S. représentant le spin total et sa projec- 
tion sur l'axe z. Compte tenu de la forme explicite des fonctions #ss. 


(voir, par exemple, 5.17) et du fait qu’en état fondamental de l’ato- 
me d'hydrogène ! — 0, on obtient sans peine qu'en premier ordre 
l'énergie de la composante singulet de la structure hyperfine ne va- 
rie pas, tandis que le niveau triplet se scinde en trois sous-niveaux 
d'énergies 


ESi,s.=u%sS, (c'est-à-dire E1=0, + up). 


La condition d’applicabilité des résultats obtenus est la réalisa- 
tion de l'inégalité p=# < AEurs, où AEmrs est la grandeur 
de la fission hyperfine, voir 11.4 (avec u-# > AEurs devient 
essentiel le « mélange » d'états à S$ = 0 et S = 1, S. — 0, parce 


que l'élément matriciel €S = 1, S. = O|VIS = 0) + O0). 

11.64. Le problème de deux corps interagissant l’un avec l’autre 
se réduit, comme on le sait, au problème d’un corps dans le champ 
extérieur. Alors l’hamiltonien du système 


A 


À = 2 + PE LU(Ir—rl) (1) 


— 2m! 2ms 
se transforme en la forme H — À, + H, où 


À p2 a 2 « | à . 
re Hem HU), P=—iVR P= — A Vr, 


Si les particules chargées interagissant entre elles se trouvent 
dans un champ électrique homogène, il faut ajouter à l’hamiltonien 
(1) un terme complémentaire V = — (e,;r, + eer>) E,. L’hamiltonien 


*) Ici s, est l'opérateur du spin électronique; quant à l’interaction du 
moment magnétique du proton avec le champ magnétique, vu sa petitesse 
(up/pe — me/mp = 10), on la néglige. 
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du système peut alors être représenté sous la forme H = H, + H,, 
c.-à-d. comme la somme de deux hamiltoniens « uniparticulaires » 


p2 


H 


(ee) RE, ñ,= +04) 72 200 FE, (2) 


1 D M 


dont le premier décrit le mouvement du centre de masse du système 
et le second représente l’hamiltonien de l’atome hydrogénoïde placé 
dans un champ électrique (avec e, — —e, e, = Ze, U — —Ze“/r). 
Cyo — Com: 
M 
interaction de cet atome avec le champ électrique. On peut l'écrire 


Le dernier terme dans H,, V — — rE, constitue l'opérateur 


sous la forme V — —dE, où d est l'opérateur moment dipolaire de 
l'atome relativement à son centre de masse (pour e, # — e, Île 
moment dipolaire est fonction du point de l’espace par rapport au- 
quel il est défini). 

En appliquant un champ magnétique homogène, dont le poten- 
tiel vectoriel est choisi égal à A — 1,2 {Hr}, l’hamiltonien (1) prend 
la forme 


(a —<$ mr) : (5 nr)" 


H — 2m 2m Ur). (3) 

Dans le système du centre de masse, où rn=r, r.— 

m : a 2 + À : - | 

L ir n pi —p=p= ik, l'hamiltonien (3) peut ctre 

écrit sous la forme (1= —ifrV,]) 

à p° eiMe2 Can: RÎH 

Rond, CU +{-(< LES Me 2) 2Me | 10 

eîms esmi \ [Hr]° 
GE m1 il Ma ares je (4) 
Le dernier terme de cette expression pour €, = —e, e, = Ze, U = 


— —Ze“/r décrit l'interaction de l'atome hydrogénoïde avec le 
champ magnétique compte tenu de la finalité de la masse du noyau. 

Il faut toutefois souligner que l'expression obtenue (4) n’est pas 
stricte pour l’hamiltonien, car avec la présence du champ magnétique 
le problème de deux corps n'autorise plus la division des variables, 
c'est-à-dire que l’hamiltonien ne peut plus se représenter sous forme 
de À = H,(R) + X,(r). 

Les expressions (2), (4) des hamiltoniens prises en compte, il 
devient aisé de dégager l'influence de finalité de la masse du noyau 
sur les effets Stark et Zeeman dans les atomes hydrogénoïdes. 
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11.65. Pour le positronium se trouvant dans un champ magnéti- 
que l’hamiltonien se présente sous la forme 


ES 


HE House (n=) (1) 


m 2mc 


(on s’est limité aux termes linéaires en *; l'opérateur moment 
magnétique orbital est nul, voir problème précédent ; la masse ré- 
duite du système vaut m/2). 


Vu que les opérateurs s,., de projections des spins des particules 
sur l'axe = dirigé le long du champ magnétique commutent avec 
l'hamiltonien, il s'avère manifeste que les f.p. de l’hamiltonien (1) 
sont des fonctions de la forme aim es,p = FaimXs,eXs-p° Où Vim 


sont des f.p. bien connues de l’hamiltonien d’atome d'hydrogène 


(de masse m/2), y. les [.p. de l’opérateur S.. A ces Î.p. correspondent 
les niveaux énergétiques 


Es, 


4 
ru 9 cn (0) me 
sep — En 2n(Sze -— Sip) K (Es — — ] ; 


Afin? 
c'est-à-dire que chaque niveau 4n° fois dégénéré du positronium non 
perturbé se scinde dans le champ magnétique en trois sous-niveaux. 
11.66. Comme on le sait, un atome en état à nombres quantiques 
— $ — 0 est diamagnétique et sa susceptibilité magnétique est 
égale à 


e? > — 
= Dr 
fat Gmc* HE 
a 


Compte tenu de la forme approchée de Ia f.o. d'état fondamental 
de l’atome d’hélium 


AT Z spi r 
Y = —<— exp [| — ZT (r, +r)) | WS-0» Zett = 
149 L an 


: er: dE e=\3 
on obtient sans peine ri = r5 = 3aÿZeft et YXat = —(5) aùZeft. La 


susceptibilité magnétique de 1 cm° de gaz vaut gaz = RoYat — 
= —7,7.10-1 (n, = 2,69-101% cm” est le nombre d’atomes de gaz 
dans 1 cm* sous conditions normales, aÿ = 1,49-10-*%S cm, e*/hc = 
23 4/137). 

11.67. L'hamiltonien d’un atome placé dans le champ magnéti- 
que est de la forme 


À = o+ le (Li + 28.) ++ D IreHP, (1) 
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où À, est l’hamiltonien d'un atome en l’absence de champ, qui inclut 
les corrections relativistes aboutissant à la structure fine de l’atome. 
Le niveau étudié *P, est non dégénéré et son déplacement en premier 


ordre suivant -* est manifestement nul (L, = $. — 0, car pour 
J — Oil n’y a pas d'orientation dégagée suivant laquelle auraient 


pu être dirigés les vecteurs L et S). 

En second ordre suivant le champ “£ il apparaît dans le dépla- 
cement du niveau Et? des termes de deux sortes : ceux qui s’obtien- 
nent par centrage du dernier terme de l’hamiltonien (1) en f.o. du 
niveau non perturbé et la correction habituelle de second ordre du 
calcul des perturbations à l'interaction 


V=ue(L,+ 28.) 5. 


L'estimation du premier des termes mentionnés de ET fournit 
une grandeur d'ordre de e*aÿ:#*/mc®. Quant à l'apport à E(® du terme 
de deuxième sorte, il est beaucoup plus grand. En effet, 


(2) ATCALALIE 
Er = » EP =ES (2) 
: 


Dans cette somme E} représentent les v.p. de l'opérateur À o- Si les 
états | X) et ue Dtennénc à des multiplets différents, on à 
alors |E}” — EX'|  e*/a, = 10 eV. Mais au cas où les états men- 
tionnés constituent des composantes variées de la structure fine 
si un même terme l'estimation se modifie sensiblement: [EX — 

Ex” nm (e*/hc)?e*/a,, et si dans ce cas l'élément matriciel 


&'|V1X) n’est pas nul, l’apport de tels termes devient alors domi- 
nant. Dans le cas concret d’état 2°P, d’atome d'hélium ce terme ré-- 
pond dans la somme (2) à l’état 2%P, à J. — 0. Aussi l'estimation: 
de lasomme (2) prend-elle la forme ED aïg£?et, respectivement, la: 
susceptibilité magnétique s'avère une grandeur de l’ordre de %ar 
= aÿ = À u.a. (vu que selon la règle de Hund E(2P,) << E (28P,), 
on a Et) << 0 et %at > 0, c’est-à-dire qu’en état 2%P, l’atome d’hé- 
lium est paramagnétique). 

11.68. L'hamiltonien d’une molécule placée dans un champ 
magnétique est de la forme 


À = À o + le (+ 28)H + D {rés — (re H}°). d} 


Compte tenu de la forme des f.p. W,,rku de l'hamiltonien À 
donnée dans 11.60, et en se servant du procédé de calcul d'éléments 
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matriciels indiqué dans ce problème, on remarque qu'en premier 
ordre en 5# il ne se produit pas de déplacement, car 


| crewe)s É (gene) gr =Cn,=An=0, $=0. (2) 


En second ordre en :# le déplacement du niveau se détermine par 
l'expression 


EX M = ER À PiokM 2 {ra Ôin — Tailon} YnrkKMAT (3) 


{l'apport à E*) des termes de second ordre du calcul des perturba- 


tions en interaction V, = u, (L + 2S)H est nul, car les éléments 
matriciels de la perturbation V,, entrant dans la somme correspon- 
dante, sont nuls, tout comme dans l’expression (2)). 

L'expression (3) après l'intégration en coordonnées d'électrons 
et en variable Æ prend la forme 


Eu = ner idn | Yu {abu — broinor) Y xu dO, 


où a, b sont des constantes indépendantes de À, M. Compte tenu de 
la relation connue (l’axe z||H) 


7 2 2K?+2K—1—2MM° 
[ Y'Xknnos os Y KM AS = | cos? 0 |[Y xarl? dQ = + 


(2K—1D(2K+3) ? 
on trouve le déplacement des niveaux énergétiques 


_ e27e2 b 2K2-+L2K—1—2M2 À 
KM Bme: { E (24 — 1) (2X — 3) 


11.69. L'opérateur interaction de la particule chargée avec l’ato- 
me (une interaction électrostatique habituelle d’un système de char- 
æes), compte tenu de la petitesse des dimensions de l’atome devant 
la distance séparant ce dernier de la particule, est de la forme (Ze 
est la charge de la particule, l’atome étant à l’origine des coordonnées) 


Se 


Ü — ZeEPat (R) — Ze = + Pat quadr (R) + … . (1) 


En premier ordre du calcul des perturbations l'interaction U(R) 


obtenue par centrage de l'opérateur Ü en f.o. d'état fondamental 
de l’atome d'hydrogène manque, vu que les valeurs moyennes de 
tous les moments multipôles d’atome (du dipôle, du quadripôle, 
etc.) sont nulles en vertu de la symétrie sphérique de la distribution 
de la charge en état fondamental s de l’atome. En second ordre, en 
se limitant dans l'expression (1) au premier terme qui décroît le 
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moins vite avec l'augmentation de À VV, = Ze dR/R3 = 
= — Ze(rR)/RS, on obtient l'interaction cherchée : 


Ze \2 9Z2e2aÿ 
U(R)= — he (5) = EE, (2) 
où Bo —= 9a;/2 est la polarisabilité d'état fondamental de l'atome 
d'hydrogène ; on a tenu compte de ce que l’interaction V, est équi- 
valente à l’interaction de l’atome avec un champ électrique homogè- 
ne E — —ZeR/RS. L'interaction (2) présente manifestement le ca- 
ractère d’une attraction. 

11.70. Compte tenu du résultat du problème précédent, on obtient 
sans peine l'interaction cherchée : 


y = —Zi2re __ Sas Zie® RS) 
[R1— Re & IR1 — Rol* IR2— Rol* 
_. 9aÿZ1Z2e? (R1 — Ro) (R2 — Ro) (1) 
21R1—Rol*lR2—Rols  ? 


où R,, R;, R, sont les rayons vecteurs de l’atome et de particules 
chargées (leurs charges sont Ze et Z.e respectivement). Le dernier 
terme de l’expression (1) dépendant des variables de trois particules 
indique que l’interaction n’a pas de caractère additif. 

11.71. Comme dans 11.69, l'interaction se détermine par le 


terme dipôle V = Ze(dR)/R® (dans ce cas il est essentiel que la molé- 
cule se trouve en état à À — 0, car autrement, c’est l'interaction 
quadripôle qui devient dominante; or elle est différente de zéro 
déjà en premier ordre du calcul des perturbations et décroît avec 
l’augmentation de À comme À”). Le calcul de la correction de se- 
cond ordre concernant l'interaction mentionnée plus haut pour une 
molécule biatomique dontd-0et qui se trouve en état !Z s’effec- 
tue aisément de façon analogue à ce qui a été fait lors de la résolu- 
tion du problème 11.60: dans la somme définissant la correction de 
second ordre du calcul des perturbations le rôle dominant est attri- 
bué aux états excités de la molécule possédant les mêmes nombres 
quantiques nr, À = 0, S = 0, v = 0 que l’état fondamental et ne 
différant que par les nombres quantiques rotationnels (pour ces états 
les dénominateurs énergétiques sont anomalement petits). L’analogie 
établie dans 11.60 entre les propriétés de la molécule à d 0 en 
état !Z et du rotateur spatial possédant un moment dipolaire en ce 
qui concerne leur comportement au sein d'un champ électrique auto- 
rise, en se servant de la valeur connue B, = 2/d*/3h° de la polarisa- 
bilité d'état fondamental du rotateur (voir 8.11), de trouver l’expres- 
sion cherchée d'énergie d’interaction (B, = h°/21): 


Ze \2 Z?e?d? 
U(R)= (2) = 
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11.72. L’hamiltonien du système est de la forme 


SE à 7 3 f e2 (25159 — Zyto — 
H£ Hit Hoo 0 =Ho,3+ Ho - 2 CE Japan 
où A 16 Sont les hamiltoniens d’atomes particuliers d'hydrogène. 


La valeur moyenne d'énergie E(a, R) en état décrit par la f.o. 
Wessa avec le choix adéquat du paramètre « peut être assimilée à 
une certaine approximation de la valeur d'énergie d'état fondamen- 
tal du système. Elle se calcule sans peine en tenant compte des va- 
leurs d’intégrales suivantes: 


4) (0 1x] 0) = | zWÿ(r) dV — O en vertu de la non-parité en 


z de la fonction sous l’intégrale ; de même sont égales à zéro toutes 
les intégrales dont une composante quelconque des vecteurs r, ou 
r, entre en puissance impaire; 

2) (01H01 0) = —e?/2a,, vu que Y, est la f.p. de l'opéra- 
teur A, ; 

3) (0/z2 |0)= (0 ]y2] 0) = (0 | z? | 0) = 


= + (0 fr?) 0) =+ | r2W(r) dV = a;; 


4) (0 Iz4 0210) — |'PozÂ (CV) — 0; le procédé le plus 
simple de calcul de cet élément matriciel est donné dans la solution 


du problème 11.54, où il est noté (W,]H,]| W,). 

Pour la fonction d'essai de la forme a), compte tenu de ce qui a 
été dit plus haut, on obtient C*° = (1 + a°aj) ! = 1 — a°ai (en 
vertu de la condition de normalisation) et 


mr _ __ 2,273 2aie? 
E = a tuée 20 —P5—. 


En minimisant cette valeur en paramètre &, on obtient la valeur 
approchée de l'énergie d’état fondamental du système considéré com- 
posé de deux atomes d'hydrogène : 

e &e?aÿ 


E,(R)=minE =——— 


do RS : 


où le premier terme est l'énergie de deux atomes particuliers et le 
second l'énergie de leur interaction mutuelle: 


U(R)= — 8. (1) 
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De façon analogue on obtient pour la fonction d'essai de type b} 


C:&Æ1—6aœa, E— — + Gareraÿ + 12 es : 
E, (R)-- e° Ge°aÿ U (R\ — Ge2aë (2) 
0 ) =: 7 &@ — RS ( ) — 7 RS : 


Etant donné que le calcul de l’énergie d'état fondamental par le 
méthode variationnelle fournit toujours une valeur £, exagérée, des 
deux expressions obtenues pour Ü (R), (1) et (2), la seconde est plus 
exacte. 

La loi de décroissance d'énergie d'interaction d’atomes U(R} 
correspond aux forces de Van-der-Waals. 

Notons que le calcul numérique exact donne U(R) = 
= —6,5e*ai/R$5, c'est-à-dire que l'expression (2) ne diffère de l’ex- 
pression exacte que de 8 %. 

11.73. L’interaction de molécules apparaît en second ordre du 
calcul des perturbations en interaction dipôle-dipôle : 


V — (dide) R2— 3 (d1R) (d2R) 
TR 


(il est essentiel dans ce cas que les molécules possèdent des nombres 
quantiques rotationnels X, = K, = 0, car, autrement, l'interaction 
apparaît en premier ordre en interaction quadripôle-quadripôle et. 
décroît comme R-5), c'est-à-dire 


7 po 7 [(Kr Keldid2R3—3 (d1R)(d2R)10, 0)|? 
U(R)=E= » — Loitéus-Ep El  ? (1} 

Ra, ka 
où 1,2 sont les jeux de nombres quantiques caractérisant les états 
stationnaires de molécules particulières (voir 11.60). Le rôle domi- 
nant dans la somme ({) est joué par les termes répondant aux états 
de molécules dont tous les nombres quantiques, à l’exception de X 
et M, sont identiques à ceux d'états fondamentaux, car dans ce cas 
les dénominateurs énergétiques sont anomalement petits. Une fois 
choisi l’axe z suivant le vecteur R et exécuté dans les éléments matri- 
ciels l’intégration en coordonnées d'électrons et la distance relative 
séparant les noyaux, comme cela a été fait dans 11.60, écrivons la 
somme (1) sous la forme 


nn d?d5 |(K;1Mi, KoMo |3nyznez— nin2l 0, 0)|? ‘ 
MU Lu 2 [Bikai (Ra te 1)Baka (Ra D] R° (2} 
KiMi, Ka; 
(l'énergie d’état de la molécule ne différant de l’état fondamental 
que par les nombres quantiques À, M vaut £, = E, + BK (K +1)); 
n,,. étant des vecteurs unitaires définissant les orientations d’axes 
des molécules, les f.0. d'états |X, M) sont des fonctions sphériques. 
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Compte tenu de la forme des fonctions sphériques, on obtient 
sans peine que l'élément matriciel (X, M{cos 0]0, 0) n’est non 
nul que pour À = 41, M —Oet vaut (1, Olcos 0[0, 0) = —i/V 3. 
De façon analogue on peut obtenir d’autres éléments matriciels non 
nuls entrant dans la somme (2): 


{1, 117,10, 0) = (1, 1 |sinO cos y] 0, 0) — 


Î 
= — (À, —1}|n,]0, RTE 
1, 11r,10, 0) = (1, 1|sin6sin]0, 0) = 
1 
= (1, —1] 7,10, de 


Finalement l'expression de l'énergie d'interaction des molécules 


prend la forme U(R) = — ETES AT 


11.74. L'hamiltonien de l’électron avant la désintégration du 
noyau À, au moment de la fission se transforme instantanément 
en 1: où 


#ñ 


Hi = —A2A — Ar, He = —1/2 A — Or. 


La probabilité cherchée se détermine d’après la formule générale 
de la théorie d’actions brusques (voir 8.39). Compte tenu de la forme 
de Îla f.o. d'état fondamental d'atome hydrogénoïde de charge du 


noyau Z Wi(r, z) = V Z3/n exp (—Zr), on trouve sans peine 


w (0 —+ 0) —| | YS(r, Z=2) Y(r, z=1)avf = (* LEY* À 0,70. 


27 


11.75. Le problème se résout de façon analogue au précédent. 
Etant donné qu'aux conditions du problème le moment orbital de 
l’électron se conserve (le champ est central) et avant la fission du 
noyau il était Z — 0, apres la fission du noyau les transitions de l’élec- 
tron ne s’avèrent possibles qu’en états à ! = 0. Compte tenu de la 
fon an—2, l=m=0 


oo (r, Z)=V Z3/8n (1 — Zr/2) e-Zr!?, 
après intégration élémentaire on aboutit à la probabilité cherchée : 
= || Va, 222) Wioo(r, 21) 47 114. 


11.76. L'hamiltonien de l’électron pour & > 0 (t = O0 est l’ins- 


tant de fission du noyau) est donné dans 11.74 (où il est noté H a): 
Aussitôt après la fission du noyau la f.o. est une f.o. d'état fondamen- 
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tal de l’électron au sein de l’atome d'hydrogène Y,. L'énergie moyen- 
ne de l’électron pour t > 0 ne dépend pas du temps et vaut 


E = (Vol 21 Yo) = Yo (—-La-1)-ile,s- 
= Ey— (Vo + [)= —1/2—1— —3,2. 


La valeu: : oyenne de l'énergie acquise par l’électron du fait de 
fission du noyu vaut Ex= E — E4j= —3/2 — (—1/2) = —1 u.a.= 
— —27,2 eV (Ex << 0, c'est-à-dire que l’énergie de l’électron di- 
minue). 

11.77. Généralement sous f.o. d’atome on comprend la f.o. de 
l'enveloppe électronique W(r;, re, . .., rx) (on n’écrit pas les in- 
dices de spin pour simplifier), ce qui correspond à l'étude du 
mouvement d'électrons dans un système du centre de masse 
de l’atome, la position du centre de masse À = 0 coïncidant avec 
celle du noyau (la prise en compte du mouvement du noyau engendre 
de petites corrections). En l'absence de champs extérieurs le mouve- 
ment libre du centre de masse n’exerce aucune influence sur la 
f.o. de l'enveloppe électronique. Dans le problème considéré la si- 
tuation est différente. Vu que le noyau reçoit une impulsion, le mou- 
vement du centre de masse n’est plus libre et il s’agit d'établir 
l'influence qu'exerce la variation de ce mouvement sur la f.o. de 
l'enveloppe électronique. Pour cela, étudions la f.0. W.,s qui décrit 
aussi bien l'enveloppe électronique que le mouvement du centre de 
masse. Juste avant l'instant de « secousse » elle est de la forme 


Payst = Vem(Re.w) Vo(ez ne Rem: Pe — Re.m . .), (1) 


où p, sont les rayons vecteurs d'électrons dans un système quelconque 
de coordonnées. W,., la f.o. d’état du centre de masse du système. 
Après la « secousse » la f.o. varie. Les inégalités figurant dans les 
conditions du problème signifient que pendant la durée du choc + la 
f.o. de l’enveloppe électronique n’a pas le temps de varier sensible- 
ment et la position des noyaux (et, partant, celle du centre de mas- 
se) ne change pas, c’est-à-dire que toutes les modifications de 
la f.o. se réduisent à la multiplication de (1) par le facteur 
exp(ivMR:/h), où /, R;y sont la masse du noyau et son rayon 
vecteur, ce qui correspond à la variation d’impulsion du noyau du 


vecteur WMv, de sorte que Wi;st = e"AIVRnoy/ Was. Compte tenu de 
la forme de la f.o. (1) et des relations évidentes 
. 


à MPa + MRaoy = (M + Nm) Res 


Q= 


MR0oy = MR. —m 2 (Pa = Rc.m); (2) 
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la f.o. du système aussitôt après « secousse » peut être écrite sous la 
forme 


e iMVRe m/ 


imv 
Pis — € 


Ye m exp ——. > ra) Polti sise) (3) 


a 


où r,, Comime auparavant, sont les rayons vecteurs d'électrons dans 
le système du centre de masse. 

La formule (3) montre comment varient du fait de la « secousse » 
étudiée les f.o. du centre de masse du système et de l'enveloppe 
électronique. Donc, la f.0. de l’enveloppe électronique aussitôt après 
la « secousse » prend la forme 


Ÿ, — exp — me > ra) We (Ps Pas ess EN) (4) 


a 


et les probabilités d’excitation de différents états de l’atome sont 
w (0 n) =| | vo dr|. (5) 


11.78. Cherchons w,, la probabilité pour l’atome de demeurer en 
état fondamental. Compte tenu de la forme de la f.o. d'état fonda- 
mental W, = (xa;)-!* exp (—r/a;), d’après les formules (4), (5) du 
problème précédent, en effectuant l’intégration élémentaire, on ob- 
tient (q = m.P/kM,) 


; 2 
Da 2r/fa = iqr = rene 
| = Grogax - 


Wy=|—— | 
° raÿ | 


La probabilité cherchée d’excitation et d'’ionisation de l'atome w 
est manifestement égale à w — 1 — w,. Dans les cas limites de 
« secousse » faible (ga, € 1) et forte (ga, © 1), il vient 


ex | ga <1, ga<K1, 
er — (2/ga,)" &1, ga > 1. 

Les critères d’applicabilité de l’approximation utilisée, formulés 
au problème précédent, doivent être précisés au cas de « secousse » 
forte. Etant donné que dans ce cas l’ionisation est sensible (l’éner- 
gie des électrons de départ ÆE, Æ h*g*/2m., et leur impulsion p Æ 


= — hq), la durée du choc 7 doit être petite comparée aux périodes 
de Bohr des transitions correspondantes : 


t € h/|Eo — El & RE, — ml. 


11.79. Le problème se résout de façon absolument analogue à 
11.77. La f.0. du système juste avant la « secousse » est de la forme 


Viyst = Y (Re.m) Y (P: —Rc.m ce.) Dx — Re.m 5 R,—R:), 
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et aussitôt après la « secousse » elle devient égale à 


Piyet = exp (PR; À) Ÿ (Rc.m) Fo (01 —Re.m +5 Ri—R>) (1) 


(on pose que l’impulsion est transmise au] noyau { dont le rayon vec- 
teur est R;,). Compte tenu de la relation 


M 
R,=R.. CRE T2 sa R— M D) (Pa — Re.m) 


(R=R,—R, M=M,+M:), 


à partir de la formule (1) on obtient la variation de la f.o. de la mo- 
lécule du fait de la « secousse » : 


+7 IMPR imP 
F=exp { ji ee M D ra} Ne (r,, To, .. : R). 
nan 


L'expression cherchée de la probabilité de transition: 
& (0 nr) =| | W#Ÿ, dt É (2) 


où l'intégration est effectuée en coordonnées de tous les électrons, 
la distance relative À entre les noyaux et en variables angulaires 
déterminant la direction de l’axe de la molécule (en outre, on fait 
la sommation en indices de spin). 

11.80. La probabilité cherchée se détermine suivant la formu- 
le (2) du problème précédent. Avec la prise en compte de la forme de 
la £.o. de la molécule au terme électronique ©, donnée dans 11.60, 
il vient 


: iM,3PR imP 
sn À és — TM 


péhpribrot Gr dR dQË (1) 


(ici le symbole je dta indique l'intégration en coordonnées 


d'électrons et la sommation en leurs variables de spin). Vu que d’après 
la condition P/M € vo Vat — R/ma, (a, est le rayon de Bohr) 
et les valeurs caractéristiques des rm onnee d'électrons r — 


mo] 7 dat — & le facteur exp {—5 FN > LS r À peut être remplacé 


par l'unité, après quoi on a | pet [e dta — 1. Une fois l’intégra- 


tion réalisée en variables angulaires (cela se fait aisément en diri- 
geant l'axe polaire suivant le vecteur P): 


1 nee cos a ete er 
ra | exp {25 = ER 


CES 
AM A(Mi+M3) 
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on transforme l'expression (1) en la forme 


me=|{ 54 


La f.o. W9'P (d'état fondamental de l'oscillateur) 
Î @e \1/4 — 
gg (He) exp| — | 


n’est sensiblement différente de zéro que dansle domaine |R — R,|< 
< (h'uw,)!/?< À; (AR, étant la distance séparant les noyaux en po- 
sition d'équilibre, w, la pulsation des vibrations de la molécule, 
u = M,M./(M, + M)); aussi avec le calcul de l’intégrale de l’expres- 
sion (2) peut-on remplacer dans le dénominateur R par À, après quoi 
elle se calcule de façon élémentaire, car 


| Las F e+ieR jp — 


_ ES e+iaR | exp(—e(R—R) + i& (R— R,)) dR = 


hT 


(eizR — e7 iaR) 


yrsi F dR|. (2) 


— €EXP (+iaR 7e). 


En définitive, l’expression de la probabilité cherchée est de la forme 
. _ fsinaRo\2 {ha 
= (Er) P(— qu ]- 


11.81. Profitons de la formule générale de probabilité de transi- 
tion (en l’unité de temps) de l’état du s.d. en l'intervalle différentiel 
d'états du spectre continu sous l’action d’une perturbation périodi- 
que de pulsation «: 


dus, = 7% | Fyn (28 (Es — Es — ho) dv. (1) 


Dans le problème considéré la perturbation (l'énergie d’électron 
dans le champ électrique) est de la forme 


Ÿ = eE (t) r = eE,r sin ot = Fe-iot Êteiot, 
c'est-à-dire que F = ieE,r/2. Dans l'élément matriciel 
Fn= | VS dx (2) 


il faut interpréter la f.o. W}” comme la f.o. W, d'état fondamental 
d’atome d’hydrogène et W,, comme la f.0. W, d’électron libre au vecteur 
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d'onde k (rappelons que v constitue un jeu de grandeurs servant à 
la description d'états du spectre continu), c’est-à-dire 


VI (naÿre-te, (note (ai). 


Pour le calcul de l'intégrale (2) (dt = dV) introduisons le système 
de coordonnées sphérique r, 6, q à axe polaire suivant le vecteur k et 
notons ©, y, les angles polaire et azimutal du vecteur E,. Alors 

Er = #orlcos 8 cos 6 + sin 8 sin 6 cos (® — m)l 


et l'élément matriciel F,, après une simple intégration s'avère égal à 


po | | | e CET O+ 


4n2 V 2ai 
V2 | . 
4 V2eéo cos 0 ka!” 


+ sin 6 sin © cos (® — ®p,)] r° dr sin 0 d6 de — TENTE 
T "a 
0 


(3) 


(il convient d'intégrer d’abord en g, puisenret enfin en x = cos 6). 
Compte tenu de ce que 

dv = dk — k? dk dx -- k? 2E, dE} dAx — DR HE 
et en nous servant de la valeur (3), récrivons l'expression (1) sous la 
forme 


2° magk'e*éé cos" © à [E, — ES — how] dE, dQ. (4) 


Mi = St has 


En intégrant (4) en £,, il vient aussitôt 


. _ 64 aÿ$ do \5/ © 3/2 
du'yx = es (Po | (=—1) cos? 6 dx (5) 
(on a introduit w, d’après la formule E,_;, = — = = — ho). 
0 


L'expression (5) a manifestement le sens suivant : elle détermine 
la probabilité d’ionisation de l'atome en l'unité de temps pour la- 
quelle Ja direction de l'impulsion de l’électron de départ (p = k) 
est enfermée au sein de l'angle solide dQ ; l’énergie de l’électron 
vaut £ = À (© — w)). 

En intégrant (5) suivant tous les angles de fuite de l’électron, on 
aboutit à la probabilité totale d’ionisation de l’atome w, en l’unité 
de temps: 


uw’; (©) = 


38 m6 (se) (2 4)" 


Etant donné qu’en résolvant le problème on a utilisé en guise de 
la f.o. du spectre continu des ondes planes, les expressions obtenues 
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ae se justifient, strictement parlant, qu’à la condition © à wo, 
quand la vitesse de l’électron de départ est beaucoup plus grande 
que lat. 

Notons que pour & << w, la probabilité d’ionisation de l'atome 
selon la formule (1) est nulle. Cela ne signifie toutefois pas que pour 
ces valeurs de © il ne se produit pas d'’ionisation de l’atome, car il 
y a probabilité non nulle d’ionisation pour des ordres plus élevés du 
calcul des perturbations. 


11.82. Le système envisagé « noyau + électron Æ » est décrit 
par l’hamiltonien 


F 1 1 
= Bacs 7 de D Trent” ” 
P 


où H,4 est l’hamiltonien du sous-système nucléaire, la somme dans 
(1) étant prise en tous les protons du noyau. En représentant l’éner- 
gie d'interaction de l’électron avec le noyau sous la forme 


| Z 1 1 Z , 
D=-ZT-ni re 2 er ler 
P 


lre—rpl re 


{l’origine des coordonnées est choisie au centre de masse du noyau), 
notons que Ÿ représente la partie de l’interaction dépendant de l'état 
du sous-système nucléaire et régissant la transition étudiée dans 
le problème dont la probabilité peut être calculée d’après la formule 
générale de probabilité des transitions provoquées par une perturba- 
tion permanente : 

dw, = 21 |V,,l"ô (E, — Eÿ) dv. (2) 
L'élément matriciel V, inclut les f.o. W® et Y, qui, dans le 
problème concerné, sont de la forme 

YO WW —(Z3n/ie fe 
Vo= WI Ya, Ve (2r) ee, 


où Wnoy sont les f.o. d'états initial et final du noyau. Donc, 


ZS/? ? = 1 1 —Zr 
Vs a | ee (rs) 7e Pre dr ave, 
p 


où dx est le produit des différentielles de toutes les coordonnées du 
noyau, dV, remplissant le même rôle pour l’électron. 

Pour le calcul de l'élément matriciel, profitons du développement 
du potentiel coulombien en intégrale de Fourier: 


1 __ À dSq éqtr,-r.) _ 1 dSq _iqr —igr 
2 ner = me | Deer | tete} es, 
bp - P p 
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de sorte que 


L 
= he | Pa far y S'{e-ip—1)x 
“ 


K ynoy | dVeTikretiqre-2re, (3) 


On remarque sans peine que dans l'intégrale (3) ne sont essentiel- 
les que les valeurs g pour lesquelles Igr,l 1 (voir plus bas). En 
développant l’exponentielle en série suivant les puissances qr,, 
effectuons l’intégration en variables du sous-système nucléaire: 


nor 5 (ei 4) WP ar 
° p 
RTE (ia Dr) #9 dr —iqdu, (9 
D 


où au moyen de d,, est noté l'élément matriciel du moment dipolaire 
du noyau. En intégrant en coordonnées d'’électron, il vient 


81Z 
[Z2+(q—k)°]: ? 


et, par suite, l'élément matriciel (3) est amené à la forme 


i V2 Zv/? ° diq q . 
Ve do) rue 6) 


{ dVeexp[—ikr,+igr.—Zre] = 


D'après les conditions du problème la vitesse d’électron de départ 
est de beaucoup supérieure à la vitesse atomique, c'est-à-dire 4 5 Z 
(l’énergie de l’électron de départ se détermine par la fonction Ô de 
l'expression (2) et vaut En = À°/2 = En, o — En, à + Eu, 0 & 
ÆS Enoy, o — Enov, 1). Compte tenu de ce fait, on note que dans |” de 
tégrale (5) le rôle dominant est joué par le domaine |q — k| < 
(ce qui confirme l’utilisation plus haut de l'inégalité Igrpl & He 
aussi est-elle égale (q Æ k) à 


(eu dy q + = | &q 2 
cg? [Z2+(q—k}f &° [22-+(q—k}}  Z k 
et, respectivement, 
i 223? 
Von = EE kdo. (6) 


Vu que dans la formule (2) dv = À* dk di = k dEy, di, E, = 
_ Er + E noy, 17 9 de Enoy, 1° Er = Ea, o + Enoy. o À E nov, 07 
en y effectuarrt l'intégration d’abord en E; (compte tenu de la va- 
38—01572 
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leur (6) de l'élément matriciel), ensuite, en angles de fuite d'électron, 
on obtient la probabilité d'éjection d l'électron sous la foræmr 
423 |kdiol®: 1675 
dx = + El: 4o,, w=——|d;0l? 
(la première de ces expressions définit la distribution angulaire des 
électrons). Vu que dans l’atome il y a deux électrons X, la probabilité 
totale de la conversion interne sur les électrons d'’enveloppe F est 


32Z ” 32mSes ZSe2 _ 
wR == ol nr | dio [À (1) 


D'autre part, la probabilité d'émission dipolaire (voir, par exemple, 
14.1) 


LA S 
Wem = je Idiol? . (8) 


où w est la pulsation d'émission, £w = mv°/2. 
De (7) et (8) on tire le coefficient de conversion interne : 


BL = A ( =. 51 | 
FT. 2 Ro ” he 7 137 /° 


11.83. Le problème se résout de façon analogue au précédent, !: 
phase initiale de la résolution étant absolument la même dans les 
deux problèmes (jusqu'à la formule (4) du problème précédent). Mais 
avec le calcul de la partie nucléaire de l'élément matriciel on ne peut 
plus se servir de la formule (4), car pour les conditions du problème 
concerné les états initial et final du noyau possèdent des moments 
nuls, aussi d,, = 0. En prenant le terme suivant du développement 
de l’exponentielle en puissances (qr,), on obtient la partie nucléaire de 
l'élément matriciel sous la forme 


7 | PRO D (gro) (ar?) Fo dr — 
p 


g;q A 1] 
= | WT D Zpitpn Vo dt = 
p 
1 1 2 
——_p QiGnQoÔis = — Qo7 (1) 
où 


Q= | YT (Drs) PEar, (2) 
p 


et, respectivement, l'élément matriciel de la perturbation vaut 


Von = que | | dégetems (r.) Wol(r des (3) 
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L'intégration en variable q dans l'expression (3) donne 
| drgeire — (2236 (0), 
et, par suite. | 
Von = Yi (0) Yo (0) Qo (4) 


(comparer à l'expression (6) du problème précédent). 

En se servant de la valeur (4) de l'élément matriciel, on obtient 
sans peine la distribution angulaire de l’électron éjecté et la proba- 
bilité totale de son éjection: 

dw 87° ou 9 
= 5 À 1Qol? l'PE (0) We (0)IE, . 

324% |Qol* 

= SL jy (0) We (0) /° 


(la nature isotrope de la distribution dw;dQ est évidente à priori). 
En multipliant (5) par 2 (dans l’atome il y a deux électrons Æ), 
on obtient la probabilité de la transition Æ£0 étudiée : 
Gin! 2 2 
ro = —5— À [Qol? | YE (0) Yo (0) 12 (6) 


(notons que pour la transition Æ0 les parités d'états initial et final 
doivent être les mêmes, sinon Q, = 0). En particulier, si l’électron 
éjecté est rapide: À 5 Z, alors W,(0) Æ (2x)-%* et la formule (6) 
donne 


8kZ à = 
LE = IQ. (4) 


11.84. L'hamiltonien du système comprenant le méson pu et 
l'électron (représentant l’un des électrons de l'enveloppe X) placés 
dans le champ coulombien du noyau de charge Z (on utilise le systè- 
me d'unités atomique, la masse du muon m, = 207m, — 207 u.a., 
le noyau est considéré comme ponctuel et infiniment lourd) est de 
la forme 


1 Z 1 Z 1 


HE mn 0e re Ten S 


Considérant que les dimensions de l’orbite muonique sont de beau- 
coup inférieures à celles d’électron, écrivons l’hamiltonien (1) sous 


la forme À = À, + À. + V, où 


1 Z 1 Z—1 
H= gs ER e= —5 e— re ? 
Ÿ — 1 { 
ui Ire—r;l re 


34* 
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En négligeant la perturbation V, le système peut être considéré 
comme constitué de deux sous-systèmes indépendants: électronique 
et muonique. 

On note aussitôt que le calcul de l'effet d’Auger est absolument 
analogue à celui de la probabilité de la conversion interne (voir 
41.82), car de façon formelle on peut assimiler le sous-système muoni- 
que au noyau. Aussi la solution du problème considéré double-t-elle 
complètement celle du problème 11.83 avec transformation mani- 
feste de Z en Z — 1 dans la f.0. d’électron Æ et substitution des f.o. 
muoniques d’états initial et final aux f.o. nucléaires nos, 

Donnons la réponse définitive de la probabilité de l'effet d’Au- 
ger (P) dipolaire (en l’unité de temps), compte tenu de la présence 
de deux électrons Æ (comparer à la formule (7) du problème 11.82): 


32 mes (Z—1Ÿe à 
Domg y  Mol*: @ 


où est la vitesse de l’électron de départ, d,, l'élément matriciel du 
moment dipolaire du muon. En particulier, pour la transition muoni- 
que 2p —+ 1s, on a [d,0] = 4V/ 2 (2/3)$%°,Ze°m,, v = (3Zetm,/4mh°)"/2. 
Vu que les dimensions de l'orbite muonique dans l'état à nombre 
quantique principal x sont de l’ordre de grandeur de a,, — n°'Zm, 
u.a. et les dimensions de l’orbite d’électron Æ de l’ordre de 1/Z, la 
condition d’applicabilité de l'expression (2) se définit par l'inégalité 
n° € m, & 200; avec la satisfaction de cette condition la vitesse des 
électrons éjectés est de beaucoup supérieure à la vitesse atomique. 
11.85. Si la transition d’Auger dipolaire est analogue au proces- 
sus de conversion interne dans la transition dipolaire du noyau (voir 
11.84), alors la transition d’Auger S au cas où les états initial et fi- 
nal du muon possèdent le moment orbital ! — 0 constitue l’analogue 
de la conversion de transition £0 dans le noyau (voir 11.83). 
De même que la solution du problème précédent doublait celle de 
41.82, la solution du problème donné double la solution de 11.83. 
L'expression définitive de probabilité de la transition étudiée 
est de la forme (compte tenu de la présence de deux électrons X) 


, 8k(Z—1$ " 
usto-u = ET 1Q0/?, (1) 


Q5 = \ Wa20o (ra) rà ENT: (ri) dVy 


(comparer aux formules (7), (2) du problème 11.83). 
Compte tenu de la forme explicite de la f.0. Y,/m d'un mésoato- 
me hydrogénoïde, on trouve pour la transition muonique 2s —+ 1s 


SOLUTIONS 533 


la valeur Q, = —16V 2 (2/3)°Z- me, et comme dans ce cas À — 
= (3Z°m,/4) ®, (1) prend la forme 


2 (Z—1ÿ$ 1 


ls (25 —+ 15) = : ET 75 — RTE U.a. — 
) U 
__ 2 (Z—I$ [ me \7/° meet 9 sf. 
yann & CR 
CHAPITRE 12 
NOYAU ATOMIQUE 


, 
1214. Von = &0,7 MeV <&U,z40 MeV (ax 
Ro ao Re 
ÆS 0,5-10"8 cm est le rayon de Bohr, e° a, & 27 eV). 
Pour estimer l'énergie d'interaction des moments magnétiques de 
spin de deux nucléons. profitons de la formule connue de l'électro- 


dynamique classique de l’énergie d’interaction de deux moments 
magnétiques : 


U (une) #°—3(u:R)(u2R) 
MAG e O 


Etant donné que la grandeur caractéristique du moment magnétique 
du nucléon (du proton comme du neutron) est de l’ordre de ux — 
+ eh/Mc (M étant la masse du proton), il vient 


U _ re . e2h? eh? me 1 a 
mag R3 M°cRS Eu mea M Mc: Rÿ “hd 


æ 10? MeV & Us (Mc! & 938 MeV). 


12.2. On appelle par définition moment magnétique u, d'un 

système se caractérisant par le moment total J (et par les autres nom- 

bres quantiques) la valeur moyenne u., où LL est l'opérateur moment 
magnétique du système dans l'état à J. — J, c'est-à-dire 


lo=(J,J,=Jiu1J,J.=J), avec u,=uù, —0. (1) 
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Dans le cas considéré 


A 


L A a 
u sa Morb — Up F5 97 + LpOp + LnOn — 


2h uu8+E — (5p— 05) (2) 


(les moments magnétiques s'expriment en ac nélon nucléaires, 
4 magn. nucl.=— eh/2Mc; l'apparition du coefficient 1/2 dans l’ex- 


pression de mort est liée au fait que dans le deutéron les moments 
orbitaux du proton et du neutron sont les mêmes et valent la moitié 


du moment orbital du mouvement relatif, de sorte que L/2 est l’opé- 
rateur moment orbital magnétique du proton dans le deutéron (en 
magn. nucl.)). 

En états ‘L (c'est-à-dire au cas du spin total nul du neutron et du 


proton, $ — 0) il est clair que $ — 6, — 6, = 0, J= L, de sorte 
que selon (1) et (2) il vient u(!ZL) — LI. En particulier, 


u(S) = 0, p(P;) = 1/2, u(D.) = 1, etc. 


Notons que, pour calculer les moments magnétiques d'états 
3L, triplets en spin (c’est-à-dire pour $ = 1) du système proton- 


neutron, on a pour ces états (6, — 6,) — 0 (la fonction de spin 


d'état à S = 1 est symétrique, tandis que l'opérateur (o, — 6,) 
est antisymétrique relativement à la permutation des variables 
de spin du proton et du neutron), de sorte que de (1) et (2) il s'ensuit 
que 


h CLs) = (J, J:=J, L, S l'oL, + (Up + Un) CA J, J.=— 
—J,L,S) (3 


En se servant du résultat obtenu dans le problème 3.54, (3) se 
transforme sans peine en la forme 


LOL) = en (8870 +1)—0,38(L(L4+1)—2)} (à 
(on a tenu compte dans (4) que S$ = 1 et on a procédé à la substitu- 


tion des valeurs numériques de u,, n). 
Selon (4), il vient 


U(SS,) = 0,88; u(5P;) = 0,69; u(5P,) = 0; u(D,) = 0,31. 


12.3. Une particularité caractéristique du deutéron est la petite 
grandeur de l'énergie de liaison du proton et du neutron. En effet, 
Ea = 2.2 MeV est de beaucoup inférieur à la grandeur uR, Æ 

Æ 20MeV (u = 17/2, M étant la masse du nucléon, À, Æ 2-10-18 cm 
L rayon d'action de forces nucléaires). Cela signifie que la probabilité 


SOLUTIONS 939 


est grande que le proton‘et le neutron seTtrouventYdans ke deutéron 
hors d'action des forces nucléaires, et la f.o. du’système peut être 
représentée sous la forme (comparer à 2.9) 


Te ÉT 
Va ar = 5, (D 


où % est la f.o. de spin. L'expression (1) est à fortiori inapplicable 
à la f.o. dans le domaine d'action des forces, mais l’approximation 
considérée s’appuie justement sur le fait qu’on peut négliger l’apport 


à l'intégrale de normalisation | [WI dY du domaine d'action des 


forces aussi bien pour la f.0o. exacte (inconnue!) qu’approchée (1) 
(dans ce dernier cas le lecteur est invité à apprécier par lui-même 
cet apport). On a 


rh _ | YarkY dV — — | rh-2ç=2rrr? dr dQ DT T (&+ 1). 
4 


Les valeurs numériques sont 


1 _ 1 hi __ Go h3 me 1 99 13 
2x  __2V Meg — 2 meas M € — 107 cm, 
rm 2,210" cm, r2# 10725 cm? (2) 


(h2/m.a5 = 27 eV, a, &0,53-10"# cm). 

12.4. On appelle par définition moment quadrupolaire Q, du 
noyau en état se caractérisant par un moment total J (et les autres 
nombres quantiques) la valeur moyenne (la sommation s'effectue en 
tous les protons du noyau) 


QC dem IX (Grp) |2, Je he (1) 


Pour un système composé d'un proton et d’un neutron se trou- 
vant en état !P, l'expression (1) prend la forme 


QUP)=+ | W*(322—72) Ya, (2) 


où VV = Vin J mL m1, 8=0 f(r)Y11(0) {sp St la f.0. normée 
d'état considéré, 4. eSt la f.o. de spin, %#_, so = 1 rp = r/2. 

Après avoir écrit (3z° — r°) = r° (3 cos 60 — 1) et effectué l’in- 
tégration en angles: 


Ù n LS ° 3: ( ° ° 2 
| (3 cos? —1) |Y 1240 = | (Bcos20—1) sin20dQ = —+, 
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on amène l'expression (2) à la forme 
QUP)= 7, (3) 
où = | W#reÿ dy > 0. 

Le moment quadrupolaire du système proton-neutron en états 
1S,, 3%S,,%P, est manifestement nul, vu que la densité moyenne de la 
charge est sphériquement symétrique dans ces états. 

12.5. Le moment quadrupolaire se calcule avec la formule (2) 


du problème précédent dans laquelle dans ce cas la f.o. Ÿ est inter- 
prétée comme la f.o. d'état à J = L = S = 1, J. — 1. Elle prend 


la forme W = f(r) Pins mir OÙ 


V=i=s=i, J,=i — 


Ke 
tot 


0 1 
Yi (n) £ — Yis(n) | 0 (1) 
0 0 


est la partie spin-angulaire de la f.o. d'état. étudie, # =(:) la f.o. 


C 
de spin d'état de deux nucléons à S$ = 1 en représentation S.. En 
déterminant la forme explicite de (1), on a utilisé les coefficients de 
Clebsch-Gordan. 
Notons que la dépendance spin-angulaire de la f.o. d'état à J — 
= L = S— peut être écrite sous une forme si 


Vrntpmsmi=C(Sn)x, ICI? =< (2) 


—, 


oùn = r/r, S étant l'opérateur du spin total S = 4; pour 41*4 = 1 et 
la valeur mentionnée de |C|* la f.o. (2) est normée à l’unité. 


1 
Pour que la f.o. (2) décrive l’état à J, = 1, il faut choisir % =(1) 


(voir à ce propos 12.15). 
Une fois établie la forme de la f.o. d'état considéré, on obtient 
sans peine 


Q P)=+ r®, (3) 


Soulignons que les valeurs établies des moments quadrupolaires 
d'états !P, et SP, diffèrent de signe. L'estimation des valeurs numé- 
riques attendues de Q, pour les états considérés du deutéron peut 
être obtenue en se servant de la valeur r* Æ 10-%5 cm* (comparer à 
12.3). 

12.6. Le spin isotopique est une grandeur vectorielle d'un espace 
tridimensionnel abstrait du spin isotopique, dont les propriétés for- 
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melles sont analogues à celles du moment (ou du spin) d'un espace 
tridimensionnel banal. 
Le spin isotopique du nucléon tx = T — 1/2. Le rôle d'opérateurs. 


des composantes de l’isospin du nucléon test joué par les matrices. 
(comparer au cas de s — 1/2 du spin ordinaire) 


À 1/0 x 1 (O —i x 1/1 ( 
T2 a | = (, 4 #77{\0 4) 


Dans ce cas les états physiques du nucléon. proton et neutron, 
se décrivent par les f.p. de l'opérateur +,, de sorte que *) 


1 | 0 
Po run 12 =(;) . VE Vrs- 12 «| b 


tandis que les v.p. t, = —+1/2 définissent la charge électrique de la 
particule qg = !’, (1 + 2t;) (en unités e de Ia charge du proton). 

Considérant l’analogie existant entre les propriétés des spins 
isotopique et ordinaire ainsi que le résultat obtenu dans le proble- 
me 5.17, on trouve aisément la forme des f.o. du spin isotopique 
Vrr, d'un système à deux nucléons correspondant à des valeurs dé- 


terminées du spin isotopique total T et de sa projection T,: 


i\ fi | 
(5) (o).=t, 04,0 


(9.6 


= 4, D, ©) +, D, 


(9) (4) 
viu=(,) (o).=+,0 p, (2), 


sr ((e) (DO 


= {04,04 (4, @- 


Notons que dans les états à valeur déterminée 7 et T; — U cha- 
cun des nucléons se trouve non pas dans un état de charge déterminé 
mais avec une probabilité 1/2 en état de proton et celui de neutron. 


*) En littérature on se sert également de la classification « convertie »- 
dans laquelle +, — +-1/2 correspond au neutron et t,; — —1/2 au proton. 
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12.7. Compte-tenu de la symétrie isotopique des forces nucléaires, 
il faut considérer le proton et le neutron comme des particules iden- 
tiques. les nucléons, se trouvant en des états de charge différents se 
distinguant par la valeur de la composante ft, du spin isotopique. 
Le nucléon étant un fermion, la f.o. d’un système de nucléons doit 
être antisymétrique relativement à la permutation de toutes les va- 
riables (d'espace, de spin et de spin isotopique) de deux nucléons 
quelconques (principe généralisé de Pauli). 

Etant donné que pour un système à deux nucléons: 

a) la permutation de coordonnées spatiales est équivalente à une 
réflexion des coordonnées sur le centre de masse du système et, par 
suite, la symétrie des fonctions de coordonnées à Z donné coïncide 
avec la parité (—1)£. 

b) la symétrie de la fonction de spin répondant à l'état à spin 
total S relativement à la permutation des variables de spin se définit 
par le facteur (—1}$*t, 

c) la symétrie de la f.o. du spin isotopique de façon analogue 
à celle de spin se détermine au moyen du facteur (—1)7*!, 

la f.o. d'état d’un système de deux nucléons W;$r à valeurs dé- 
terminées de ZL, S, T avec la permutation des variables nucléiques 
est multipliée par (—1}):+S+T, de sorte que l'exigence d’antisymé- 
trie de la f.o. postule que 


ue (1) 


La relation (1) définit les valeurs possibles de 7 (0 ou 1) dans des 
£tats à L et S donnés. Ainsi, au cas de S$ — 1 et un L pair (comme 
c’est le cas, par exemple, d'un deutéron) le spin isotopique de deux 
nucléons vaut T = 0, etc. 

La partie isotopique de la f.o. du deutéron doué d’un T = 0 
est donnée dans le problème précédent (la fonction W,.:). 

12.8. L'opérateur cherché, étant un scalaire dans l’espace iso- 
topique, ne peut être exprimé qu’au moyen d'opérateurs scalaires 
Suivants : 


1, Tate (ns eu), (GS (1) 

(x. + étant les opérateurs d’un spin isotopique de nucléons particu- 
liers). 

Il est aisé de voir que de tous les opérateurs de (1) ne sont indé- 


pendants que deux: 4 et (tt.). En effet, T: = 1° = 3/4, c'est-à-dire 
qu'ils sont des multiples de l'opérateur unitaire, tandis que l'opé- 


rateur (t,t.)* s'exprime linéairement au moyen de 1 et (rit:): 


{comparer à 95.20). 
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En conséquence la forme la plus générale de l'opérateur L' d'in- 
teraction de deux nucléons qui conserve le spin isotopique (plus pré- 
cisément. demeurant isotopiquement invariante) est la suivante: 


A 


U— , ni A (tit), (2) 


où l’,,, sont les opérateurs indépendants des variables du spin iso- 
topique (ce sont des opérateurs qui dans les espaces de coordonnées et 
de spin sont symétriques relativement à la permutation des nucléons). 


Comme l'opérateur (t,t.) en état à valeur déterminée du spin 
isotopique total 7 possède également une valeur déterminée égale à 


. | 1/4 en état à T=1, 
VB. (UU)= | _ 34 en état à T0, 


on saisit sans peine que les opérateurs d'interaction nucléon-nucléon 
en état à valeur déterminée T = 0; 1 s'expriment de la façon suivan- 


te au moyen d'opérateurs A et V, entrant dans (2): 


Ü(T=0= PL, Ü(T=1)=Vi+ TV. 


- 


Il est de même aisé d'exprimer les opérateurs V., au moyen de 
Ü (T = 0;1)et d'écrire (2) sous la forme 


Ü = Oo+ 30 ,) 4+ UR — Ü,) (UT), Üs, 1 = Ü (T =0; 1). 


12.9. Dans un système à deux nucléons l'interaction coulom- 
bienne n'est différente de zéro qu'au cas où les deux nucléons se 
trouvent en état protonique (en spin isotopique). 

Compte tenu de la liaison de l'opérateur charge du nucléon avec 
l'opérateur de sa composante #, 


il n’est pas difficile de saisir que l'opérateur cherché d'interaction 
coulombienne peut être écrit sous la forme 
— (+ 2700) (1+ 27). 


eou = 77—— 
coul TZ rire 


12.10. Le système de deux protons, de même que celui de deux 
neutrons, possède un spin isotopique T = 1. Aussi l'existence d’un 
état lié dans ces systèmes signifierait-elle qu'il existe en état 
à T — 1. Cet état à T = 1, TT, = 0 aurait dû aussi se manifester 
dans le système « proton - neutron ». Mais l’expérience montre que 
l’unique état lié dans le système « proton + neutron » — le deuté- 
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ron — est possédé par le spin isotopique 7 = 0 (voir, par exemple. 
12.7), de sorte que l’état lié à 7 — 1 n'existe pas, ce que confirme 
l’assertion du problème. 

On invite un lecteur préparé à discuter par lui-mème la question 
du résultat critique du problème vu une faible perturbation pos- 
sible de l’invariance isotopique de forces nucléaires, considérant 
que dans le système « proton + neutron » existe un niveau virtuel 
bas en état à T = 1. 

12.11. Compte tenu du résultat du problème 12.7, on note que 
le système « proton + neutron » en états %P, et !P, possède des va- 
leurs différentes du spin isotopique (respectivement T = 1 et 7 = 
— 0). Cela signifie que l’interaction aboutissant à l’état considéré, à 
la superposition !P, + $%P,, ne conserve pas le spin isotopique. c'est- 
à-dire n'est pas isotopiquement invariante. 

Vu que dans l'état !P, + 3P, le spin total (habituel) ne possède 
également pas de valeur déterminée, l'interaction conduisant à un 
tel état ne conserve aussi pas le spin. En guise d'exemple de telle 
interaction on peut mentionner 


Ü=V(r) (69 —0) Î. (1) 


De (1) il s’ensuit directement pourquoi cette interaction contredit 
l'invariance isotopique: avec la permutation de deux nucléons (du 
proton et du neutron) elle change de signe. 

12.12. Si les deux nucléons sont soit des protons soit des neutrons, 
dans ces états de charge du système à deux nucléons l’interaction 
sera la même et se décrit par l’opérateur 


Up = Unn= V; +7 Ve. (1) 
Pour le système « proton + neutron », on aura 


Doi = Vi V. (2) 


La différence entre (1) et (2) témoigne du fait que l'interaction 
étudiée n’est pas isotopiquement invariante (dans l’espace isotopi- 


que elle représente une superposition du scalaire V, et de la compo- 


sante du tenseur V,tt})t), c'est-à-dire n'est pas un isoscalaire, com- 
me l'exige la satisfaction de l’invariance isotopique). 


En mème temps l'égalité Ü pp == LU. témoigne de l’indépendan- 
ce de charge de |” interaction considérée. 

12.13. L'ensemble de données d'expérience sur les propriétés du 
deutéron témoigne que son état est une superposition *S, + D,, 
de sorte que le moment orbital L ne présente pas de valeur détermi- 
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née, comme cela aurait dùü être dans le cas de forces centrales indé- 
pendantes du spin. 

On remarque toutefois sans peine que des trois potentiels donnés 
dans les conditions du problème seul le troisième, décrivant les 
forces tensorielles, peut conduire à l’état du deutéron mentionné 
plus haut (à la superposition d'ondes S et D). 

En effet, le premier des potentiels est central, bien que l’inten- 
sité d'interaction dépende de la valeur S du spin total: 


ü ( — 3V (r) en état à S —0, 
s= | V (r) en état à S—1. 


Pour ce potentiel les intégrales de mouvement sont le moment orbital 
L et le spin total S séparément. 

Le second potentiel ne conserve pas séparément L et S et conserve 
seulement le moment total J — L + S. Néanmoins. comme le pre- 
mier potentiel, il ne peut aboutir à l'apparition d'état du deutéron 
observé (superposition d'ondes S et D). La raison en est dans le fait 
que bien que pour ce.petentiel les vecteurs mèmes L et S ne se con- 
servent pas, les carrés de ces derniers sont des intégrales de mouve- 
ment (les opérateurs L* et S* commutent avec l'opérateur interac- 
tion). 

En ce qui concerne le dernier potentiel, il ne conserve ni L ni L* 
et, par suite, est utilisé (à côté du potentiel central) à l'explication 
de données expérimentales sur le deutéron. Notons que le potentiel 
des forces tensorielles, sans conserver S, conserve tout de même S*. 

Tous les potentiels étudiés conservent aussi bien le moment total 


j (et respectivement J*) que la parité. 
12.14. En utilisant la formule connue 


= (yrfwede, Wo= or) ts 
(4s est la partie de spin de la f.o. correspondant à une valeur déter- 


minée du spin total $ ; en fait il s’agit de l’état à S — 1. car pour 
S = 0 les forces tensorielles sont identiquement nulles), récrivons-la 


sous la forme (V —= Ür) 
En = | V (r) 5 (r) LGnunx — 28] Por) dxsSiSats. (1) 
Il est manifeste que 


À V7) lp (12 (Grunx — 281) dv = Cu (2) 


(ce qui est alors important c’est que la f.0. ,(r) est sphériquement 
symétrique, car pour un état non perturbé L = 0). En effectuant 
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dans (2) la convolution en indices à et Æ. on obtient C = Ù et, respec- 
tivement, en vertu de (1) et (2). il vient En) — 0. 

12.15. Le problème consiste à démontrer l'assertion que la f.o. 
donnée est la forme la plus générale de la fonction répondant à l’état 
du deutéron représenté par la superposition °S, + *D,. Démontrons-le. 

Notons avant tout un fait évident que la f.0o. 


Pi = jo (r)X (1) 
décrit l’état à L = 0 (la f.o. est sphériquement symétrique), S = 1, 
et, par suite, répond au moment total J — 1, autrement dit elle re- 
présente l’état S.. 
Démontrons que la f.o. 
V= fi(r) Sy = j1(r) {6 (Sn) — 2$2} y (2) 
q 


correspond aux nombres quantiques suivants: $ = 1 (assertion évi- 
dente), L = 2 et J = 1, c'est-à-dire décrit l’onde “D, dans le deuté- 
ron. Ecrivons (2) sous la forme 


Va fi (r) {6ninr — 20r} Sy (3) 


La partie angulaire de cette f.o. T',, — Gnin, — 20,4, est un ten- 
seur symétrique de second rang avec une trace nulle, 7;, = 0, de 
sorte qu'en s'appuyant sur la solution du problème 3.57 (voir égale- 
ment 3.68) on est en mesure d’affirmer que la f.o. (2) décrit de fait 
l'état à moment orbital L = 2. 

I] reste à démontrer que la f.0. (2) correspond au moment total 


J = 1. Opérons sur la fonction Y, au moyen de l'opérateur J? — 
= (L + S)°: 
SV, did if (r) Ssot (4) 


Vu que l'opérateur /.(r)S,, est l'opérateur grandeur scalaire, 
il commute manifestement avec les opérateurs composantes du mo- 
ment 


(Ji, Î1 (r)$ 39] = 0 


et, respectivement, avec l'opérateur J*, de sorte que (4) peut être 
écrit sous la forme 


j2Y, = f1 (r) Srel?y. (5) 
Ensuite, puisque # ne dépend pas des angles, et, par suite, Li = 0, 


24 = (L2 + 2SL + $2) x = S2y = 24. 
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24 


Respectivement, compte tenu de (5) et (2), il vient J° Fa RS 
(et à L = 2, 


c'est-à-dire que la f.o. W. décrit de fait l’état à J = 1 
S = 1). 


Enfin, une fois choisi x en la forme zs: © ’est-à-dire en la forme. 
de la f.p. de l'opérateur S:. on se convainc sans peine que 
JS, LV, JV=S,Y., 


c'est-à-dire que pour ce choix de 7 la f.o. étudiée W = Y, + W, est 


la f.p. de l’opérateur J. répondant à la v.p. J, = S.. 
Notons en conciusien qu’on a l'égalité 


(J)= | wxjY d=*Ss (pt = 1). 


12.16. En écrivant la f.o. du deutéron sous la forme Y = P, + 
+ LE avec 


| [YI241= 1, | \W2dr= 1, | L'ATET 


(la forme concrète de la f.o. We, L a été étudiée dans 12.15), on obtient 
sans peine 


n= (wiuvsar- [puy ar. (1) 


On a tenu compte dans ce cas de ce que les termes d’interférence de (1) 
sont nuls: 


| WauY di | You. dt= 0 (2) 


(les égalités (2) s'avèrent évidentes si l’on tient compte de la forme 
explicite de u, voir 12.2, de l’orthogonalité de la f.o. (wa, dt = 


— 0 et de la condition LYs = Ô). 


Le corollaire direct de (1) est l'expression de 4 donnée dans les 
conditions du problème. 


Au cas d’un moment quadrupolaire la situation change, car le 
terme d’interférence n’est pas nul: 


VS) Voar+ (ys(Gz-r) Va} 20 (3) 


(comparer à 12.4). 


Plus encore, étant donnée la petitesse de l'apport de l'onde D 
au deutéron, on doit s'attendre à ce que son apport au moment 
quadrupolaire 


_ | WE (322—r2) W, dr 
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soit sensiblement inférieur au terme d’interférence (3). Le signe de 
ce dernier est fonction de la nature des forces tensorielles (d’attrac- 
tion ou de répulsion). Comme le montre une analyse plus poussée, 
les forces tensorielles portent un caractère d'attraction. 

12.17. Si l’invariance isotopique des forces nucléaires était une 
loi stricte de la nature (il s’agit en fait dans le problème concerné 
d’une forme de symétrie inférieure des forces nucléaires, de leur in- 
dépendance de charge), toutes les propriétés des noyaux du tritium et 
de l’hélium He — leurs masses (comme celles du proton et du neu- 
tron), leurs niveaux énergétiques et leurs nombres quantiques — 
seraient identiques et la désintégration $ serait interdite par la loi 
de conservation de l'énergie. La rupture de cette invariance se mani- 
festant dans la différence des masses W, et AZ, est en rapport avec 
l'interaction électromagnétique et sa grandeur est minime. 

La violation de l'indépendance de charge des forces nucléaires 
s'exprime dans la différence de masses des noyaux H et ‘He, et, 
respectivement, d'énergies de repos (/c*) de ces noyaux. Cette dis- 
tinction est liée à deux facteurs: la différence des masses M, et 
M, et l'énergie d'inferaction coulombienne des protons au sein du 
noyau He. Il est manifeste que 


LM GH) — V (GHe)] = (Ma— M) c? — | px Ya, (1) 


où Ÿ est la f.o. du noyau “He, r = r, — r,.. 


Comme 
mec? -- £o = [M (SH) — À (SHe)] c?, (2) 
selon (1) et (2), il vient 
1  (Mn—Mp)c—mect—Een 1 ne 1 - : 
de à eo i(3) 


(ao = 0,53-10-8 cm est le rayon de Bohr, e”/a, & 27 eV). 

La valeur (3) obtenue permet d’estimer les dimensions des noyaux 
étudiés: R = [1/r]7! & 1,9.-10-1 cm. 

12.18. Sur la base des considérations générales exprimées au 
cours de la résolution du problème précédent et compte tenu de la 
valeur Ucou = 3(Ze)*/5R de l'énergie électrostatique d’une sphère 
régulièrement chargée (charge Ze) de rayon À, on aboutit sans peine 
à la relation 

na: 3(482+1)e 

= À + DZT 1 (1) 

où A =(M, — M,)* & 1,29 MeV, tandis que le dernier terme 
représente la différence Ucou entre deux sphères de rayon À = 
= r) AS et de charges (Z + 1)e et Ze respectivement, À = 22 + 1. 
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Il s'ensuit de (4) 


3(2Z +1) ei 


T0 A ZE D @) 


La valeur numérique de (2), se basant sur les données de la désin- 
tégration B de *’Si, est r, Æ 1,6-10-1 cm. 
12.19. 
3(2Z—1)e: 


To 5 es + À) AS 


= 1,3- 10745 cm. (1) 
Dans (1) À et Z sont les nombres totaux de nucléons et de protons au 
sein d’un noyau en désintégration, de sorte que pour la désintégra- 
tion considérée À — 34; Z — 17. 

12.20. Le problème de recherche des niveaux énergétiques uni- 
particulaires et des f.p. respectives à partir de l’é.Sch. 


{A Ut sk} V=EY 


a de fait été résolu antérieurement (voir 4.23 et 4.25). 

Les niveaux d'énergie se déterminent par l'expression EN — 
= ho (N + 3/2); © =VkM, N =2n +1, N =0, 1, 2,... 
À chaque niveau de NW donné correspondent des états uniparticulaires 
à moment orbital ! = N, N — 2, ..., 1 (0), autrement dit il y a 
dégénérescence accidentelle. La parité de dégénérescence du niveau 
vaut G(N) = CHILD : 


G(N) n(N) MIN) 
6 45,3d,2g.li 28 56 168 
J—— Jp 2, 1h 21 42 112 
4e 35 24,1 g 15 30 70 
3——Jp,l/ 10 20 40 
2——_—— 2s,ld 6 12 20 
1——— | p 3 6 8 
Q———— ]$ 1 2 2 
Fig. 32 


La figure 32 représente l’image des niveaux uniparticulaires pour 
le potentiel étudié. À côté, on a figuré les nombres: G(NW), parité 
de dégénérescence du niveau; r(N) = 2G(N), nombre maximal de 
nucléons d'état de charge déterminé (c’est-à-dire de protons ou de 
neutrons) qui peuvent occuper en même temps le niveau concerné (le 
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doublement par rapport à G(N) est lié au degré de liberté du spin); 
M(N), nombre maximal de nucléons d'état de charge déterminé qui 
peuvent occuper toutes les couches, depuis la couche inférieure et 
jusqu'à la couche étudiée; il est clair que M(N + 1) = UM(N) + 
+ n(N + 1). 

Les nombres (NW) trouvés correspondant aux nombres de nucléons 
remplissant complètement les couches (à commencer par la cou- 
che inférieure): 2, 8, 20, 40, 70, 112, 168, . . . sont les valeurs des 
nombres magiques du modèle considéré. 


N=3 N =4 
5) l PL | ’ 
EN pif pm N 35,24 ,lg 2d 
2p 35 
Fig. 33 


La singularité spécifique du potentiel étudié de l’oscillateur rési- 
de dans la dégénérescence accidentelle des niveaux. Si l’on modifie 
légèrement ce potentiel, la dégénérescence accidentelle sera levée, et 
il se déclenche une décomposition des niveaux (chaque niveau se 
scinde en un nombre de sous-niveaux correspondant au nombre de va- 
leurs de / du niveau non perturbé caractérisé par le nombre quantique 
N). Ce fait est illustré par la figure 33 où schématiquement est don- 
née l’image de la décomposition des niveaux d’un hamiltonien non 
perturbé pour les valeurs de N = 3 et N = 4. L'ordre dans lequel 
se disposent les sous-niveaux suivant les valeurs de Z dépend de la 
forme concrète de ô L/. On invite le lecteur à discuter par lui-même les 
particularités de la décomposition pour le cas où la perturbation 
ÔU(r) se caractérise par un petit rayon. 

Dans le modèle considéré qui ne tient pas compte de l'interaction 
spin-orbite la prévision de valeurs des moments totaux J d'états 
fondamentaux de noyaux est très imprécise, vu la grande multiplici- 
té de dégénérescence des niveaux en J. On comprend aisément que 
la prévision de la parité est absolument déterminée, ce qui s’expli- 
que par le fait que la parité d'états uniparticulaires (—1)' du modèle 
étudié vaut (—1)", or la parité est un nombre quantique multipli- 
catif. C’est ainsi que pour l’état fondamental du noyau ‘;B le modèle 
permet de prévoir une parité négative, pour le noyau ‘O, une parité 
positive, etc. 

12.21. En cas d’un potentiel central quelconque, pour une parti- 
cule à spin les niveaux énergétiques ne dépendent pas de son état de 
spin et ne se déterminent qu'en fonction des nombres quantiques 
nr, L (mais non pas L., s.). Respectivement, le niveau (pour s = 1/2) 
possède la multiplicité de dégénérescence 2 (27 —+— 1) (pour le poten- 
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tiel étudié de l’oscillateur on a une dégénérescence accidentelle, car 
En, = E(2n, + l)mE,). 

En présence d’interaction spin-orbite le niveau à valeur donnée !/ 
se décompose en deux niveaux répondant aux valeurs j = ? + 1/2 
et j — L — 1/2 du moment total de la particule (exception faite pour 
les niveaux à ? — 0). Dans ce cas les nombres quantiques dits 
« bons » sont : le moment total j, sa projection j., ainsi que la parité 


(et avec cette dernière le moment orbital !, vu que"l?, mais non pas 
les projections l,, commute avec l’hamiltonien). Respectivement, 
les f.p. de l’hamiltonien peuvent être représentées sous la forme 

Ve (x) = f (r) Vis, (n), 


où les fonctions spin-angulaires W;,; ont été discutées dans 5.41 
et 9.42. 
Il est aisé d'obtenir la solution du problème posé si l’on‘remarque 


que l'opérateur lo possède des valeurs déterminées dans les états de 
la particule à valeurs déterminées de j et L: 
a [ en état à j—/+1/2 
16 — Ne (1) 
—l—1 en état à j—/—1,2, 


de sorte que l'interaction spin-orbite considérée ne dépend pas de 
r. On saisit aussitôt qu’indépendamment de la forme concrète du 
potentiel central U(r) les niveaux énergétiques Ent de ce champ 


sous l'effet de l'interaction spin-orbite se dédoublent en deux sous- 
niveaux, le déplacement de chacun de ces sous-niveaux se déter- 
minant par l'expression 


— al, j=1-- 1/2, J 
a(l+1), j=i— 14/2. (2) 


Respectivement, les niveaux énergétiques du modèle considéré se 
déterminent par l'expression 


En 5=—Uo--ho(2r,+1+3,2)+ AE, (3) 


AE; = 


(pour éviter les ambiguïtés, soulignons que (3) représente la solution 
exacte du modèle concerné et non pas le résultat du calcul des pertur- 
As de sorte qu'il ne surgit aucune restriction à la grandeur 
Er; . 

Notons deux propriétés de la décomposition discutée des ni- 
veaux : 

1) la largeur totale de la décomposition AE, = |Ej,j=]+172 — 
— Ej,j=i-yol = (21 + 1)a croît avec l’augmentation de l; 
35e 


548 NOYAU ATOMIQUE [CH. 12 


2) la valeur moyenne du déplacement des niveaux, compte tenu 
de leurs poids statistiques valant (2j + 1), est nulle, de sorte que 
_ 2. (@j+1)4AEy=0. 

J=1+1/2 
Sur la figure 34 on a représenté à gauche la décomposition du ni- 
veau à V = 2 d'un oscillateur non perturbé, et à droite on a donné 
l’image des niveaux uniparticulaires inférieurs pour le modèle 
étudié. 


ve Ids, 
—— dPy, 
| —— IAE = 3e) 
2 72 
PA 
N ENT ****+——2s,, (AE=0) 


—— Ids, (AE=-2a) N 
Fig. 34 


En prenant en considération le fait que dans ce modèle l'état 
fondamental du noyau est défini par la répartition des nucléons 
suivant les niveaux uniparticulaires inférieurs, compte tenu du 
principe de Pauli, le moment total J et la parité P des nucléons 
de couches remplies valent JP = 0*, les nombres quantiques d'état 
« vacant » sont identiques à ceux du niveau uniparticulaire corres- 
pondant (idem pour deux ou plusieurs vacances), l’on peut formuler 
les prévisions suivantes en ce qui concerne le moment total et la 
parité d'états fondamentaux des noyaux spécifiés : 

1) pour les noyaux !C, 14C, 160, “Ca on aura un JP = 0* (ces 
noyaux n’ont que des couches remplies) ; 

2) les noyaux SN, ‘70, *’AI, $C possèdent, en plus des couches 
remplies, un nucléon (proton ou neutron) ou une vacance définissant 
JP pour ces noyaux : (1/2)7, (5/2)*, (5/2)*, (1/2) respectivement ; 

3) les prévisions du modèle pour le moment (mais non pas pour 
la parité) des noyaux He, Li, B ne sont pas univoques. C'est 
ainsi que pour le noyau ‘Li doué, en plus de la couche remplie ({s){, 
d'un proton et d’un neutron en état 1p:/:, selon le modèle, JP peut 
prendre l’une des valeurs suivantes: 3+, 2+, 1+, 0+. La prévision est 
absolument analogue pour le noyau !B doué d’une vacance proto- 
nique et d’une vacance neutronique sur la couche 1p,/,. Le noyau 
6He possède deux neutrons en état 1p,/, (en plus de la couche remplie 
(1s)*) et, selon le modèle, les valeurs possibles de JP: 2+, O0+ (les 
valeurs 3+, 1+ sont interdites par le principe de Pauli). Mais si tou- 
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tefois on envisage le phénomène de couplage, alors pour le noyau 
‘He la prévision de JP devient univoque: JP = 0. 
12.22. En guise de f.p. de l’hamiltonien 


H= = —U, + kr ar°i 6 


peuvent être également choisies les f.p. commutant avec lui et l’une 


avec l’autre d'opérateurs îè, ë, je Dans ce cas la dépendance spin- 
angulaire des f.p. VE(r) = f(r) Wa;(n) se détermine de façon 
univoque (sur la f.o. W;,; voir 5.41 et 5.42), tandis que pour la par- 
tie radiale de la f.o. l'é.Sch. donne 


RO 1 d , d h(I+1 | 
rer + eV + Em] {= Ef, (1) 


* 


où 
2al, j=1l+ 1:2, 
VO | _oa(+1), j=1—1:2 
(comparer à la formule (1) du problème précédent). 

L’équation (1) est absolument analogue à l’é.Sch. radiale d’un 
oscillateur sphérique d'élasticité 41; = k — y; en état à moment 
orbital Z. Vu que les niveaux d’un oscillateur sphérique habituel se 
déterminent par l'expression 


Eni=En=ho(2n,+1+ 32), o-VAM, 


on saisit aussitôt que le spectre énergétique, en vertu de l’équation (1), 
est de la forme 


Enti=—Uo+ho;(2n, +1+3/2), o1= y “2 hi 


(il va de soi que le modèle étudié n’a de sens que tant que kr; > 0). 

On invite le lecteur à étudier par lui-même la nature de la décom- 
position spin-orbite des niveaux au cas où [y,;| € * et à comparer 
le résultat obtenu à celui du problème précédent. 

12.23. Dans les noyaux considérés trois nucléons sont sur la 
couche 1s. Cette configuration peut être assimilée à une vacance sur 
la couche 1s définissant ainsi le spin isotopique, le moment et la 
parité des noyaux: T — 1/2, JP — 1/2+ (alors T; — —1/2 et 1/2 
pour ‘II et ‘He respectivement). 

La partie orbitale (d'espace) des f.0o. de noyaux est symétri- 
que relativement à la permutation de coordonnées des nucléons (ils se 
trouvent tous au même état 1s). Respectivement, la partie spin- 
isospin de la f.o. doit être antisymétrique. Sa forme explicite se dé- 
termine suivant la règle générale d’antisymétrisation de la f.o. d'état 
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du système de fermions identiques pour le cas où est indiquée leur 
répartition suivant les états (occupés) uniparticulaires. Pour abréger 
l'écriture, on utilisera les notations du type: p4 (1) représentant la 
f.o. du 1-er nucléon en état de charge protonique à valeur déterminée 
de la projection du spin s, — <+1/2, etc. 

Si trois nucléons occupent les états: p4, p,, n4, alors la partie 
spin-isospin de la f.o. de cet état du système (dans son ensemble) est 
définie par le déterminant 

Pi (1) PC) n4(1) 
Vrai, s.=1/2 el (2) ps(2) nr+(2) (1) 
P:(3) P,(3) r+(3) 
(il est évident que (1) décrit le novau *He en état à J, — 1/2, car 
J =S). 

En effectuant dans (1) la substitution p + n, on obtient la partie 
spin-isospin de la f.o. d’un système à trois nucléons, du noyau °H. 

De façon analogue, la substitution À | fournit la f.o. d'états 
ur Si à valeur opposée (J. — —1/2) de la projection du moment 
total. 

12.24. Vu que le moment et l’isospin d’une couche entièrement 
remplie de nucléons (de deux états de charge) sont nuls, J et T du 
noyau se définissent par les nucléons de couches non remplies. Si 
les deux nucléons sont dans le même état de charge (noyaux ‘{C et 
1#0), alors l'isospin du noyau est manifestement égal à T = 1, tan- 
dis que le moment total vaut J = 0. 

Mais si l’un des nucléons est le proton et l’autre le neutron, l’iso- 
spin peut prendre deux valeurs : O0 et 1. Dans ce cas l'identité des 
nucléons (compte tenu du degré de liberté isotopique) et le principe 
généralisé de Pauli qui lui est lié imposent des restrictions sur la va- 
leur du moment J. On saisit aussitôt que pour 7 = 0 n'est possible 
que la valeur de J = 1, tandis que pour 7 = 1 celle de J = 0 seule- 
ment (voir aussi solution du problème suivant). 

12.25. En prenant en considération la nature de la symétrie de la 
partie d’isospin de la f.o. de deux nucléons: sa symétrie pour T = 1 
et son antisymétrie pour T = 0 relativement à la permutation des 
variables d’'isospins des nucléons, de même que la nature de la sy- 
métrie de la f.o. de deux moments d’une même grandeur j *) (dans 
le problème concerné j, = j,; = 3/2) relativement à la permutation 
de leurs variables j. en représentation j,-j+, (voir 3.39): la symétrie 
de la f.o. pour J = 2j, 2j — 2, ... (dans le cas concret pour J — 
= 3; 1)et son antisymétrie pour J = 2j — 1, 2j — 3, ... (dans 
le cas concret pour J = 2; 0), et, enfin, compte tenu de la dépen- 


*) Dans le problème cuncerné cette symétrie coïncide avec la symétrie 
de la partie spin-angulaire de la f.o. 
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dance radiale identique des f.o. des deux nucléons, liée à leur équi- 
valence, on conclut: 

1) pour T = 1 ne sont possibles que les valeurs J = 2; 0; 

2) pour T = 0 ne sont possibles que les valeurs J = 3; 1. 

12.26. Dans le modèle en couches le spin et le moment magnéti- 
que du noyau ne se déterminent que par les nucléons des couches non 
remplies. Pour un de ces nucléons l'opérateur moment magnétique 
est de la forme 


u=— gl + &4S, (1) 
où g, et gs sont les facteurs gyromagnétiques orbital et de spin va- 
lant: g, = 1, g, — 5,59 pour le proton et g, = 0, g, = —3,83 
pour le neutron (rappelons que pu et g s'expriment en unités du ma- 
ænéton nucléaire valant ek/2M,c). 

En centrant l'opérateur (1), compte tenu du résultat du problè- 
me 3.54 (comparer à 12.2), on obtient sans peine le moment magné- 


tique et le facteur gyromagnétique pour le nucléon en état à moment 
orbital Z et à moment total j = L + 1/2: 


Us= £yj =}; l, j2=)j| u: | jr dj: =) = 
Gites) G+1)+ (8,88) [ (+1) — 3/4] 2 
= 2(j+1) : 
Les valeurs numériques de pu, et g, sont données au tableau pour 
une série d'états: 


| 31/2 P1/2 Pare | dupe d'f2 
pu | 2,79 | —0,26 | 3,79 | 0,12 4,79 
Protun 
£ | 5,58 | —0,53 | 2,53 | 0,08 | 1,92 
u | — 1,91 0,64 | —1 ,91 | 1,19 | —1 ,9! 
Neutron 
£ | — 3,82 1.28 —1 ,27 0,77 | —0,76 


Au cas d’un seul nucléon (proton ou neutron) en état n/;, en plus 
des couches remplies, le spin du noyau J = j, tandis que son moment 
magnétique se détermine par la formule (2). On saisit aussitôt que 
pour un noyau possédant dans les couches non remplies une vacance 
(protonique ou neutronique) en état nl; on a de même J = j, et le 
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moment magnétique se détermine avec la formule (2) dans laquelle 
pour la vacance protonique (neutronique) il faut entendre par g, 
et g, leurs valeurs pour le proton (neutron). 

Compte tenu de ce qui a été dit plus haut et en s’orientant sur le 
schéma de niveaux uniparticulaires obtenu dans 12.21, on aboutit 
aisément aux prévisions du modèle en couches pour J et u de noyaux 
mentionnés dans les conditions du problème : 


1 
SH (p (15472) *) 1/2 2,79 EN (p (1P1,2)) 1/2 | —0,26 
3He (n (154,2) 1/2 | —1,91 | 10 (n (5,2) 5,2 | —1,91 
1B (p ({P3y2)"!) 3/2 | 3,79 | *Si(n(2s,,2)) 1/2 | —1,91 
13C (n (14/2) 12 | 0,64 


*) Ici et plus loin on ne donne la configuration nucléonique du noyau qu'en plus 
des couches remplies ; l'écriture (ui )71 désigne une vacance en état nl ;. 


La concordance des valeurs calculée et expérimentale de u est 
pleinement satisfaisante, exception faite pour les noyaux !1B et “Si. 

12.27. Dans le modèle en couches le moment magnétique et le 
spin du noyau sont définis par les nucléons des couches non remplies. 
Dans le problème considéré 


L— £p (2, ÿ) ip + En (£, ÿ) ins (1) 


Où gp, n({, j) sont les facteurs gyromagnétiques du proton et du neu- 
tron en état l; (j = jp — jn) qui ont été trouvés au problème pré- 
cédent. 

En centrant l'opérateur (1), compte tenu du résultat du problé- 
me 3.54 (comparer à la solution des problèmes 12.2 et 12.26), on abou- 
tit sans peine au moment magnétique du noyau à la configuration 
nucléonique étudiée (p(rz/l;)in(nl;)!) avec le spin du noyau 


J'É=$ + h): 
* ep, i)+en( j) 
n(J)= (7, Ji= Jing, Je=J)= 5 —— 7. (2 


I1 n'est pas difficile de comprendre que la formule (2) définit 
également le moment magnétique du noyau doué d’une vacance pro- 
tonique et d’une vacance neutronique en état nl, (comparer à l’as- 
sertion analogue du problème précédent). 
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En se servant des valeurs g,,.({, j) calculées au problème précé- 
dent, on aboutit sans peine aux prévisions suivantes du modèle en 
couches pour les moments magnétiques des noyaux: 


J 

H (p (is;,2)?, n (15, ,2)1) 0,88 1 

“Li (p (Paye), n (1P3y2)) 0,63 | 1 
0 

B (p (P3/2) "+ 0 (P3,2) 71) 1,89 3 

27° N (p (1P4,2)"; n (1P,,2)°) 0,38 1 


Pour la valeur u de Li voir également le problème suivant. 
12.28. Dans les conditions du problème l’opérateur moment ma- 
gnétique du noyau peut se représenter sous la forme 


u—£grl at £s$, (1} 


où £gz,s sont les facteurs gyromagnétiques orbital et de spin des 
nucléons (du proton et du neutron) de la couche non remplie. 

En centrant l'opérateur (1), compte tenu du résultat du problè- 
me 3.54 (comme dans les deux problèmes précédents), on obtient le 
moment magnétique du noyau en état à moment total (spin) J': 


u(L, S, J=(, J,=J Ihel J, J,=J)— 
_GL+es) TU+HT)+ (gr 8) IL (L+1)—S(S+1)] 


2(J +1) » (2) 


où L, S sont les moments totaux orbital et de spin des nucléons du 
noyau qui dans le schéma de couplage LS, tout comme J, caractéri- 
sent l’état du noyau. 

Cherchons g, .. Pour ce faire, notons que l'opérateur moment 


magnétique orbital du système composé d’un proton et d’un neutron 
vaut 


A 


Morb = 8, Dlp T8, nn (3) 
(83, pin) SONt les facteurs gyromagnétiques orbitaux du proton et du 
neutron valant Bip 1 et g,, — 0) et cet opérateur ne prend Îa 


forme Ur — £g,L qu'après centrage en état du système « proton + 
+ neutron » répondant à une valeur déterminée Z. Dans ce cas la 
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grandeur g, se détermine également à l’aide du résultat du proble- 
me 3.94: 


Ur. = £LL 2 bp hs, r, c'est-à-dire VE PRE (4) 
{en recherchant (4) on a tenu compte de ce que 
On détermine de façon absolument analogue Fe nue 
Fe, an In 
Use g5= “Pen S, 
autrement dit 
£s = CPR DT Ba n == 0,88. (5) 
En vertu de (2), (4), (5), on obtient la valeur cherchée 
u(L, S, J)= 0,697 — 7 [L(L+1)—S(S+1)]. (6) 


En appliquant au noyau Li avec J/ — 1 la formule (6), on obtient 
pour différentes valeurs de L, S (compatibles avec J = 1 


u (0,1,1)=0,88(T =0); (2, 1, 1) = 0,31 (T = 0); 
ui, 0,1)=0,50(T —=0); pu, 1, 1) = 0,69 (T = 1). 


Dans (7) sont également indiquées les valeurs de l’isospin 7 pour 
les états correspondants du noyau (comparer à 12.25). 

Notons que l’ensemble des données expérimentales sur les pro- 
priétés du noyau ‘Li prouve la préférence du couplage LS dans ce 
noyau avec L = 0, $ = 1. 

12.29. L'opérateur moment magnétique du nucléon (indépen- 
damment de son état de charge) se trouvant dans l’état aux nombres 
quantiques / et j peut être écrit sous la forme 


in gp (0 D (5+ts) +0 D (5%) À (1) 


tù g, et g, sont les facteurs gyromagnétiques du proton et du neu- 
tron en état nl; trouvés dans 12.26. 

Respectivement, l’opérateur moment magnétique du noyau est 
de la forme 


(7) 


A La 
u — £p D — DE jo + (8 — 85) À Le (2) 


a 


où la somme est prise en tous les nucléons de la couche (non remplie) 
nl;. Après centrage de l'opérateur (2) en la partie d’isospin de la 
f.o. du noyau concerné, doué manifestement de T,; = 0, la seconde 
somme de (2) devient nulle. En effet, 


(T, Ta=0Its QT, Ts=0)c UT, Ta=01T,1T, Ts —=0)=0 
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(on a tenu‘compte;de l’analogie formelle des propriétés du moment et 


de l’isospin, de l'égalité [Ta Th. | Let, « et utilisé le résultat 
du problème 3.52). En conséquence, le moment magnétique du noyau 


se définit par la première somme de (2), et comme D il — J,ilest 


«a 


manifestement égal à 
u (J) = !2 lep(l, j) + &n (, j)) J. (3) 


C'est la généralisation naturelle du résultat du problème 12.27. 

Le noyau “Na en*état fondamental est doué d’une configuration 
nucléonique p(id;/:)*n(1d;:/2)° (en plus des couches remplies; voir 
le schéma des niveaux uniparticulaires dans la solution du problè- 
me 12.21). En utilisant les valeurs g, ,(/, j) pour l'état d;y. (voir 
12.26), on obtient, en conformité de 8" la prévision du modèle en 
couches pour le moment magnétique du noyau “Na doué de J = 3: 


couche — 1,74, 
qui coïncide pratiquement avec la valeur expérimentale Uezper = 
= 1,75. 


12.30. L'opérateur moment magnétique du nucléon (indépen- 
damment de son état de charge) est de la forme 


dx = (92. pl Le. 9) (L'2 + Ts) + (Bu nl genS)(4/2— 7), (1) 


où g,et g, sont des facteurs gyromagnétiques orbital et de spin va- 
lant : Sup = 1 Ein = 0, Esp = 9,99, Bsin = —93:03. 
Respectivement, l'opérateur moment magnétique du noyau vaut 


A 


LU = 81 L - - 8s$+ D (&r. p — £i.n) LL (gs. p— £a. n) s nn. (2) 


où la somme est prise en tous les nucléons de la couche non remplie, 


x x a à Érore (ES a 
L= 1, S= 2-8; EL = LE Un _ : £s = SP Es,n — 0,88 
a « = 


to] mn 


(comparer à la formule (2) du problème précédent déterminant u du 
schéma de couplage jj). 

En centrant (2) en état du noyau répondant à T,; = 0, le dernier 
terme (la somme) dans cette expression (représentant la partie iso- 


vectorielle de L) s’annule (comparer au problème précédent). Res- 
pectivement, le moment magnétique des noyaux à 7; = 0 se déter- 


mine par la partie isoscalaire de l'opérateur u: 


Le E+. £gzL 1. £sS, 
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et vaut (comparer, par exemple, à la solution du problème 12.26) 


(gL+es) TJ +1)+ (er —£8s) (L(L+1)—S(S+1)) 
21) T0 


où L, $ sont les moments totaux orbital et de spin des nucléons du 
noyau qui dans le schéma de couplage LS, tout comme J, caractéri- 
sent l’état du noyau. 

12.31. L'opérateur moment magnétique du noyau, où tous les 
nucléons (des deux états de charge), en plus des couches remplies, se 
trouvent dans des états identiques #/;, est de la forme (voir 12.29) 


à 8pllr 1) Ten) à : & 
pu TS + fe (, j)— 80 DIX Tssober (1) 


u(L, S, J)= 


Le moment magnétique du noyau est défini comme la valeur 
moyenne en état du noyau: 


u={(T, Tu J,J, = JlulT, Ty J, Ji = J) 


(on n'indique que les nombres quantiques de l’isospin et du moment 
total) et, en accord avec (1), il vient 


U — Lijsosc + ILisovec: (2) 


Ÿ. (3) 


En appliquant (2), (3) aux noyaux miroirs (notons-les À et À), 
il faut tenir compte de ce que les états concernés constituent deux 
états du même système de nucléons ne se distinguant que par le signe 
de la projection 7, de l’isospin. Respectivement, pour ces noyaux 
la partie isoscalaire du moment magnétique lisose eSt la même, tan- 
dis que la partie isovectorielle lisoree diffère de signe, de sorte que 


u(4) + u(4) = (gl, j) + gl, j)) J.- (4) 


Pour les noyaux *H et “He la configuration nucléonique est de 
l'aspect (1s)° et, compte tenu des valeurs de g,,n d'état s,7, (voir 
12.26), en vertu de (4) on obtient la prévision du modèle en couches 
pour les moments magnétiques de ces noyaux (J = 1/2): 


Mcouct'e (SH) + Ucouche (SHe) — 0,88 


Sn+s Le. æ 
Hisose — TE J, Hisovec — (£p — £n) | > T3, az, a 


qui doit être comparée à la valeur expérimentale 0,78. 
12.32. Le moment quadrupolaire se détermine au moyen d’un 
proton en plus des couches remplies (les protons des couches 
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remplies fournissent la symétrie sphérique de distribution des char- 
ges pour lesquelles Q, = 0) et vaut 


Qo = | its =5 (8 cos? 6—1) Fnit5 572 dV (1) 


(comparer à la solution du problème 12.4), où Y, ju. St la f.o. 
d'état uniparticulaire 2 où ÿ, j, déterminent le moment (le spin) 
du noyau (J = j, J, 

Pour les états étudiés = 1 + 1/2 et la f.o. de (1) a manifeste- 
ment la forme 


aÿt,=5 = Yu (n) () f (r). 


Vu que 
LYul2 = Se sin2t 6, 
l'expression (1) prend la forme 
Q= { (Bcos26— 1) sin216 dors, (2) 


où = | [f(r)[?r$ dr = ROLE ATAET LA est le carré moyen de 


0 
la distance du proton en plus des couches remplies. 


Une intégration élémentaire dans (2) en angles (dQ — 
— sin 6 d6 dp) fournit: 

a) @ (S1/2) = 0; b) @o (Pare) = —?/;r ps; ©) Qo (dre) = — /:r8 
(noter le signe de O,: voir de même les deux problèmes suivants). 

Il est aisé de comprendre que les moments quadrupolaires de 
noyaux doués respectivement d’un proton en plus des couches rem- 
plies et d’une vacance protonique (dans le même état) se distinguent 
de signe, à l’opposé des moments magnétiques de ces noyaux. 

12.33. Le moment quadrupolaire se détermine au moyen de la 
formule (2) du problème précédent. En se servant de la forme de la 
fonction |Y 11° donnée dans le problème précédent, il vient sans 
peine 


| 6(1+1 ; mr 
Q= | {Tu 1 Yann} Ori = 


- 6(14+1) 155 2-1 
=[2- 2143 Îr=- 2j+2 VP 


(comparer au résultat du problème suivant). 

12.34. Le problème se résout de façon analogue au problème 12.32, 
mais il faut maintenant utiliser les f.o. d'état à j — L — 1/2 dont 
Ja forme explicite a été obtenue dans 5.42. On laisse au soin du lec- 
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teur la résolution du problème par ce procédé. Pour notre part, on 
s’appuiera sur un raisonnement permettant d'obtenir la réponse 
sans calculs, en ne se fondant que sur le résultat du problème précé- 
dent. Pour ce faire, souvenons-nous du résultat utile du problème 5.43: 


Vs. On) Pis, (n) = Vis, (n) Fi; (n), 


exprimant la dépendance angulaire identique de la direction du 
rayon vecteur n = r/r de la particule au spin s = 1/2 dans ses états 
à jet j. donnés et des valeurs distinctes de L,.. = j + 1/2. De façon 
conforme, la partie angulaire de l’intégrale (1) du problème 12.32 ne 
dépend que de j (mais non pas de ! = j + 1/2), de sorte que l’expres- 
sion de @,, obtenue dans le problème précédent, Q@, = — 2 5 
demeure vraie dans le cas de j = L — 1/2. 

À ce propos soulignons encore une fois que pour les états étudiés 
des noyaux ne comprenant qu’un seul proton en plus des couches 
remplies Q@, << 0, tandis que pour les noyaux doués d’une seule vacan- 
ce protonique @Q, > 0. 

12.35. Dans l’approximation ayant permis d'obtenir le moment 
quadrupolaire Q, des noyaux dans les problèmes précédents, quand 
on considérait que le centre de masse du noyau (par rapport auquel 
était déterminé Q,) coïncide avec le centre de masse du système 
de nucléons des couches saturées, le moment quadrupolaire du noyau 
est nul dans les conditions du problème considéré. 

En se référant au conseil donné dans les conditions du problème, 
on peut noter que le centre de distribution sphérique des charges 
nucléoniques de couches remplies (la charge étant Z, la masse 
(A — 1) M), coïncidant avec leur centre de masse, se trouve au 
point Fcouche = —Tn/(4 — 1), où r, est le rayon vecteur du neutron 
relativement au centre de masse du noyau dans son ensemble. 
Dans ce cas le moment quadrupolaire du noyau est lié à la charge 
des nucléons de couches remplies et, comme on saisit aussitôt, se 
détermine au moyen de l'expression 


= ETS Pnst5,=5 (8 cos? 0 — 1) Wir; —;r2 dV 


(comparer à la solution des problèmes 12.4 et 12.32), où Pajti, eSt 
la f.o. d'état neutronique uniparticulaire. 
Considérant les résultats des problèmes 12.33 et 12.34, on conclut 


que dans l’approximation envisagée le moment quadrupolaire du 
noyau à un seul neutron en plus des couches remplies vaut 


PR RE A 
Gu 2j+2 (A—1ÿ 1 


(dans ce cas le spin du noyau vaut J — j). 
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12.36. A l’état fondamental du noyau correspond une distribu- 
tion des nucléons suivant les niveaux uniparticulaires inférieurs 
compte tenu du principe de Pauli. 

En négligeant l'interaction coulombienne, on note que les niveaux 
uniparticulaires pour le proton et le neutron sont les mêmes. De 
plus, pour un noyau à À = 27 en état fondamental ce sont les mêmes 
états uniparticulaires qui sont occupés aussi 
bien pour les protons que pour les neutrons. 

En notant €, l'énergie maximale d'états 
occupés (voir fig. 35; la constante — U/, est 
négligée), on remarque que le volume de l'’es- 
pace de phase correspondant aux états occu- 
pés dans le volume dV vaut 


dl = ee dv = [2m (2) | av. 
(1) 
Après avoir divisé (1) par (2rk)° on obtient le nombre de différents 


états orbitaux, et comme dans chaque état pareil il y a deux protons 
et deux neutrons, le nombre total de nucléons dans le volume dV 


en état fondamental du noyau vaut (6 — Vk/m) 


312 Jo 
IN (moRÿ (1—7) dV, r<R=Y , (2) 


ETS R1, k 


Respectivement, la densité des nucléons dans le noyau est 
2 
n (= moRp (1-7), r<R (3) 


(pour r > À, il est manifeste que 7» (r) = 0). 

La condition de normalisation des expressions (2), (3) sur le 
nombre total des nucléons À aboutit à la relation suivante entre les 
paramètres du modèle ©, R: 


= (124), (4) 
et permet ainsi d'écrire (3) sous la forme 
184 2 19/2 
n(N= ps (1-77) ) 


(l'intégrale de normalisation se calcule élémentairement par substi- 
tution r/R = sin u). 

On ne poursuivra pas l'étude du modèle considéré, vu que l'ex- 
pression (5) s'oppose fortement aux données expérimentales, selon 
lesquelles la densité des nucléons dans le noyau est presque constante 
à l'exception d’un domaine étroit voisin de sa frontière. 
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12.37. Le problème se résout de façon analogue au précédent. 
Mais cette fois seulement l’impulsion de frontière p} au sein du noyau 


est constante: pr — V 2me,. Respectivement, la formule (3) du 
problème précédent prend la forme 


n (r) — _— p,=const, r<R. (1) 


La norme (1) sur le nombre total de nucléons À donne pFR° — 
9x\1/3 À 
5) x 

La vitesse maximale des nucléons dans le noyau correspondant 
à cette impulsion (le noyau étant assimilé dans les conditions du 
problème à un gaz de Fermi parfait) est égale à 


= = AS, ou, compte tenu de l'expression de R, pr = 


== (SE) Me D Le 
0 m _\8 m To Mel 4 


{m/m, = 1840, a, Æ 0,53-10-8 cm est le rayon de Bohr, vy = 
= h/m,a, = c137, c vitesse de la lumière), tandis que l'énergie 
cinétique est 


En À MV/2 = + (vo/c)° mc* = 30 MeV  mc° = 940 MeV. 


CHAPITRE 13 


THÉORIE DES COLLISIONS 


13.1. La recherche de la solution de l'é.Sch. (4 = V 2mE/k?>0) 


2m 
h2 


[A+ RE] Yi = EU (r) £?, 
accusant l’asymptotique mentionnée dans les conditions du problème 
pour r — oo, est équivalente à la solution de l'équation intégrale 


ikir-r’| ; ; 
TU (r) Ar) AV. (1) 


Ir—r 


(+) — plk.r _ m [ 
Fe (r)=e ETES 


Le passage de la forme différentielle de l’é.Sch. à la forme intégra- 
le s’effectue de manière standard en recourant à la fonction de Green 
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G£’ de l’é.Sch. de particules libres de forme suivante 
1+) NN 1 ik|r=r’| 
GÉNRRIS— An|r—r| ’ 


(A+) GE (r—r)=6ô(r—r) 


(comparer au cas unidimensionnel étudié dans 2.57). 
Pour r — oc, il vient 


L ikle-r”] 1 ikr -ikre’ 
———— e e 
Ir—r | 


_ 
I 


r 
re, 


et la relation (1) prend la forme 


‘ ikor 1 ikr m -ikr’ , ‘ ’ , ' 
Vit (r) &e Fee (—- 5) (° | U (r’) k, (r°) dv”, (2) 
de laquelle s'ensuit la représentation, donnée dans les conditions 
du problème, de l’amplitude de diffusion, commode pour différents 


calculs approchés. C’est ainsi que pour Wky % e*°" on obtient de (2) 
l'amplitude de diffusion en première approximation de Born. 

13.2. A première vue il peut paraître que la condition de décrois- 
sance du potentiel (c'est-à-dire nr >> 0) soit nécessaire et suffisante 
pour que la f.o. ne se déforme pas à des grandes distances. Or, en 
réalité la situation est plus délicate. L’asymptotique de la f.o. pour 
r— oo de la forme 

ikr 


pit (r) æ eo + j (ko, k=k—) - (1) 


| nd 


suppose que l’amplitude de diffusion est une fonction bornée (excep- 
tion faite pour quelques valeurs d'énergie et d'angles de diffusion). 
Selon le problème précédent 


f= | e KEU(r) Yi (r) dV, (2) 


et la condition de convergence de l'intégrale dans cette expression à 
de grandes distances, où la f.o. est de la forme (1) et le champ Ü © 
co r”", sera satisfaite s’il y a convergence de l'intégrale (q = k—k,) 
1 ia An -n+i °° d 3 
re r_""1 sin gr dr. (3) 
r>R R 

Pour la convergence de l'intégrale (3) il faut qu'on ait nr > 1, 
ce qui constitue la restriction cherchée à la vitesse de décroissance 

du potentiel. 


36—01572 
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13.3. La f.o. Vi décrivant le processus de diffusion des particu- 
les à impulsion %k, satisfait à l'équation (voir, par exemple, 13.1) 


. = ARIOT EU 
1+) iKor ’ (+) ’ ’ 
Yih — e | EU (7) Vi (n°) a. (1) 
Compte tenu du développement 
k 1% k rr” kÇr'? (rer) Le ; 9 
[r—r | = T — + - — | Peas (r & r), (2) 


on remarque qu’en satisfaisant aux conditions r > R et r > kR° 
dans l'intégrale (1), où le rôle essentiel incombe aux valeurs r’ < À, 
on peut remplacer |r — r’|-! par r-!, et dans l’exposant de l’ex- 
ponentielle se borner aux deux premiers membres du développement 
(2). Alors l'expression (1) prend la forme 


i PEUE ikr°rr, y ‘ ’ ’ 
= Qi | eT KP U(r) Yi(r') dV”, 
c'est-à-dire définit l’asymptotique de la f.o. pour r —- co. 

Soulignons que dans le cas de particules rapides (4R >> 1) la f.o. 
n’a une forme asymptotique qu’à la distance r > kR° 5 R (et non 
pas seulement pour r à R, comme cela peut sembler à première 
vue). 

13.4. En approximation de Born le calcul de l'amplitude de 
diffusion se réduit au calcul de l’intégrale 


i im igr  —iqr 

= |e CU = | Ur) te" —e Tr dr. (1) 
0 

Vu que do = |f[ dQ, la section totale de diffusion en approxima- 

tion de Born vaut 


TT 8mE/h9 


c(E) = IFR 2n | PS0 | FD 
0 () 


(rappelons que q = k — k,, g = 2k sin (0/2)). 

Le calcul d’intégrales (1), (2) donne: 

2maR? singR PT LE 
__ __ 2ma sin q ___ 4nma sin? z 
a) =, (EEE — | ds. 
0 

L'intégrale définissant o(£) ne s'exprime pas au moyen de fonctions 
élémentaires (on peut l’exprimer par le sinus intégral). 

Les cas limites de petites (4R << 1) et grandes (4R >> 1) énergies: 

161m242R+ 


nma?R° 8mE£E R? 
Ce 


SOLUTIONS 563 


(pour Æ —+ oo l'intégrale dans l’expression o(£) diverge; pour son 
calcul il faut remplacer le facteur oscillant sin? x par la valeur 
moyenne égale à 1/2). 

La condition d’applicabilité des expressions obtenues est la réali- 
sation ne serait-ce que d’une des deux inégalités: mRla| « hk? 
ou al € Av. 


ämU,RS __ 8rmRiUi 1 
D —-rarensr, 0(E)=—r |1— BmER? 3 |? 
(14) 
__ 64nm2R6U: __ BnmRUi 
DOS ee CUS ane 


Les conditions d’applicabilité sont mR°|U,] € k° ou R|U,|< 
& hv. 
2maR? maR? \2 1 
D = een UE) GR (A) ee 
| h2 


maR3 \2 21ma°R1 
o(E) 16n | Fa je OR EE 


Les conditions d’applicabilité sont mRla| << ñ° ou [x] € ñv. 
d\f= — Te: la condition d'applicabilité est mla| & #4. 


La section totale de diffusion est égale à l'infini vu la lente dé- 
croissance du potentiel à de grandes distances r — oo. 


+ 2mU R cos {3R in (gR 
D Re RE |, 


(En) (TR) (1 me + 


sin (4XR) sin? (24R) 


+ (2kRP  (2kRX  J? 
161m2U2RS rmU2Rt 
DER eee ER PE. 


Les conditions d’applicabilité sont mR°|U,| € ñ* ou RIU,1 
< hr. 


8 
f) f— — Ve e-atrs, 
n'mUBR : mER? 
(= RE [1 exp(—-E—) |, 
rmIUBRS n'mUBR 
DS Ro SOS HE 


36* 
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Les conditions d’applicabilité sont mA° |U,|< k° ou R|U,|< hv. 

Vu que dans le cas étudié l’amplitude de Born décroît exponen- 
tiellement pour des g* grands, l’approximation de Born ne peut 
être appliquée au cas de valeurs suffisamment grandes de g°. Res- 
pectivement, dans l'expression de la section totale de diffusion la 
prise en compte du terme exponentiellement petit conduit à une pré- 
cision par excès (voir [3] et 13.15). 
.. 13.5. Comme on le sait, la résolution du problème sur la diffusion 
élastique dans le champ U(r) aboutit d'apres le calcul des perturba- 
tions à l’expression suivante de la f.o.: W) & WW) + WG), où 
QD = exp(ikr) et 


eihlr- r’| 
po(n=—nr | < 


2nh? 


= U(r') ete” av”. (1) 


Ir — 


Pour trouver Y{) (0) au cas d’un champ central il est commode 
d'effectuer l'intégration en angles 0”, @’ dans l'expression (1) (pour 
r — 0) en utilisant pour cela les variables sphériques à axe polaire 
s’alignant sur le vecteur k. L'intégration élémentaire donne 


Vi (0) = 


nus æ | U() (e2i#"— 1) dr. (2) 


Au cas de champs U — Ut — Ret U = U;se-r/kR en vertu 
de (2) il vient: 


a) Vi (0) = LR (e2ixR — 1) ; 


2mR?U, 


D) FR (= — Tr SE 


Comme il fallait s’y attendre, dans les conditions d’applicabilité 
de l’approximation de Born (quand une au moins des deux inégalités 
est satisfaite mR°|U,1< k* oumRIU,|<kk*)|WD(0)| € 1, c’est-à-dire 
[PG(O)| & IF] = 1. 

13.6. La propriété mentionnée de o(£) devient évidente si l’on 
tient compte du fait que dans l’approximation de Born l'amplitude 
de diffusion vaut 


f (9) = —T | e- ia U(r) dV — — | sin gr U(r)r dr, 
0 


et qu'avec le calcul de la section de diffusion o(£) — |f (g)|* dQ 
on passe des variables angulaires 6, @ aux variables g° = 
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= 2k° (1 — cos 0), p; alors 
_ 8mE/h2 
Eo(E)=< | If(rée. 
0 
13.7. En approximation de Born 


o(E)= (1f()Pd, f(D=—-55 [e-im Ua. (1 
Vu que g* = 2k*(1 — cos 0) — 4mE(1 — cos 6)/h°, on a pour E = 0 
o(E = 0)= | If (0) 4 = 4xif (O)P. (2) 
Compte tenu de l'inégalité 
D @1=| | Utne-srav |< | 10 (m1 av = 
=|| U(r)av |= 10 (01 (3) 


(il est essentiel dans (3) que la fonction réelle U/(r) n’est pas alternée 
et notant que pour E + 0 on a pour une diffusion d'angle 8 
q° =£ 0, il vient, en confrontant (1)-(3), que o(£) < 0(0), le signe 
d égalité ne se réalisant qu'avec E = 

13.8. En substituant dans la formule générale de l'amplitude de 
diffusion 


f (ko, k)= —5 | e-ikrÜ Wi*(r) AV 


(voir, par exemple, 13.1) la f.o. ekor d'une particule libre à la f.o. 
exacte Wi?/(r) et compte tenu de la forme de l'opérateur Ü'éch, il vient 


fée (ko, K)= fée (A)= — 5% | e7ŸSU(r) dv, (1) 


où À = k +k,, de sorte que A* = 2k*(1 + cos 8). Si l’on exprime 
l'amplitude de diffusion par l'énergie et l’angle de diffusion, il de- 
vient manifeste que 


féeh(E, 6) — {8 (£, I — 6), (2) 


où }B (E, 6) est l'amplitude de diffusion dans le champ central 
banal U(r). 

Comme on le sait, la diffusion de particules rapides 4R > 1 
sur un potentiel « ordinaire » est essentiellement frontale dans le 
domaine d'angles 6 = (kR)71 € 1 (où R est le rayon du potentiel). 
En cas de potentiel d'échange, selon (2) la diffusion de particules 
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s'effectue pour l'essentiel en retour, c’est-à-dire que les angles de 
diffusion sont proches de x. 

Au cas d’un potentiel constituant une superposition des poten- 
tiels « ordinaire » et d’« échange » la section différentielle de diffu- 
sion des particules rapides présente des maximums marqués en 
directions de diffusion frontale et en retour (8 = O0et8 = x). 

13.9. En approximation de Born l'amplitude de diffusion s’expri- 
me au moyen de la composante de Fourier du potentiel (4 = k — k,): 


1° (os = 0 (a), D(a=(e-muU(rmav. (1 


La composante de Fourier Ü(a) de la fonction U(r), non nulle 
dans le domaine r < R, n'est essentiellement non nulle que pour 


qgR <& 1, car pour gR > 1 l'intégrale définissant U(q) est petite à 
cause de rapides oscillations de la fonction sous l'intégrale engendrées 
par la présence du facteur e-'1". Vu que g° = 2k°*(1 — cos 8), il s’en- 
suit des conditions ÆR 5 1 et gR < 1 un fait bien connu que 
la diffusion de particules rapides s'effectue pour l'essentiel sous de 
petits angles 0 — (4XR)"!' < 1. 


Fig. 36 


Dégageons les simplifications possibles de l'expression (1) et de la 
formule définissant la section totale de diffusion o(E) — lfl* dQ, 


pour ÆR > 4, compte tenu de ce que le rôle important n’est dévolu 
qu'aux petits angles de diffusion (pour lesquels g° & k°8? — R). 
Décomposons le vecteur q en deux composantes : q = q1 + qy, où 
qn représente le vecteur dirigé suivant le vecteur k,, tandis que 
qu L ko (fig. 36). Pour 0 € 1 on a gy = kQ(1 — cos 8) & k,0*/2, 
g1 & kB, autrement dit g, > qgy. Vu que q & q,, qr & qp et la 
formule (1) prend la forme 


D (0 (@q)= || e "AU (, 2) dz dep. (2) 


De plus, la grandeur k? dQ peut être assimilée à un élément de 
surface de la sphère de rayon 4 (dQ1 étant un élément de l’angle soli- 
de renfermant les directions d’impulsions des particules diffusées). 
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La partie de la sphère au voisinage de l'axe polaire orienté le long 
du vecteur k, peut être assimilée à une surface plane perpendiculaire 
au vecteur k,, et, par suite, k?dQ = dS = dg,. dg;, = dq, 
(l'axe z est dirigé suivant le vecteur k,). 

Donc, 


2 Ce 
o= [ifrdn = | IÙ (a1)1° d°g2. (3) 
En portant dans la formule (3) l'expression (2), il vient 


sir [LT ve dd] 


x | | Up", z')d7 de [das (4) 


Après l'intégration dans l'expression (4) en q., à l’aide de la 
formule 


Je agi = (2n)2 8 (p—p°) 


on réalise également sans peine l'intégration en variable p° et 
l'on obtient la représentation exigée de la section de diffusion des 
particules rapides: 


or [f[{renafée 6 


Pour le champ U=U,e-"/R = Uje-r"/R°e-/R* l'intégration 
élémentaire dans la formule (5) fournit o(E) = r*mU*R4/4ER*. 
F13.10. L'’approximation de Born est le premier terme linéaire du 
développement de l'amplitude de diffusion en série suivant les 
« puissances d'interaction » (précisons que le paramètre suivant le- 
quel est réalisé le développement est soit m |U,| R°/k*, soit 
[UolR/hv, où U, et R sont la grandeur caractéristique du potentiel 
et son rayon, v la vitesse des particules ; la petitesse comparée à l’uni- 
té de l’un de ces paramètres est la condition d’applicabilité de l’ap- 
proximation de Born). Respectivement, la section de diffusion se 
développe de même en série suivant le petit paramètre mentionné. 
Mais puisque o —|f|*, le développement de la section débute par 
les termes de second ordre de petitesse ; aussi dans le théorème optique 
&n Imf(£ÆE, 6 = 0)/Àk = o(£) dans le premier membre, comme dans 
le second, ne doit-il pas y avoir de terme linéaire en paramètre de 
développement, d’où il s'ensuit nécessairement que Im f8(8 — 
—=0) = 0. De plus, la réalisation approchée du théorème optique 
est assurée par la partie imaginaire de l'amplitude de diffusion en se- 
cond ordre du calcul des perturbations (voir problème suivant) 
13.11. Profitons des expressions bien connues de l’amplitude de 
diffusion en premier et second ordres du calcul des perturbations 
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[3] (ko, k étant les vecteurs d’onde de la particule avant et après la 
diffusion) : 


fa=k—ky)= 740 (a), D()= |e-iU(r av, 


m3 Ù (*—ko) Ü (k— 
1 (koi k) = pr | EE dx 


(£ > 0 est une quantité infiniment petite). 
Pour la diffusion frontale (6 = 0, k, = k), il vient 


f (ko, ko) = | Es (1) 


8ntñt — k$— ie 
(on a tenu compte de ce que U(q) — U*(—a)). De l'égalité (1) il 
s'ensuit que 


Jr /® (ko, ko) = Ü (—ko)|2 d8e. (2) 


8ntñs (x3 — 55 + e° 


Notant que pour & > 0 infiniment petit la fonction 


ex e)=r7 — ê () 


n(z*+Ee 


est une fonction à (en effet, la fonction g(x, €) n’est différente de 
zéro que pour x æ € —+> 0, tandis que l'intégrale Ï g(x, €) dx = 1, 


— 0 

comme il le faut pour la fonction ô), et en écrivant dx — 
p.4 on . ° 

=D dx” dQh, x = zn, l'expression (2) se transforme sans peine en 


la forme 
Im ko, ko) = -pesp | [Un -— 0) 12 45 (42 — #3) dx? dOn = 
2k 
= er | IUGn—ko)P du = | 1P kr) [dx (3) 


La relation obtenue Im fÜ(E, 6 = ps — koB(E)/4n est le théo- 
rème optique en second ordre du calcul des perturbations (en premier 
ordre il a l’aspect d’une identité 0 = 0, voir 13.10). 

13.12. La représentation cherchée | n | se déduit des relations 


o(E)=<Imf(E, 8—0), 
(do/dQ)5-0 —{Ref(E, 6 — 0)}2 + [Im/f(£, 8= 0)}?, 


de sorte que 


ne dr V (eo (HE) /46 & 
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Vu que Ref(Æ, 6 = O0) est différent de zéro déjà en premier 
ordre du calcul des perturbations et, de plus, ne dépend pas de l’éner- 
gie : 


m  Cy- ; 
Ref(£E, 0=0)=& f°(E, 8-0) — — 5e | (0) dV. 


et Imf(£, 0 = 0) > 0 n’est non nul qu'en second ordre du calcul 
des perturbations, dans les conditions d’applicabilité de l’approxima- 
tion de Born n(£) est doué des propriétés suivantes: 

a) la fonction n(£) possède un signe déterminé (dans le champ 
de répulsion U (r) > 0 on a n(£) << 0 et dans le champ d'attraction 
U(r) < 0, au contraire, n(£) > 0); 

b) In(£)| ÿ 1 pour toutes les énergies (si l’on fait abstraction 


© 


du cas singulier de potentiel alterné quand l'intégrale | U (r)dV 


est anomalement petite comparée à | [U (r)] dv). 


On remarque aisément que [n (£)|— o pour £ — 0 au cas 
d’un potentiel quelconque, indépendamment de Îa possibilité ou 
non de l’assimiler à une perturbation. 

13.13. L'’amplitude de diffusion sur deux centres en approximation 
de Born vaut 


Be (o= 5 | ei Ur) + Vo (r—a)} av = HE (a) (1 ei) 
(1 


(dans la seconde intégrale on a procédé à une substitution r° — 
= r — a). 

Vu que g* = 2k*(1 — cos 6), pour ka € 1 on a de même ga € 1; 
de plus, e-iar &1, fc 2f#et la section de diffusion sur deux cen- 
tres est quatre fois plus grande que sur un centre : O Æ 464. 

Compte tenu de la relation (1), la section de diffusion sur deux 
centres peut être écrite sous la forme 


Ge = 2 | 1/8 (a)E (1 + cos qa) dQ. (2) 


Au cas de ÂR 5 1eta SR on a ka © 1, aussi la grandeur qa 
varie-t-elle sensiblement pour une petite modification de l’angle de 
diffusion. Respectivement, le terme dans l'intégrale (2) contenant 
cos qa subit des oscillations rapides et avec l'intégration fournit une 
contribution de beaucoup inférieure à celle du premier terme qui n'os- 
cille pas. C’est pourquoi dans les conditions posées 4R %; 1,a%R, 
la section de diffusion sur deux centres est de deux fois supérieure à 
celle sur un centre: 64 = 260. 
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La raison du fait que la relation entre les sections de diffusion 
sur deux centres et sur un centre est fonction des conditions de diffu- 
sion s'explique par la variation de la nature de l’interférence des 
ondes diffusées sur chaque centre. 

13.14. L’amplitude de diffusion vaut (comparer au problème 
précédent) 


FX (a) = fo (9) 2 67 Tr = fo (9) Gw (a). (1) 
Respectivement, la section différentielle de diffusion est 
don d 
= Se |Gx (a)12. (2) 


Soulignons que le facteur |GY (q)l* ne dépend que de la position 
des centres dans l’espace et du vecteur q (mais non pas de la nature 
de l'interaction des particules à centre particulier !). 


k 
Da) 


0 k, b °°°" * n-ÿp 
Fig. 37 
Au cas d’une chaîne linéaire de centres de diffusion (fig. 37) 
a, = (nr — 1)bn,, n, = k,/k,, et comme qn, = —g°/2k, on a 
N 


= _ 1— exp (iWgqb/2k) 
. iqnob(n-1) — 
2 FU TPE ? 
: | 3 
__f sin(Wg*b/4k) 72 | 
IG» (q)l — Eros 


Pour N >> 1 selon (3) IGN, n’est sensiblement grand que pour 
des valeurs dégagées de la grandeur g, telles que g“b/4k & sp, p = 
= 0, 1, ..., c'est-à-dire les particules ne sont en général diffusées 
que sous des angles déterminés. 

Au cas de kb & 1 (alors, on a aussi gh € 1) la section de diffusion 
totale des particules peut être écrite sous la forme 


4e 
ee 714 CAS : PE in(Vgq*b/4k) 72 
= | Into [SE FN at (4) 


Vu que la fonction (sin y/y}* n’est sensiblement non nulle que pour 
y < 1, l'apport essentiel à l'intégrale (4) est dû à l’intervalle 9° < 
< K/Nb. Aussi la grandeur |fB (g)|*. peut-elle être sortie de sous le 
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signe de l’intégrale au point gq — 0 et, compte tenu de la valeur de 
l'intégrale 


[ es dy = — jsiva(4) _ 


___{ 2siny cosy = | sin x Tr 
= ( Sue dy — —dr=—, 


0 


peut-on aussi obtenir la section de diffusion: totale des particules 
sous la forme 6 = 2x*{V]| fB(0)[*/bk. 

13.15. Compte tenu de ce que la composante de Fourier du poten- 
tiel vaut 


Ü (9) = | Ue=iar-rr dV=nV na RUe-TRA, 


on peut représenter l’amplitude de diffusion en second ordre du 
calcul des perturbations en accord avec la formule générale pour 
(ko, k) sous la forme 


m° C'(x—ko) Ü (k— #)  … 
8rthit | k3— ki — ie En = 


1® (ko, k) — 


exp {—5(#—(kot-k)/21} 


HÈ— k5—ie 


= dx. (1) 


ôr;2 e 
ARE ne | 


De l'expression (1) on déduit que le rôle dominant dans l'inté- 
grale en x est joué par le domaine pour lequel [x — (k, + k})/2] R < 
< 1 (pour les autres points la fonction sous l'intégrale est exponentiel- 
lement petite). Dans ce domaine de valeurs de x pour gR 51 
(| ko + k| À dans ce cas également 51) le dénominateur de la 
fonction sous l'intégrale de l'expression (1) varie très peu et il 
peut être sorti de sous le signe de l'intégrale au point »x — 
= (k, + k)/2; l'intégrale qui en résulte se calcule de façon élémen- 
taire par substitution de la variable x” = x — (k, + k)/2, et l'on 
obtient pour (”(k,, k) dans le domaine de grands transferts d’im- 
pulsion gR ÿ 1 l'expression suivante: 


go — VE mt RU de 
nn qg®rt 2 


Vu que dans l’approximation de Born fB = f{) © e-1°R°/4, 
pour des valeurs suffisamment grandes de g° on aura |#°| > 
>| fB|(% décroît plus lentement que fE). Cela signifie que pour 
des grandes valeurs de g* l’approximation de Born ne convient pas, 
et dans le calcul de l’amplitude de diffusion suivant la théorie des 
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perturbations on ne peut pas se limiter aux premiers termes de la 
série de cette théorie. 

13.16. Avec une énergie de particules £ = 0 l’amplitude de 
diffusion de Born ainsi que celle de diffusion exacte se définissent 
par les ubears 
PO | Ut)av, P'(O0)=— |U (M Pot) dv, (4) 


CT 


où W,(r) est la f.o. d'état à E = 0 ner à l'équation 
Ve te [UT Vo tr) dv (2) 


(voir, par exemple, 13.1; pour Æ£ = 0 on a de même #, = 0 et les 
fonctions Yi’, Vs’ coïncident, ce qui permet d'écrire tout simple- 
ment W). 

Dans un champ de répulsion U(r) > 0 la f.o. d'état à E — 0 
est la f.o. d'état fondamental, elle n’a pas de Zéros, c’est-à-dire 
n’est pas alternée, et comme W,(oo) = 1, on a Y,(r) > 0. Dans ce 
cas l'intégrale de l'expression (2) est positive ; ainsi, dans le champ 
de répulsion 0 < Y,(r) < 1 et, selon (1), on a |f*(0)] <}|fB (0)|; 
donc la valeur exacte de la section de diffusion est plus petite que 
celle calculée d’après la formule de l’approximation de Born. 

De façon absolument analogue on trouve que dans le cas b) 
f°x(0) > fB(0) > 0 et la valeur de Born de la section est infé- 
rieure à la valeur exacte. 

Soulignons que les relations obtenues entre la valeur de Born et 
la valeur exacte de la section de diffusion pour Æ£ = 0 ne supposent 
pas la petitesse du potentiel exigée pour l’applicabilité de l’approxi- 
mation de Born. 

13.17. En portant dans l'expression connue de l'amplitude de 
diffusion dans le champ central U(r) en approximation de Born 


fF = a | Ur) SE re dr 


0 


le pe 


singr __ sin V2k?r°—2k°r* cos Ô 0 _ 


gr Ve — 2k?r° cos À 


= ee >, (21+ 1) [Jrvsre (kr) I Pr (cos 0), 


1=0 


représentons-la sous la forme 


= > (+1) {5 | U (r) Ji (kr) r dr} Pi(cos8). (1) 
1=0 0 
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En comparant l'expression (1) au développement général de 
l'amplitude de diffusion exacte en ondes partielles pour des petits 
déphasages |ô, (k)| € 1 (c’est justement la petitesse de déphasages 
qui garantit de façon approchée la réalité de l'amplitude de diffu- 
sion, comme cela a lieu dans l’approximation de Born): 

x : u el — | Ô! (k) 1) 

ff = NS (2- 1) —— Pi (cos) & 2: (21+ 1) EE Pi (cos 8), 


L I 
on obtient qu'il s'ensuit de l'égalité f°* & fB que 


oo 
jam 


64 (A) & OP () = — 5 À U (r) [Java (kr) r dr (2) 


h° 


L'expression (2) vst le premier terme linéaire du développement 
du déphasage en puissances d'interaction. 

13.18. Vu que dans l’approximation de Born les amplitudes de 
diffusion pour les potentiels d'échange et ordinaire sont liées par la 
relation fé&n(8)=f8 (x — 6) (voir 13.8), le développement de 
l'amplitude fêa en ondes partielles peut être obtenu directement de 
l'expression (1) du problème précédent par substitution de (x — 6) à 
0. Or dans cette substitution P,(cos 8) devient (—1)'?,(cos 8), 
et l’on voit aussitôt, compte tenu de l'expression (2) du problème 
précédent, que les déphasages de Born au cas du potentiel d'échange 
valent 


Sen, (4) = —(— 1) PE | OU (Lure nr dr. (1) 
0 


L'apparition dans l'expression (1) d’un facteur supplémentaire 
(—1)', absent dans le cas de potentiel ordinaire, s'explique aisé- 
ment si l’on tient compte de la propriété suivante de l'interaction 
d'échange: UëéenW(r) = U(r)#(—r): en état à valeur déterminée 
du moment orbital ! de la particule cette interaction donne 
UienVir) = U(r)Ÿ, (—r) = (—1)'U(N)W(r), c'est-à-dire elle prend 
la forme banale de l'opérateur multiplication et son énergie 
potentielle d'états de la particule à Z pairs et impairs diffère de signe 
{si pour des L pairs l'interaction est une attraction, pour des / impairs 
c'est, au contraire, une répulsion). 

13:19. Dans l’expression du déphasage en approximation de Born 


6 (= — 5 | U (r) [Jirsye (kr) r dr (1) 


0 
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pour k = V 2mE/h? —+ 0 l'argument de la fonction de Bessel zx = kr 
dans le domaine des valeurs de r, sensibles dans l'intégrale (r < R), 
est petit (x € 1), et comme 


Poe 22 € 1+ 1/2, 


1 z 
J'ixi2 (x) GA (14 3/2) (+ 


on a d’après (1) pour E —+ 0 


6? (x) A TT | U (r) r2l+° dr (. 2)*1+1 co 2l+1, (2) 
0 


Il est manifeste que l'expression (2) obtenue est également juste 
dans le cas de potentiels décroissant en puissance : U cs r-* pour 
r— oo, mais ceci seulement pour les valeurs de ! << (v — 3)/2 (dans 
le cas contraire l'intégrale dans la formule (2) diverge). 

Pour les potentiels ne satisfaisant pas à la condition d’applica- 
bilité de l’approximation de Born m|U,|R°/#° € 1 la formule (2) 
est fausse ; toutefois, comme il est connu, la nature de la dépendance 
Ôuk) > k°!*1 pour k — 0 se conserve également dans ce cas. 

13.20. Dans l'expression du déphasage en approximation de 
Born 


6P (= —# [Ur (ir Gr)er dr (1) 
0 


pour k — Y 2mE/h? + © dans tout le domaine d'intégration, à 
l'exception d’une bande étroite de petites valeurs de r, l'argument 
de la fonction de Bessel x — kr est grand: x 5 1. En remplaçant 
dans la formule (1) la fonction de Bessel par son expression asymp- 
totique 

2 l 


Ji (x) & (2) "sin (z — +) , æ>ÿ(1+ 1/2), 


on trouve pour À —> oo 


6 (k) = — ee [ U(r) sin? (kr — +) dr = 0 | Utr)ar (2) 
0 0 


(dans l’intégrale le facteur oscillant rapidement sin (&r — æ.) peut 
être remplacé par sa valeur moyenne égale à 1/2). Mais si U (r) pour 
r —+ OÔ croît comme r-!, ou de façon plus marquée, l'expression (2) 
n’est plus applicable (l'intégrale diverge). Pour ces potentiels le 
domaine de petites valeurs de r dans l'intégrale de l'expression (1) 
est de nature dominante et la substitution dans ce domaine à la 
fonction de Bessel de son asymptotique aboutit à un résultat erroné. 
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Notons que si le potentiel pour toutes les valeurs de r est borné, 
pour une énergie suffisamment grande de particules il peut donc 
toujours être assimilé à une perturbation (on peut toujours aboutir 
à l'inégalité |U,[R << fiv) et pour ces potentiels le comportement 
asymptotique des déphasages exacts avec Æ£ — o est fourni par 
la formule (2). 

13.21. on quasi classique du déphasage [3] 


mU (r) dr _ 1+1/2 
A are Cr ne 


pour Æ —> co D 


+ —-7 | U(r)ar (1) 
en accord avec le résultat obtenu dans le problème précédent. La 
condition d’applicabilité de l'expression (1) est la convergence de 
l'intégrale. 

13.22. Les déphasages d'ondes s en approximation de Born sont 
égaux à 
_ | rU (r) Ji (kr) dr — 


0 


0 (k) SR 


_ 7 (ue) sin2kr dr. (1) 
0 


Une intégration élémentaire donne : 


a) 0 (k) = — Em ATe en kR 
b) Ô (k) sn 4ämRSU, k 


RE (AH ARTRE) ° 

La condition d’applicabilité de l'expression (1) pour des par- 
ticules pas trop rapides (kR -< 1) est sa petitesse pour ÆR — 1: 
160 (kR — 1)| 1 (R étant le rayon du potentiel). Dans les cas 
considérés cette condition prend la forme |U,| € k*/mR*, comme 
il fallait s’y attendre. 

La valeur des déphasages d'ondes s permet d'obtenir la section 
de diffusion des particules lentes À R << 1 d’après la formule 


o = 4n [60 (k)/kP, k— 0. 


13.23. Vu que par condition | Ô, (4)| & 1 pour toutes les énergies, 
le potentiel est faible et il peut être assimilé à une perturbation. 
Dans ce cas le déphasage est défini par l’expression (voir, par exem- 
ple, 13.17) 


| U (r) sin? kr dr -: 


0 


Ôo (#) = M _ 


— 7 | U (r) 11 — cos 2kr] dr. (1) 
ü 
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Multiplions les deux membres de l'égalité (1) par (—k4h%*/2m) et, 
ensuite, dérivons en k; on obtient ainsi 


— pe (660 (&)] = | rU(r) sin 2krdr=+ | rU(Irl)e-titrar (2 
0 - © 


{le potentiel U(r) est défini pour r > 0; on a introduit de façon 
formelle dans l'étude les valeurs r << 0 en définissant ainsi la fonc- 
tion U'(r)au moyen de la relation U(—{r|) = U(|r|). De façon analogue 
le déphasage n'est déterminé que pour k > 0, toutefois, la formule 
(1) permet aussi de considérer formellement 6,(k) pour 4 << 0, 
Ô(k) — —6,9(—*) étant dans ce cas une fonction impaire de &). 

La formule (2) définit la composante de Fourier du potentiel 
{plus précisément, de la grandeur rU (]|r|)) et permet d'obtenir le 
potentiel même en recourant à l'inverse de la transformation de 
Fourier 


Ur) = À 160 (1 etitr d (2). (3) 


—œ 


Comme la fonction d [ô,k]/dk est impaire (voir plus haut), 


2h° 
famr . 
0 


Vis 1460 (E)] sin (2kr) dk (r>0). (4) 


Les formules (3) et (4) fournissent la solution du problème pose. 
a) Au cas de Ô,(k) — C = const (pour Æ > 0), selon (4), on a 


À sin (2kr) dk — 
0 


2h2C 
IE ur 


CR? œ 
— —. 


famnr° r 


[se] 

— | sin z dx -- — 
ñmr° 
0 


b) Pour la forme donnée de Ô,(k) on a + [AG (k)] = TIRE: 
En portant cette expression dans la formule (3) et en calculant l’in- 
tégrale en s’appuyant sur la théorie des résidus (pour r > 0 le con- 
tour d'intégration peut être fermé sur le demi-plan supérieur de la 
variable complexe &k), il vient 


= — 2ah° -2r/VB _— -r/R 
U (r) VE e =U,e-r!R, 


13.24. Pour le calcul du déphasage d'onde s il faut obtenir la 
solution sphériquement symétrique (vu que 2 = 0) de l’é.Sch. 
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W(r) dont l’asymptotique pour r — oo W,(r) cn + sin (kr + 6o) 
fournit la solution cherchée à, (4). 
a) L'’é.Sch. pour r > À de la fonction % (r), liée à la £.o. Y, 


à l’aide de la relation % = rŸ,, et sa solution, satisfaisant à la 
condition limite % (R) = 0. sont de la forme 


+ky =0, y(r) = ÀAsinfk(r — R)]. (1) 


Il s'ensuit de (1) que ô,(4) = —kR. 

b) Une fois considérée l’é.Sch. de la fonction 4 = rŸ,, on obtient 
sans peine sa solution, satisfaisant à la condition limite + (0) = 0, 
sous la forme 


Asin x, TR, 


à ee D) 
x (r) Bsin(kr+&(k)), r>R, @) 
x = V2m(E + USE. 

Les conditions de continuité de la f.o. #(r) (2) et de sa déri- 
vée au point r — RÀ conduisent à la relation xcotg xAR — 
— k cotg (4R + 6,), d’où il s'ensuit que 


00 (4) = —kR + arccotg [+ cotg «R | : 


c) Si l’on représente la f.o. W, (r) sous la forme W, = y (r)/r et 
on procède au changement de variable x = exp (—r/2R), l’é.Sch. 
prend alors la forme 


d° : | D)° : 
dr? x ++ r dr + [A 2 ]1=0, () 
où À — Free , p=y/ Pr = 2kR. 


L'équation (3) est l'équation de Bessel et sa solution générale 
a pour expression 


X(x) = Cilip(Az) + Cod -rp(AT). 


La solution qui nous intéresse doit satisfaire à la condition limite 
gr = 0) = (x = 1) = 0. Elle est de la forme 


4 () = A iQ) Jip(At) — Ji) J'-ip(Ax)]. (4) 


Le déphasage se détermine par l’asymptotique de la f.o. pour 
r + oo (z—> 0): 


xsin{kr +ôl= Ga 1_jeirr+ ide — e—1kr— de] — 
= _. [etôer—2inR — € t0z2ikR], (5) 


37—-01572 
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Lee la propriété connue de la fonction, de Bessel J,(x) = 


(x/2), z— 0, on obtient le comportement de la 


STATE — v) 
fonction (4) pour z —+ 0: 
Tu Juip(N) [Az \iP Jip (À) kz \=iP] 
1% 4 l(Â—+ip) (+) — Tip) (==) J' (6) 


En confrontant les expressions (5) et (6), il vient 
(A/2)- TP TV (+ ip) Jip (À) | (7) 
(A/2)EP VF (1— ip) J_ip (À) 

Dans le cas limite de la vitesse nulle des particules la section 
de diffusion peut être calculée d’ après la formule o(E = 0) — 


— At (bo()/k)à 0 et s'avère égale à: 
a) o = 4xR*?; 


e21i00 — 


b) (4) & À (—R+ —t8%A) pour £À—+0, xy= 2e, 


C(E=0)=4nR (y) pete Re — 1)", (8) 


L'expression (8) pour U, > 0 fournit la section de diffusion de par- 
ticules par un puits de potentiel de profondeur U, et de largeur À. 
Pour U, << 0 le champ considéré constitue une barrière de potentiel ; 
x, eSt alors une grandeur purement imaginaire. En représentant %o 
sous la forme de x, = é|x,l et compte tenu de la relation tg i|z| = 
= ith |x|, on trouve la section de diffusion de particules à énergie 
zéro par la barrière de on 


G(E—0)= 478? | UT a | DATA sŸ*. @) 


En satisfaisant à la condition |U,| € #°/mR*, les formules (8), 
(9) donnent 


1671R° UoR? \2 5: 
Lure (nb ea 


ce qui correspond au résultat de l’approximation de Born (voir 
13.4, e)). 

c) Le comportement de Ô,(k) pour k — 0 d’après la formule (7) 
s'obtient aisément si l’on se sert des développements suivants 
(p = 2kR — 0): 


TA + ip) & FA) + T1) (Hip) = 1 F 2ikRC, (10) 
= —[”(1) = 0,577 est la constante d’Euler, 
(A/2)*P— etipin 0/2) & {+ ipln(A/2)=1+2ikRIn(A/2), (41) 
J'iip (à) & Jo (à) Æ ip(dJ, (À)/dv),0. 


CZ 
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Pour le calcul de la dérivée dJ, /dv servons-nous de la relation connue 
de la théorie des fonctions de Bessel 


N, (2) = J,(z) cos va —J_, (2) (12) 


sin VA ? 
où Ÿ, est la fonction de Neumann. Pour v— 0 il s'ensuit de (12) 
que US, (2)ly=0 = + Vo (z) et, par suite, 
Jai &J 


Compte tenu des relations (10), (11), (13), il vient de la formule 
(7) pour k —+ 0 


e2i60 5 1 + 26, (k) & 1+2ikR E 


i pa No) = Jo) + inkRN, (). (13) 


No (à) 
Jo (À) 


—2In5—2C], (14) 


et la section de diffusion de particules à énergie £ = 0 s'avère 
égale à 


D À __x NVo(À) |? 
Pour U, << 0 le champ considéré est une barrière de potentiel. 
Dans ce cas À est une grandeur purement imaginaire. En écrivant 
À = ilÀ| et en se servant des formules connues 


DUAD= DIM), KA) = — + No GA) ++ Lo (IA), 
In (i|A|) —in |À| +ix/2, 


on trouve sans peine comment varient les expressions (14), (15) 
avec le passage d’un puits de potentiel à une barrière. En particulier, 
la section de diffusion prend la forme 


G(E=0)=16%R2[C+In LL + Pen V. (16) 


On invite le lecteur à se convaincre par lui-même que dans le 
cas de [U,l & Ë?/mR? la section de diffusion coïncide, selon les 
formules (15), (16), avec le résultat de l’approximation de Born. 

Les sections de diffusion de particules dotées d'une énergie 
E = 0, obtenues plus haut, définissent également, à proprement 
parler, la diffusion de particules lentes ÆR << 1, l'exception étant 
faite pour le cas de la diffusion résonna: te, quand G(E = 0) 5 ni. 
Dans ce cas, comme on le sait, la section de diffusion de particules 
dans le domaine de faibles énergies présente une dépendance énergé- 
tique marquée. 

13.25. Dans le champ central U(r), décroissant pour r — oc plus 
vite que r$. la solution de l'é.Sch. pour E = 0 est sphériquement 


37* 
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symétrique, Ce qui prouve que dans l'intervalle de petite énergie 
des particules la diffusion n'est importante que dans l'état s. De 
plus. |” asymptotique de la f.o. pour r —+ œ est de la forme W & 
& À — ar. où a — —}(E — 0) est la longueur de la diffusion, 
G (0) = 47a*. 
Pour le potentiel considéré. l’é.Sch. pour £ = 0 
4 d 


AW(r) — ur —— Y (r) = 0), ON! TE 


+ roy 2ma RER TE) | 


dr hrs 
par changement de variable x — 1/r se transforme en la forme 


d° 2ma 
ve Dh 


et possède la solution suivante, bornée pour r = 0 (x = ): 


YW—Cexp[—V 2ma/h? zx] = C exp | — _ V'2maihà | , 


Pour ro on a Fr) æC[1— V4 ee +]. de sorte que a — 


VE, (E-0)- EE. 


13. 26, I] s’agit de résoudre l’é Sch. (E —0) 


AY(r)=0 (pour rie > 1) 


à la condition limite W(r,) =0 pour HE LE 


L'asymptotique de la solution pour r — œ détermine laYlon- 
gueur de la diffusion: 


W(r) & 1 — a/r (a = —ÿf(E = 0)). 


Pour la fonction œ(r) = 1 — W l'équation et les conditions 
limite et asymptotique prennent la forme 


Ap(r)=0, œ(r)= a/r pour r — oo, 
dti | 5 ® 
(ro) =1 pour parts 
Pour déterminer la valeur de a, notons que selon (1) la fonction 
œq(r) peut être considérée comme le potentiel électrostatique d’un 
ellipsoïde de révolution conducteur chargé (avec l’axe z comme axe 
de rotation) dont le potentiel vaut @, = 1, e = a étant la charge 
de l’ellipsoïde. Le potentiel et la charge étant liés par la relation 
e — Cp, où C est la capacité de l’ellipsoïde, la longueur de diffu- 
sion de particules sur l’ellipsoïde « étanche » est numériquement égale 
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à la capacité électrostatique du conducteur de forme adéquate *). 
La solution du problème électrostatique (1) pour c >> b est connue 
et a pour expression 


e In + Van Vis Verts C2) 


EF) = — ————— ]———]————]——— 
ET 2 V4 V1 Va + y 


(ce problème se résout facilement par la méthode d'images : le poten- 
tiel de l’ellipsoïde de révolution conducteur coïncide avec celui d’un 
tronçon régulièrement chargé dont les bouts se trouvent aux foyers 
de l’ellipsoïde de coordonnées x = y = 0, z — + Vc? — b*°). En 
déterminant la « charge » e dans la formule (2) de la condition q, = 1 
à la surface de l’ellipsoïde (a = e), il vient 


a PCT: {1 
a=2Veæ—& [in Er | (3) 


(il est commode, pour déterminer le potentiel. de prendre le point 
de l’ellipsoïde situé sur l’axe z dont les coordonnées sont x = y — 0, 
2 = c). 

Pour c = b on tire de la formule (3) a = c, o(E = 0) — 4nc° 
étant le résultat connu pour la diffusion de particules lentes sur une 
sphère étanche de rayon R = c. 

Pour c 5 b la formule (3) donne 


o(E=0)— 4nc* 


In° (2c;b) ° 


a 


= 
In (2c/b) ? 

13.27. Il s'ensuit de la formule de l’amplitude de diffusion 
(voir, par exemple, 13.1) 


fkos = — 5er | er) Wio (r) dV (1) 


2nñ? 


qu’au cas de champs U(r) présentant la forme indiquée à de grandes 
distances elle s’accroît indéfiniment pour g ={|k — k,! — 
— 2k sin (0/2) —+ 0. En effet, à cause de la lente décroissance de la 
fonction sous l'intégrale de l’expression (1) pour r—- , où 
Wi'(r) & eïkor, le rôle dominant dans l'intégrale de (1) pour; de 


*) 11 est clair que la relation a — C se conserve également pour la diffu- 
sion de particules avec £ = 0 sur un corps « étanche » de forme quelconque, C 
étant dans ce cas la capacité électrostatique du conducteur de même forme. En 
particulier, avec la diffusion de particules sur un disque étanche de rayon À la 
section de diffusion: s'avère égale à o(£ = 0) = (16/1) R° (la capacité du 
disque C = 2R/x). 


582 THÉORIE DES COLLISIONS (CH 18 


petites valeurs de g revient au domaine de grandes distances. Dans 
ce cas 


© 
m 


&Œ  _; 2ma Sin gr 
eue | read @) 
r>R R 


(l'apport du domaine d'intégration r << R pour g— 0 ne présente 
pas d'intérêt, vu qu'il possède une grandeur finie et est négligemment 
petit comparé à l'expression qui diverge (2)). 

Il convient de récrire l’expression (2) sous la forme 


00 


Î& — er | = dx. (3) 
iR 


Pour nr << 3 la borne inférieure dans cette intégrale (gR << 1) peut 
être remplacée par zéro, et comme 


_ f Sinz fs. fn  . n sin (1n/2) 
Cn= J nr de (sin +) Pen) F(n—1)sin(rn) ? (4) 
0 


l'amplitude de diffusion pour de petites valeurs de g s'avère égale à 


À : pi A ve max 
f=Cnig Cn= RT (r—1) cos (rn/2) * (5) 
Avec la diffusion de particules lentes (Æ£ —> 0), l'expression (5) 
se justifie pour tous les angles de diffusion et la section de diffusion 
vaut 


2 __ 9 ñ2 ‘ sin 0 d6 : 
O — | |f1? dQ — 2xC; | TE sine DE 
0 


_ To h° 3-n d:= Les 
= 2ni (—) | apr © ES ) + co. 

13.28. Le problème se résout de façon analogue au précédent. 
Toutefois, dans la formule (3) pour z = 3 on ne peut plus remplacer 
par zéro la borne inférieure d'intégration par suite de la divergence 
de l'intégrale sur cette borne. Vu que la valeur de cette intégrale se 
définit dans le domaine de zx petits, où sin z = zx, il est aisé de 
calculer la partie divergente pour g —+ 0 de l’amplitude de diffusion : 


(0 
ee 2m \ Sin z 
nue Ars 
qR 


_ __ 2ma ai sf sin z dr} & In (gR). 


= cn 


qR a 
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Vu que qg = 2k sin (8/2), la section de diffusion totale de par- 
ticules lentes s’avère égale à 


o= 1240 | Ein? (ER) dQ = STE 1n2 (KR) —+ 00. 


13.29. En représentant la f.p. commune d'opérateurs H, 2, L, sous 
la forme de Yum(r) = 4j) Yim/Vr, on obtient pour %,, l'équa- 
tion 


eut he [e+12+ ET = 


La solution de cette équation satisfaisant à la condition limite 
x (0) = 
Xe (7) = CJ(Ar), 


où J, est la fonction de Bessel à indice v égal à v = 


V (L + è Sue laquelle possède pour r —+ oc un comporte- 


ment asymptotique 


2 Es À EL 
Xe © CV sin [er + + | = 
72e l 
Cy/ sin er +6: |. (1) 
À partir de (1), on déduit les déphasages : 
= — + (1+ 1/2) = 


=—<[V(G+1,/2}+2maRî—(1+1/2)], (2) 


qui permettent de calculer l'amplitude de diffusion: 


f(E, D D (27+ 1) (e/Ÿ%1— 1) P, (cos 8). (3) 
i=0 
a) Au cas de ma/h° € 1, selon (2), il vient 
Gr? [ôr & 1, (4) 


et, en développant dans l'expression (3) l’exponentielle en série, on 
obtient 


ma ma 
Î(E, 0) = — PTE 21 Pa(c088) = — zen (9) 
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En faisant la sommation de la série, on s’est servi de la fonction 
génératrice des polynômes de Legendre (en y posant z = cos 8, 
z= 41): 


(1—2zz+at) EN zip, (5). 
I=0 


La section de diffusion différentielle 


do nn: 1°ma° » 

dQ = 8h2E sin? (02) (6) 
a peu de commun avec le résultat fourni par la mécanique classique 
(voir ([4]): 


(5) __ na a —06 (7) 
dQ Je E 6°(21x7—8)}sin0° 


Les expressions (5) et (6) coïncident, comme il fallait s’y attendre, 
avec le résultat de l’approximation de Born (voir 13.4, d)). 

b) Au cas de ma/h° > 1 la série (3) aux déphasages (2) ne peut 
être sommée pour un angle de diffusion arbitraire. Il est facile de 
remarquer pourtant que pour des angles de diffusion suffisamment 
petits les expressions (5) et (6) demeurent justes. C’est lié au fait 
que pour 6 —+ 0 l’amplitude de diffusion s’accroît indéfiniment en 
valeur absolue. Chaque terme de la série (3) étant limité, la diver- 
gence de l’amplitude signifie que dans la somme (3) les termes 
essentiels sont ceux de grandes valeurs de ! (plus ils sont grands 
moins important est l’angle de diffusion). Cependant pour des l 
suffisamment grands la représentation (4) des déphasages devient 
juste, de laquelle s’ensuivent les formules (5), (6). De cette façon, 
pour des angles de diffusion suffisamment petits, indépendamment 
de la valeur du paramètre m«/h°, l'amplitude de diffusion se définit 
par l'expression de Born (ce résultat est naturel, car dans le problème 
concerné avec la diffusion sous des petits angles ce sont les grandes 
distances pour lesquelles U(r) = œ/r° << hu/r qui acquièrent de 
l’importance, autrement dit est satisfaite la condition d’applica- 
bilité de l’approximation de Born). 


c) Vu que D (21 + 1) P; (cos 8) = 46(1 — cos 8), c'est-à-dire 
1=0 


que cette somme est nulle pour 8 0, et comme P, (—1) = (—1)}!, 
l'expression (3), compte tenu de (2) pour 8 = x, peut être écrite 
sous]la forme 


f(E, 0=n)= D (21+1)expl—inV +172 +2matil. (8) 


I=0 
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Pour ma/h° >> 1 le rôle essentiel dans cette somme revient aux 


x aœ\1/8 * ne 
termes à grandes valeurs de ! < (FE ] ) et les termes voisins de 


la somme, différant de ! d’une unité, ne se distinguent presque pas- 
l’un de l’autre. Aussi la sommation dans la formule (8) peut-elle être: 
remplacée par l'intégration: 


JE, 1)& + | lLexpi—inV [-2ma/h°] dl. 
0 


Par changement de variable z = VW L® + 2ma/k° cette intégrale- 
se transforme en la forme 


JE, n)=— | zexp(—inx) dr, (9% 
V'2ma/n: 
et comme 
| ze dx = — © | e-% dx = UT UT ar0) p-axe pour Rea=>0, 
va, a° 
Xo de 


l° expression (9) de l’amplitude de diffusion en retour (8 = x) s’avère- 
égale à 


—i V2ma | 2m 
Î(E, 2) = ZEN expf in + |- 


Dans ce cas la section de diffusion différentielle en retour, comme- 
on le note sans peine, coïncide avec le résultat (7) de la mécanique- 


classique pour 0 = x. 
13.30. L'expression standard des déphasages en approximation 
quasi classique est de la forme 


- qe V/ 2m EU (7) EE x | dr + 


"1 


++ (+14/2)— kr (1h 
où r, est le point de rebroussement. 


*) Pour des valeurs plus grandes de ! les termes de la somme (8) commencent 
à osciller rapidement et la partie correspondante de la somme s'avère petite. 
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Dans le problème concerné sur tout le domaine d'intégration 
U = 0. L'intégrale de (1) se calcule alors facilement en recourant à 


l'intégration par parties et s'avère égale à (l = L + 1/2) 


9 


[hr klar-r[] ke Pr | P + 


= ( _dûn on ü 
ra) 7 prie À k2—{?}r; k) T'aresin 
Respectivement, 
(+ 1/2) (5 —arcsin IE) — Eee EX, «à 
Pour ? + 1/2 >kR, on a ro = (1 + 1/2)/k, et, selon (2), 
ô1=0, >= kR — 1/2. (3) 


Pour 1+1/2<EkR, on ar, = R et 


| 1+1/2 ; l+1/2)° 
Ô, = (1 1/2) arccos _ — R / 22 — MIRE LL l5. (4) 


ti 


Le sens de l’égalité (3) est le suivant : pour L > L, les déphasages 
æxacts sont exponentiellement petits, tandis que l’approximation 
quasi classique ne garantit pas cette précision. 

L'expression (4) dans Île cas considéré doit être précisée. Elle a 
‘été déduite de l’expression quasi classique (1) avec la prise en compte 
du fait que l'approche quasi classique est affectée au voisinage des 
points d'arrêt. Mais dans le problème concerné l'approche quasi 
classique se justifie, à proprement parler, sur tout l’intervalle r > À 
(jusqu’au point même de rebroussement r, = R). Un lecteur attentif 
comprendra, compte tenu des formules générales de l’approche quasi 
classique et des conditions de raccordement, qu’à l'expression (4) 
doit être dans ce cas adjoint un terme complémentaire égal à (—x/4)*). 
Il remarquera également que les expressions (3) et (4) obtenues ne 
conviennent pas pour = l, & kR, car dans ce cas il faut être plus 
vigilant dans le problème de raccordement des solutions au voisinage 
du point de rebroussement (on peut faire abstraction de ce fait dans 
les calculs ultérieurs). 


*) Ce sont les mêmes « —11/4 » qui ont conduit à la modification de la règle 
de quantification de Bohr-Sommerfeld dans 9.2. 
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Compte tenu de (3), l'amplitude de diffusion peut être écrite sous 
la forme 


lo 
F(E, 9) = >) (2241) (6% —1) P (cos 6). G) 
I=0 
La section de diffusion totale, en accord avec le théorème optique, 
vaut 


lo 
G(E)=ÆImf(E, 0=0)=% D (21+1)(1—cos28). (6) 
I=0 
Les déphasages (4) sont grands: |ô,| 5 1 et se modifient d'une 
grandeur de l’ordre de l'unité déjà avec le passage de la valeur ! 
à L + 1. Aussi les termes de la somme (6) contenant cos 26, oscillent- 
ils rapidement et toute la partie correspondante de la somme s'avère 
petite. En la négligeant, on obtient pour la section totale l'expression 
(Lh = kR 5 1) 
2 < 2n (29+1)+1 > 
o= + D (241) = CE (+1) 2nR?, 
1=0 
c'est-à-dire une valeur dépassant du double la section classique. 
13.31. Partons des expressions (5) et (4) de la solution du problème 
précédent. Pour une valeur arbitraire de 6 les termes de la somme 
dans l'expression de l'amplitude de diffusion oscillent rapidement 
déjà pour des variations infimes de /, et ceci aux dépens du facteur 


e*% que d’oscillations des polynômes de Legendre, qui sont fonction 
de ! pour une valeur fixée de 6 (rappelons que dans le problème ce 
sont les grandes valeurs de / qui deviennent essentielles). Cependant, 
pour de petits angles de diffusion les oscillations des polynômes de 
Legendre sont moins importantes (pour 8 = 0 elles disparaissent 
complètement, car P, (1) = 1); aussi dans la somme Îl’« amortisse- 


ment » le plus fort atteint-il les termes contenant le facteur e°"*. En 
conséquence, en écrivant l’amplitude de diffusion sous la forme *) 


Ÿ = Jait + Jets (1) 


*) Eclairons, en vue de l’étude ultérieure du problème concerné ainsi que 
du problème suivant, le sens de la partition d'amplitude en «diffractive» 
et « classique ». Dans le domaine de petits angles (en fait 0€ (kR)-13< 1) 
| fair 1% | fer 1, et l'apport, dans ce cas, de la diffusion sous de tels angles 
(8 << (kR)”1) à la section totale est égal à xR°. Par contre, dans le domaine 
d'angles pas trop petits 0 > (kR)-!# (6 peut être <&1) la partie fair est négligem- 
ment petite. La partie fc1 décrit dans ce cas la répartition isotrope des particu- 
les diffusées: do/dQ = [fal? Æ R?/4, de sorte que la section de diffusion 
sous ces angles vaut aussi x AR? (comme en mécanique classique). Enfin, dans 
le domaine d’angles 6 = (4R)-18 les amplitudes fair et fe sont du même ordre 
de grandeur. Pour ces angles de diffusion on n'arrive pas à obtenir pour fe 
une expression simple; quant à l'apport à la section de ce domaine d’angles il 
est négligemment petit comparé à xA1. 
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la 


fur = #7 D» (21+ 1) Pi (cos 8), 

1-0 

: (2) 
fa= 5e > (21+ 1) ep, (cos 0), 

1=0 


on peut affirmer que pour des angles de diffusion suffisamment petits 
Î Æ far. En profitant de la formule bien connue (J, étant la fonction 
de Bessel) 


Pi(cos 8) Æ J,[(1+1/2)0], 151 et 6<1, 
il vient 


la 
far 5e D +1) [+ 1/2) 0). (3) 


1=0 


Jl] n’est pas difficile de noter que les termes de la somme (3) 
avec la variation de ! d’une unité changent très peu et la sommation 
peut être remplacée par l’intégration. Pour cela, utilisons la formule 
connue 


| 2zJ,(x) dr = xJ,(x), 
et il vient (LL = AR > 1) 


fat © [ (2+1)D1((+1280 8e TT (ERE). (4 
0 


L'amplitude de la diffusion diffractive est une grandeur purement 
imaginaire. Cette amplitude, de même que la section de diffusion 
différentielle, est une fonction oscillante de 6, l’écartement entre 
les zéros (ou les maximums) voisins [far] étant de l’ordre de la 
grandeur A6 — (kR)"!. Vu que 


AOEE: pour x 1 et J,@ = y Esin(:—+) pour zx > À, 


en vertu de (4), on obtient sans peine 


dOdif 7 R?, 

dQ@ |0-(RR) * ; 
dodif | _2æR sin® (RO — a/4) (5) 
dR |ar) x0x1 k6S 


La grandeur maximale de la section différentielle est atteinte 
pour les angles 6 <& (£R)"?!, ensuite, elle décroît rapidement avec 
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l'augmentation de 6 pour 8 > (*R)-!. Cette brusque diminution de 
la grandeur do/dQ s'explique par une forte compensation mutuelle 
d’un grand nombre de termes dans l'expression (1). par suite d’alter- 
nance des polynômes de Legendre. 
La section totale de la diffusion diffractive s'obtient sans peine 
(en se servant de la formule [ y: (x) x”! dr = 1/2): 
() 


Our” | arl®d8 +228? | RORD de — 27 R° [Mara (6) 
U 


T 
[U 


autrement dit, elle est égale à la moitié de la section de diffusion 
totale (l'intégration dans (6) doit être conduite sur le domaine 
d'angles où ffurl>lfal: toutefois, [fair n’est essentiellement 
grand que pour 8 < (*R)"!. de sorte que la borne supérieure d’inté- 
gration en 6 peut étre prise égale à l'infini). 

13.32. Voyons la partie /f,, de l’amplitude de diffusion définie 
par la formule (2) du problème précédent : 


L 
1 2i 
fa = 57 D (21+1) e°1P; (cos 0), (1) 
L=0 
où 6, est fourni par la formule (4) du problème 13.30. 

Vu que dans l'expression (1) sont essentiels les ! 5 1 et l’on 
s'intéresse aux angles de diffusion 8 > L-1 = (&R)-! (pour les angles 
6 < (kR)"! on a à fortiori [fl Klfarl: et fo n'a aucun intérêt 
particulier), alors, en profitant de l'expression asymptotique des 
polynômes de Legendre 

2 sin {[(1+ 1/2) 6+ x/4] 
Pi (cos 6) = Vas J/Sin Ô : 
151, 85 1/1, (n—868) > 1/1, 


on peut écrire (1) sous la forme 
le 
> y 21 + À [eiv+(0 — eig-()}, (2) 


i=0 


1 
2k J’asin6 


la = 


« 


ou 
pa (0) = 26, + (+ 1/2)8+n/4]= (21+ 1) arccos SET — 
—2V kRR?—(1-1/2} +[(+1/2)0+x/4]. (3) 


À cause d’une oscillation rapide des cofacteurs exponentiels la 
plupart des termes de la somme (2) se détruisent mutuellement. La 
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somme se définira essentiellement par les domaines de valeurs de Z 
proches de celles pour lesquelles une des exponentielles possède un 
extrémum comme fonction de /. De la condition d'’extrémum 


9P+ 

ol 

il résulte qu'il n'y a qu'un seul extrémum, celui de l'exponentielle 
de phase œ., la valeur extrémale / de la variable / étant égale à 


T + 1/2 = KR cos (0/2), (5) 


ce qui correspond exactement à la liaison classique entre le para- 
mètre de choc p = M/p = k (1 + 1/2)/fk = (1 + 1/2)/k et l’angle 
de diffusion 6: p = À cos (0/2). 

Compte tenu de (3)-(5), on obtient sans peine le développement 
en série de _(/) a du point d'extrémum : 


(0 =p-(D+ ep D D2+ Sp (D (DS +. 


1+1/2 
= 2 arccos LE +6—0 (4) 


(1— ne cos (0/2) | : 

= — RE sin 3 "kRsin(6/2) 3(kR)°sin® (6/2) Gi}... (6) 
Avec le calcul de la somme (2) on peut négliger les termes à 
phase ®, démunie d’extrémum ; quant à la somme restante, elle 
est définie par une bande étroite de valeurs de / près du point d’ex- 


trémum. La largeur de la bande Al = ! — 1 se définit par la con- 
dition selon laquelle la variation de phase de l’exponentielle Ag_ = 


D] 


— p_ (1) — p- (1) doit satisfaire à l'inégalité |[Ap_| < 1 (autre- 
ment, on déclenche de nouveau l’oscillation). La variation de phase 
Aç- dans la bande indiquée est essentiellement déterminée par le 
second terme de la formule (6) ; aussi, compte tenu de ce qui a été dit 
plus haut, l'expression (2) peut être écrite sous la forme *) 


a lo Es 
” R +. Of IUT = 
fer SV x sin (0/2) épis 2 exp| kR He OS |° (7) 
0 


Une contribution importante à la somme (7) n'est apportée que 
par les termes pour lesquels [A] ={|1 — !| &Y 4&R sin (8/2). Dans 
ce cas la variation | Ap-_| due au troisième terme de la formule (6) 
(qu'on a négligé) vaut 

1 cos (0/2) 
3 ‘(kR) sin° (0/2) 


cos (0/2) 
= R [sin (0/2)j°/°”? (8) 


*) Dans ce cas le facteur préexponentiel V21 + 1 est sorti de sous le signe 
de sommation au point I = l. 


AYULES 
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et la condition de petitesse de la grandeur (8) comparée à l'unité 
définit le domaine d’applicabilité du développement (6)et, partant, 
de la justesse de l'expression (7): 


L kR83 5 1, ou BSD (kR)-Y3 +) (9) 


(cette condition est plus stricte que la condition 8 5 {-! = (£KR)"!; 
toutefois, elle se justifie pour la plus grande partie du domaine- 
d’angles qui nousintéresse). 

A l’aide de (5)et (9), on trouve sans peine(2, — !) > KR sin (8/2), 
et l’on peut procéder dans (7) à la sommation jusqu'à l'infini. 

En procédant de même à la substitution de ! = — à la borne 
inférieure Z — 0 et en passant de la sommation à l'intégration, on: 
obtient sans peine 


_ R iç-(1) Û CG pp 
fa Æ V &nk sin (0/2) d | exp [ kR sin (0/2) | dl= 


— 0 


—iR -2ikR sin (6/2) | 
— 9 - e | (10): 


(le remplacement de la sommation par l'intégration se justifie, 
car dans le domaine essentiel le nombre de termes est grand: 
— VER sin (8/2) > 1, et avec la modification de L d’une unité- 
les termes de la somme ne varient presque pas). 

En recourant à (10), on obtient la section dediffu sion différen- 
tielle dans le domaine d’angles 85 (kR)-1/5 et la section de diffusion. 
totale (sous les angles indiqués): 


? 


docl 2 — R? 
dQ lfal 4 (11): 


qui coïncident avec le résultat de la mécanique classique. 

Pour conclure, fournissons la figure 38 illustrantla dépendance- 
qualitative de la section différentielle do/dQ de l’angle 6 au cas de- 
diffusion des particules rapides £R >> 1 (on suppose en fait la réali- 
sation d’une condition plusstricte (kR)!® >> 1) sur une sphère étanche 
en nous inspirant des résultats des problèmes concerné et précédent. 

13.33. Pour obtenir la longueur de diffusion a, il faut résoudre- 
l’é.Sch. pour Æ£ = 0. La solution est sphériquement symétrique et 


*) Un lecteur vigilant verra qu'avec la restriction (9) imposée aux angles 
de diffusion l'étude menée suppose également réalisée la condition (x — 8) >. 
> (kR)-1/ (dans le cas contraire, la sortie du facteur préexponentiel V à +4 
de la somme est injustifiée). Cependant, le résultat final (10) se justifie aussi 


pour 6 + x. On le prouve facilement par le calcul analogue à celui mené lors- 
de la résolution du problème 13.29, c). 
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-son asymptotique pour r — © : Ÿ & 1 — a/r fournit la valeur de a. 
En posant Y = y(r)/r, on obtient sans peine de l’é.Sch. la forme 
de 7 et de laïf.o. W (r): 


+ sin er), << R, 
| ) Y (r) — r h° 
{) l a É 
er r>œR; 
| G r<R, 
l' \ == 
AL F (r) 1——, r > LR. 


Les conditions de raccordement des f.0. au point r = À donnent: 


der (Ve EUR) 


Da R(1- re) L 


‘au cas de a) au point r — R la fonction x (comme d’ailleurs Ÿ 
-également) et sa dérivée sont continues ; au cas de b) la fonction # 
est continue, tandis que sa déri- 
Pr vée présente un saut déterminé 
PALM PT par la solution du problème 2.10). 
: Selon (1), pour certaines va- 
leurs des paramètres du champ, 
plus précisément, de leur com- 
binaison sans dimensions E — 
— 2mU,R*!/h*, la longueur de 
diffusion (et avec elle la section 
totale O©o(E — 0) — 4ra?) de- 
vient infinie. Cela a lieu pour des 
valeurs du paramètre E égales à: 
a) , = a2(n+!2}, n = 0,1, 
2,...; b) E — 1, c'est-à-dire 
pour des valeurs de & pour les- 
quelles au cours de l'«ap- 
PA x @  profondissement » du puits de 
de: potentiel il y apparaît de nou- 
veaux états du s.d. à moment 
[ — 0 (comparer au cas de b) au 
résultat du problème 4.34). 
D'autre part, au cas de a) pour des valeurs du paramètre Ë satis- 
‘faisant à la condition tg VE _ VE on a au contraire, a = 0, c’est-à- 
dire que G(E = 0) = 0 (la section de diffusion des particules lentes 
‘étant, respectivement, anomalement petite). 


LE 
4 


Fig. 38 
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13.34. En représentant la f'o. d'état s ({ = 0) sous la forme 
W = y(r)/r, on obtient facilement de l’é.Sch. la fonction # (et avec 
elle Ÿ): 


# sin kr, r LR, 
WF (r) = 4 | 
— (So einr — e”thr), r> R, 
où So = si À partir des conditions de raccordement des f.0. au 


cas du potentiel fonctionnel 6 (voir 2.10), on obtient, après des 
transformations algébriques simples mais encombrantes, 


ain, _ EU)HER 
E  g(R)— KR ? (D 
où 
__ kR(KR—GR sin kR cos kR) [= 2ma 
As GR sin®kR per ds )- @) 


Au cas de particules lentes £R < 1, la section de diffusion totale 
se détermine pour l'essentiel à l’aide de la section partielle à ! = 0 *): 


So—1 [2 An R° 


A — À ae ns 
CZ Or 0 IT Te EUR) ER: (3) 


La grandeur de la section (3) et sa dépendance énergétique pour 
kR € 1 se déterminent par la grandeur 


(D ti ee qi (4) 
£ EH (GR Ré 2maR° 

Si |g(0)] > 1, la dépendance de (3) de k est « molle » et l’on 
peut la négliger, de sorte que dans ce cas 


o(E) = 0o(E = 0) = 4nR?/g°(0) 


(bien que la prise en compte dans (3) du terme d'ordre k* (mais non 
pas de kX*!) demeure régulière). 

Mais si |g (0)| € 1, le terme X*R*° au dénominateur de l’expression 
(3) ex erce une influencefsensible sur la grandeur de la section, et dans 
ce cas**) 
2nh? 


o(E) F m(e+E)? (9) 


*) Rappelons que la correction à l’expression (3), liée à la diffusion dans 
l'onde p, est Ojmuy © À | 

**) On est en mesure de préciser cette expression, en tenant compte dans 
le développement g(k) du terme d'ordre k?, c’est-à-dire en écrivant g(k) = 
æ g (0) + Cki. 


38—01572 
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r? h? : 
ep: 8° (0) K5p (0) 


est l'énergie du niveau réel (ou virtuel) bas de la particule, enregistré 
dans le champ au cas de {g (0)| € 1. On invite le lecteur à se con- 
vaincre par lui-même à partir de la solution de l’é.Sch. pour les 
états du s.d. (E << 0) qu'au cas de |g (0)| € 1, g (0) << 0 dans le 
champ considéré il y a en effet un niveau bas du s.d. à énergie E = 
% —æe (voir, par exemple, 4.34 ; de plus, il faut prendre en considération 
que les fonctions Z,,, et Æ.,,, s'expriment par des fonctions élé- 


mentaires). 
13.35. De la solution de l'é.Sch. s’ensuit la forme de la f.0. 
| # sin #7, T<R (x=VIm(E-U,)/#?), 
YF (r) — 


_ (Sue ei"), r>R, 


où So — e*%, De la condition de continuité de la f.o. et de sa dérivée 
pour r — À on trouve (il est plus commode de raccorder la fonction 
x = Vr et non pas Ÿ directement) 


i6 _ EUR 
d = DER ’ (1) 

où 
g (k)— +R cos RR+KR sinkRtgzR | (2) 


tg xR cos kR — — sin A 


La nature de la dépendance énergétique de la section de diffu- 
sion de particules lentes k£R << 1 est fonction de la valeur g (0) 
(comparer au problème précédent). Au cas de |g (0)] > 1 la section 
dépend faiblement de l'énergie et vaut o(£E) = 4xR°g-*(0). Pour 
|g (0)1 & 1 la dépendance énergétique de la section prend la forme 


27h? 
SE) TEE) (3) 
où 
h2 ñ? 
7m (0) Kznrs- @ 


La condition [|g (0)]| 1, selon (2), se réalise au cas d’un puits 
de potentiel dont les paramètres U,, R satisfont à la relation 


Em (n+14/2)n, nm0, 1, 2,... 
5) 
(8 (0) ExR—RQR? 0 o/ } 
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Dans ce cas & est la grandeur de l'énergie d’un niveau réel ou virtuel 
bas existant dans le champ considéré pour |g (0)| 1. 

13.36. L'é.Sch. de la fonction # (r) =rW, (r) (1 = O)et sa solution 
satisfaisant à la condition limite % (0) = 0 sont de la forme 


x” — a (r— R) 4 + k24% = 0 (a — 2ma/h?), 
| £ sin kr, r<R, 


" (r 
Pot) ed | 
| rs (Soei*r où er) ? r > À. 


A partir de la condition de raccordement de la f.o. y(r) pour r = R 
(voir 2.10), il vient 


Se= e2ièe = g=2inn GR sin RRHRR cos KRHURSINER (4) 
&R sinkR+KkRcoskR—1ikR sin kR 

Pour aR > 1 et ÆR -— 1 (plus précisément, ÆR < aR), on a de 
(4), généralement parlant, S, & e-?it8, c’est-à-dire 6, = —X4R, ce 
qui correspond à la diffusion sur une sphère étanche (voir 13.24, a)). 
Le cas d'énergies de particules pour lesquelles ÆR = nr, nr — 
= 4, 2,..., nécessite une étude spéciale, car dans ce cas on ne peut 
pas remplacer dans l’expression (1) le cofacteur fractionnel par l’unité. 
En représentant ÆR sous la forme de 4XR = nn + y, [y| 1, on 
transforme sans peine le dénominateur de la fraction dans la formule 


(1) en la forme 
&R sin &kR + kR cos kR — ikR sin &R = 


= (—1)" (@Ry+ nn — inny) =(—1)" (GR —inn)| += — ) ns 


GR—inx 
m(—1)" (GR — inn kR—nn+T +; (22) 
(—1) )[ Es te ne 
dans ce cas l’expression (1) devient égale à 


2 
ER— nn —i| ee | 


S D er GR AR (2) 
s kR—nn+ = +i | di Ÿ 
GR aR 


En multipliant le numérateur et le dénominateur de la formule (2) 


(ER + nn — _) SES 
7 


par 55 pe» Jécrivons-la sous une forme 


38* 
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plus commode 


__ 260 E—En.o—iln/2 _ -2inr E—En,o—ilni2 3 
So=e E—En.o+iln;2 = E—En,0o+iln/2 ? ) 


2hn?7n na 


MR (œRy 


En.o= sr (1—2@R), T,= & En. 


L'expression (3) est de la forme standard pour le cas d'une dif- 
fusion résonnante sur un niveau quasi discret. La grandeur 6% = 
= —kR est la phase du potentiel 
— dit de diffusion (avec LL — O), 
tandis que £, ,et T, définissent la 
position et la largeur des niveaux 

quasi discrets. Ainsi donc: 

NE. 1) la phase de diffusion poten- 
tielle coïncide avec celle de dif- 
fusion sur une sphère étanche; 

2) la position de E, , des ni- 
veaux quasi discrets coïncide de 
Fig. 39 fait avec les niveaux d'énergie du 
s.d. d’un puits sphérique infini- 
ment profond de rayon À : 
3) la largeur du niveau déterminant la durée de vie de l’état 
quasi discret peut être représentée sous la forme 


Like, =hDN =h.4 (2). te 


GR 2mR° ? 


où D est le facteur de pénétration de la barrière fonctionnelle & 
pour une particule d'énergie Æ = h°n°n®/2mR® (voir 2.47), tandis 
que WV est le nombre de chocs de la particule contre la paroi en l'unité 
de temps: 


Des considérations physiques il résulte que les résultats analogues 


ont également lieu pour la diffusion à { = 0. Aussi pour &R € aR 
la section de diffusion o(E) sur une sphère fonctionnelle 6 coïncide- 
t-elle avec la section de diffusion sur une sphère étanche de même 
rayon à l'exception de bandes étroites AE voisines des niveaux quasi 
discrets. Vu que 


Sr —1 2 
2ik 


G(E)= Ÿ», o,(E)= 4x ÿ, (21+1) 
ê=0 


1=0 
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et pour une énergie de la particule, proche de celle du niveau s quasi 
discret, il ne se produit pas de diffusion de particules à Z — 0 sur une 
sphère étanche (6(9 = nn), la différence entre les sections de diffu- 
sion sur des sphères fonctionnelle à et étanche au voisinage du niveau 
s quasi discret s’avère égale à (fig. 39) 
AC = Re ——— "0. 
ni [(E —En, 0) +Tn/4] 

13.37. Avec la réalisation des conditions 4R 9% 1, Uo<E, 
8 € 1 (U,, R étant la grandeur caractéristique et le rayon du poten- 
tiel) dans l'expression 


O0 


24 + 1) (e* 4%) 1) P, (cos 6) (1) 


{ 
j&, 0) -È 


1-0 


on peut profiter de l’expression quasi classique des déphasages de Ia 
forme 


m + 1/2)° 
so æ— ze | € (js EME +) (2) 


et de la relation 
Pr(cos 80) & J,((1+1/2)8), 151, 
ainsi que remplacer la sommation en ! par l'intégration, car la 


somme contient un très grand nombre de termes à ! = kR qui, avec 
le changement de ! de l’unité, varient insensiblement. En effet, 


Jo ((+1)81Z J, (1), 


L D 
AÔ, = O4, — 0, — û— res Vo Frs "Re c'est-à-dire |[AG,| & 1. 


Compte tenu de ce qui a été dit plus haut et procédant au change- 
ment de variable p = M/p = À (1 + 1/2)/kk = (I + 1/2)/k, on ob- 
tient de l’expression (1) une représentation plus commode pour des 
applications de l'amplitude de diffusion : 


1%, = ik | {1— exp[ —: TRS j U (V2 + p°) dz |} 


X Jo(kp8) p dp. (3) 
En se servant de la formule connue 
22 


Jo (x) =— | e-ixcus dç 
(i] 
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et en y posant z = kpô, x cos o = q,0, d°p = p do dy, on trouve 
sans peine l’autre représentation équivalente à (3) de l'amplitude de 
diffusion donnée dans les conditions du problème. 

13.38. Lors du calcul de la section de diffusion totale il faut 
tenir compte de ce que dans les conditions d’applicabilité de l’ap- 
proximation de l’iconale ÆR 5 1, U, € E la diffusion de particules 
s'effectue essentiellement sous de petits angles 8 & (k4R)”-!. Aussi 


o(E) = \ |f12 dQ = 2n |f12 6 d0 = 2x \ |ficon|°0 d06. (1) 
: BLCRRI- 1 1 0 


La borne supérieure d'intégration en 6 peut être posée égale à l’in- 
fini, car en approximation de l’iconale 


ficon (#, 0) = | C (p) Jo (kp8) p dp, 


O0 


| U(Væ+p)d:]}, 


— © 


C(p}=ik {1—exp| — 


la grandeur de l'amplitude de diffusion pour 8 > 1 (dans ce domaine 

d’angles ficon peut être assimilée formellement à une fonction de 6 

n’ayant pas de sens physique) décroît rapidement avec l'augmentation 

de 6 à cause de rapides oscillations du cofacteur J, (kp8) et la contri- 

bution de ce domaine à l'intégrale en 6 est négligemment petite. 
En écrivant l'expression (1) sous la forme 


o(E)=22 | À | C'(p) C*(p°) Jo (pk0) Jo (n°8) pp' dp dp' 8 dB 


et en effectuant l'intégration en 6 à l’aide de la relation 


C0 


| Jo (A8) J (4/8) 8 40 = 6 —N), À=kp, 
| VAR 


il vient 
9 S 
G(E)=+ | p IC (p)I? dp = 


0 


— 47 | {1— cos [a ï U(V = +p°) az |} p de. 


se, 
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Cela coïncide avec la valeur 4x Im ficon(*, 0 = 0)/k, démontrant 
ainsi le théorème optique. 
13.39. Selon le théorème optique 


9n œ 
o=%Imf(k, 0—0)=% D (2+1)(1—cos28). (1) 
1=0 
Pour £4R ÿ 1 un rôle important dans cette somme revient au 


grand nombre de termes à L — 4R (R étant le rayon du potentiel), 
les déphasages se déterminant alors par l'expression quasi classique 


be [VE DFE TOR] er + 


+5 (1/2) —kro (2) 


En satisfaisant à la condition |[U] € £, on obtient de l'expression 
(2) par développement en puissances de U de la fonction sous l’inté- 
grale 


rU (r)dr 


Vra=G IR 


ro=(1+ DL 


m 
UF —;77 


= | U(VZ+r) dz. (3) 


—œo 


Dans ce cas la variation de 6, avec le remplacement de L par (1 + 1) 
s'avère une grandeur de l'ordre 
U 
Aëi | di] 5 10 (ro) per — net € 1, 
autrement dit, elle est petite et dans la partie respective de la somme 
(1) on peut remplacer la sommation par l'intégration en variable 
p = (1 + 1/2)/k. 

Au cas de [U(ro)l > E les expressions (2) et (3) acquièrent, en 
général, des valeurs différentes, mais elles possèdent, toutefois, une 
propriété commune : toutes les deux, elles donnent | ô,| > 1 et la 
variation de phase [AÔ;| —{[ô:,1 — ô:| > 1. Cela entraîne que la 
partie correspondante de la somme (1) comportant cos 26, est négli- 
gemment petite vu la rapide oscillation des termes, quelles que 
soient les expressions utilisées, (2) ou (3). Par suite, dans ce domaine 
de valeurs de ! également (quand |[U(r,)| > Æ) on peut recourir à 
l'intégration en p au lieu de la sommation en L en utilisant les 
valeurs des déphasages sous la forme (3). 
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Compte tenu de ce qui a été dit plus haut sur le remplacement de 
la sommation en / par l'intégration en p, on aboutit aisément à l’ex- 
pression de la section de diffusion de particules rapides 4R > 1 
donnée dans les conditions du problème. 

Un lecteur vigilant comprendra qu’au cas de particules rapides, 
même si [U,| > ÆE, l'amplitude de la diffusion possède toujours la 
forme iconale dans le domaine d'’angles de diffusion suffisamment 
petits tant que ne commencent à se manifester les oscillations des 
polynômes de Legendre. 

Au cas de diffusion de particules rapides sur une barrière (ou un 
puits) de potentiel, mentionnée dans les conditions du problème, 
la section de diffusion vaut 


G—4n [ 1 — cos (Le V'RE—pi) |pdp-- 
0 


= 2nR2[ 1-2 (EsinE+ cos&— 1) | æÆ ne) (4) 


(l'intégrale se calcule par substitution x — W R°? — p°). 

Pour & € 1 il résulte de (4) l’approximation de Born © = 
— rR° Lei € nR°, tandis que pour Ë > 1 on a o(E) = 2nR*, ce 
qui est le résultat connu de la section de diffusion de particules rapi- 
des sur une sphère étanche (voir 13.4, e) et 13.30). 

13.40. En cas de potentiel de puissance U & a/r" avec n > 2 
le rayon de son action À se détermine à partir de la relation U (R) — 
= h/mR?, autrement dit R = V ma/k® pour n = 4. L'inégalité 
mentionnée dans les conditions du problème signifie que les particules 
peuvent être considérées comme rapides, ÆR >> 1, et pour le calcul 
de la section de diffusion on peut se servir du résultat obtenu dans 
le problème précédent : 


min [{i-cn(2e | Le ]}par es 
0 


Compte tenu de la valeur de l’intégrale 


C0 0 

| ds d | di ___d0 1 __n 
(p° +22) dp? p° +2? dp® p 2p3 ? 

—œ —œ0 


SOLUTIONS 60? 


l'expression (1) par changement de variable x = (nma/2kh°)p"3 et 
intégration par parties se transforme facilement en la forme 


2/3 
6 — —2n (5e) (1— cos x) dr -?/3 — 


x-0 


[. «] 
xma\2/3 à 
=2n(5) Îz-2%sinzaz. 
0 


En portant dans cette intégrale sin x = (e“* — e-i*)/2i et en défor- 
mant le contour d’intégration dans le plan de la variable complexe x 
de manière qu'il passe suivant l’axe de valeurs de x purement imagi- 
naires, il vient sans peine 


3% 


\ z-*{3 sin zdr = ss [ (13). 
J 2 


Respectivement, la section de diffusion totale des particules prend 
la forme 
1ma )" 


13.41. Dans l’approximation de l’iconale 


3 


1@, que [| {i-exp[ 7e | Ut, dc |}e te ep. (1) 


a °, 


À partir de cette expression, en recourant à la transformation de 
Fourier, on obtient 


exp TT f U (p, 2) dz |= nr | | s@, x)ePd2x. (2) 


En portant dans la formule (1) U(r) = U,(r) + Uo(ilr — al) 
et en passant dans l’expression obtenue aux amplitudes de diffusion 
à un centre, selon (2), avec U = U,, on obtient aisément la relation 
cherchée : 


1 (%, di) = Jo (%, qi) + fo (k, qu)e” “titi + 
Miai : 
—e izx a 
FE 2 FE (x, #1 —"#) fo(#, —#1 +) e de La%x,, 
où a, est la composante du vecteur a, perpendiculaire à la direction 


de l'impulsion des particules incidentes n,, c’est-à-dire a = 
= 4,no + a, (/ ne dépend pas de la grandeur a, mais la condition 
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layl € kR?, où R est le rayon d'action du centre de forces U, (r), 
doit être satisfaite pour l’applicabilité de l’approximation de l’ico- 
nale). 

13.42. L’amplitude de l’onde diffusée s'exprime au moyen d’une 


f.0. exacte, comme au cas de diffusion de particules sans spin (voir 
13.1) 


7x | e-ikrO ptt av (1) 


{on a écrit F au lieu de f pour souligner le fait que maintenant F, 
comme Wi*’ également, est une grandeur à deux composantes). 
En portant dans (1) la f.o. non perturbée 

VE À VD — entry, @) 
où zx est la f.0o. de spin (un spineur à deux composantes) qui décrit 
l’état de spin de la particule incidente (avant la diffusion) à s = 1/2 
{dans (1) et (2), comme d'habitude, m, k, k, sont la masse réduite et 
les vecteurs d’ondes correspondants du mouvement relatif), il vient 


F = f4, 


où Î est l’amplitude de diffusion, qui est l'opérateur (matrice) dans 
l'espace de spin ; elle prend la forme (en approximation de Born) 


1” 


7 | e-ike {U, (r) HU, (r) G 1} eirer dV. (3) 


L'expression (3) se transforme aisément en la forme (q = k — ko) 


L LE (g) * 
q 


= — Uo(9 + ie 6 [kok], (4) 
où Ü,, 1(9) = jeta Ur, i(r) dV, si l’on profite des relations 
—i | e-ikU, (r) [rVel eiker dV = | e-ikr+iker{] (r) [rko] dV = 
; d 7 5 oÙ 
= i (= | e-iarU, (r) dv) k | — i [SE Ko |, 


U oU 
0 LE == ae : [qko] _— [kk,]. 


= 
q 


13.43. Dans le système de coordonnées initial on n’a qu’un champ 
électrostatique E = Zer/r* et le neutron est muni de la vitesse 
v = p/M. Dans le système de coordonnées lié au neutron un champ 
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magnétique apparaît d'intensité H 2 [Ev] (on pose v € c) et, 
partant, l'énergie d'interaction s'avère égale à 
Z 
17 (UL). (1) 
La généralisation quantique de la formule (1) définit la forme 


de l'opérateur hermitien de l'interaction du neutron avec le champ 
coulombien : 


_ Ze 


? Ze°h? 1 
Vs = F3 (o ) (2) 
(on a tenu compte de ce que l'opérateur moment magnétique du 


Beñ * 


neutron est u = 16 = — ,37- 0, où la valeur expérimentale $ Æ 


= 1,91). 

En se servant de l'expression générale de l'amplitude de diffu- 
sion, obtenue dans le problème précédent (formule (3)), et de la 
valeur de l'intégrale 


| + e- iar dV = — | e-iar y À ay = 


= | Lye-ir dV = —iq (+ Lea gy = — 4% 


gi ? 


on obtient sans peine l’amplitude de diffusion : 


Z 9: > 
F=fy=—i re DE O[kk]x= — = cotg- (on)x (3) 
(on a introduit le vecteur unitaire n — a de la normale au 


plan de diffusion). 
La section de diffusion différentielle, sommée suivant les états 
de spin du neutron diffusé, est égale au produit scalaire F*F (dans 


l'espace de spin). Vu que [(on)x]* = x+(on) et (on)° = Â,il vient 


oO __ f BZe? \2 » 0 — (_PZe* 2 d 
mir (5e) coig FAX | De) co (4) 


On ne s’arrêtera pas sur la question des conditions d’applicabilité 
de l'expression (4) pour le cas de diffusion du neutron sur le champ 
coulombien du noyau. Indiquons seulement qu'avec l’éclaircissement 
de cette question il faut prendre en considération les dimensions 
finies du noyau, son blindage par les électrons atomiques, ainsi 
que l'existence d’une diffusion des neutrons par le noyau sous l'effet 
des forces nucléaires. 


604 THÉORIE DES COLLISIONS (CH. 13 
13.44. Comme on le sait [3], si l’on écrit l’amplitude de diffusion 
sous la forme 


2 ; ; 2 ___ [kok] 
f—A(k,0)+B(k,0) on (n= ir); (1) 


la section de diffusion différentielle de particules non polarisées, 
sommée en états de spin de particules diffusées, prend la forme 


d 2 
7 = 1A4I2+ 18/2. (2) 
En approximation de Born (voir 13.42) 
4 x (q) 6 
A — ir —"_Ù,(q), B= TE k cos ——. (3) 


Selon (2) et (3), la section de diffusion totale vaut {dQ — 
T 9 
= ds) 


a 
m° 


J dQ 4nk°hS 


72 (g)12+ 


Q 

I 
7) 

[8 
eu 

1Q 

Î 

a 


+(e-#)ffjar eu. (0 


Pour des grandes énergies £R,,, © 1 (R,.1 étant les distances 
caractéristiques auxquelles les fonctions U,..,(r) ne sont pas nulles ; 


de plus, Ü. 1(Q) ne sont sensiblement différents de zéro que pour 
QRo.1 < 1), il s'ensuit de (4) que 


o(E) = ColE + Ci, (5) 


__m Fe 2 A1n2 ù DAC) 2 
Cor | dore, Cie | [20 ag 
0 (1 


(on a conservé dans la formule (5) les deux termes C,/E et C;,, car 
pour des valeurs grandes mais finies de E ils peuvent être du même 
ordre). 


13.45. Vu que Ü* = [U, (r) + U, (r)(oi)* = U* + U*(ol), 
l'hermiticité de l'hamiltonien 4 = À + Ÿ exige que Vo. = 
Us 2m : 

— Uo,1- 
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Comme on le sait [3], la polarisation de particules diffusées est 
égale à (si avant la diffusion elles étaient non polarisées, P — O0) 


; 2Re(AB*) (k,k] 
PT on, nf | 

PIATIE D TR k]] (D 
(la représentation de l'amplitude de diffusion Î au moyen des fonc- 
tions À, B et l’expression de ces fonctions au moyen des composantes 


de Fourier Üo 1(9) sont données dans la solution du problème précé- 
dent). 

Les composantes de Fourier des fonctions réelles U,,(r) sont 
également réelles. Donc À est une fonction réelle, tandis que B 
est purement imaginaire (en approximation de Born) et, selon (1), 
P' = 0. 

13.46. Comme on le sait [3], la polarisation de particules diffusées 
vaut (P est le vecteur polarisation des particules avant la diffu- 
sion) 


pr__(l4l?—181?)P+21B1°n (nP)+21m (AB*) [nPi--2n Re (AB*) ul 
= [A|?+181?+2Re (4B*) nP ° ) 
En approximation de Born la fonction À est réelle, tandis que 
est purement imaginaire (voir problème précédent). Aussi (1) prend- 
il la forme 
y _ (4°+B*) P—2Bîn (nP) +2:4B {[nP] à 
SE | 


et, comme on s’en convainc sans peine, (P')}° — P*. La rotation du 
vecteur polarisation s'effectue autour de la normale n au plan de 
diffusion. 

13.47. Au cas de particules lentes la diffusion n'est importante 
que pour l’état s (2 = 0). Aussi l’amplitude de diffusion ne dépend- 
elle pas de l’angle de diffusion et présente la structure de la forme 


Î = A +B (010p). (1) 
Il convient de représenter l’expression (1) sous la forme 


à 1—0n0 34 0n6 
= ti ——, (2) 


où f..,. sont les amplitudes de diffusion en états singulet S = 0 et 
triplet S — 1 (sur les v.p. de l'opérateur G09 voir 5.18). 
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D'après la condition du problème, la diffusion en états s est de 
nature résonnante, d’où il vient 


1 1 
Lens Me; 
où 


h? 


m — mx/2 étant la masse réduite du système (rappelons que le 
processus de diffusion est étudié, comme toujours, dans le s.c.i.). 
13.48. Selon la formule générale bien connue 


dQ 
do=( =) Z—F(9P rs » (1) 


en calculant pour l’atome d'hydrogène (Z = 1) le facteur de forme 
atomique en état fondamental 


—2r/ao—i CS 
gerer © 


(ao = R°/me? étant le rayon de Bobr), on obtient 


F (q) = | n(r)e-iardV — 


8 3 ; 
do = ao DER dQ (g= 2k sin (8/2)). (3) 


Comme dQ — + dg’, la section totale de la diffusion élastique 
s'avère égale à 


A 2 — 71+9k2a$ + 3ktaf _Taai 
7 0 99 TS 12 12 (1 kta3} ]= 3(kao)? (4) 


(dans la formule (4) on a tenu compte de ce que la condition d’applica- 
bilité de l’approximation de Born utilisée ici est de la forme ka, > 1). 

13.49. Le problème se résout de façon analogue au précédent. 
Dans l’approximation du problème 11.7 la densité d'électrons et le 
facteur de forme atomique d'état fondamental de l'atome d’hélium 
valent 


n (r) = 
F(g= near = 


e-?rla  (a=a)/Zerg = 16a,/27), 


: 32 
—2r/a=iqre = 
Er (e r/a=iqr 4V — 


(4 + g3a?)3 9 
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et, respectivement, les sections différentielle et totale de la diffusion 


élastique d'électrons par l'atome d'’hélium prennent la forme 
(ka © 1) 


__ 16ai (8+q°a°)° ___ 28naî 
De a Gen D = Gage 


(la section totale diffère de la section de diffusion par l'atome d'hy- 
drogène du facteur 4 (16/27)° = 1,40). 
13.50. En utilisant la formule générale [3] 


do, = 4n (=) Lea | S' e7itreyaw, dr |” 
e 


liv g* 


on obtient d’abord la section différentielle du processus. Il faut pour 
cela calculer l'élément matriciel de la grandeur e-i9" entre les f.0. 
d'états {s (Ÿ,) et 2s (Y,): 
_ 1 7 == 1 r/2 _ 
arr PT ee (1 5) 
(ici et plus bas on utilise des unités atomiques). Après intégration 


en angles (en coordonnées sphériques avec axe polaire le long du 
vecteur q), il vient 


(n | er ia | 0) — _. | ÿ, (r) Le (r) (eir — e”iqr) r dr, 
0 


et, finalement, l'expression de l’élément matriciel 
| & V2 9° 
—1iqf = ———_— 
{nle | 0) (9/4 q2)s 
s'obtient sans peine en se servant de la formule (4 étant un entier} 


Î e-crrk dr =kljattt (Re a >0). 
U 


Ainsi 
_ 4x  32dq° | 
dos, — (9/4 qg2)S ? (1) 
et, en intégrant cette expression, on obtient la section totale d’exci- 
tation d'état 2s d’'atome d'hydrogène: 
n 21° 
o (1s—> 2s) — Î dOzs = Er 0 


(la borne inférieure d'intégration en g°, égale à qnin Æ 9/641° € 1, 
peut être remplacée par zéro, et la borne supérieure ghax Æ 40° © 1 
par l'infini). 
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Notons que la section calculée est de près de 6 fois inférieure à 
celle de la diffusion élastique (voir 13.48). 

13.51. On saisit sans peine que les formules générales de la théorie 
des collisions inélastiques d'électrons avec les atomes (en approxima- 
tion de Born) se transmettent directement au cas de collisions d'’élec- 
trons et de noyaux: il faut seulement remplacer la sommation en 
électrons de l’atome par celle en protons entrant dans la composition 
du noyau (l'interaction d'électrons avec les protons ne diffère de celle 
d'électron-électron que de signe). Aussi la formule initiale de la 
section différentielle du processus prend-elle la forme 


2 2 ‘tp 
do = (ne) [DS etat pay, dx f do, (1) 
p 
où W,, W, sont les f.o. d'états initial et final du noyau, p, p’ les 

impulsions d'électrons avant et après la collision. 

Dans la formule (1) r, — Rio — 107 cm; aussi pour des 
électrons non relativistes gr, < kR:oÿ & 1 et l’ exponentielle peut 
être développée en série: 


e | (qro)? 
Dertre D (1—iqr — _ +...) (2) 
p 


Pour les deux premiers termes du développement (2) l’élément 
matriciel devient nul dans la formule (1) (rappelons que les deux 
états considérés du noyau possèdent par hypothèse un moment 
J = 0). Aussi 


ea | D exp (— ia) 10) &—+ D {nl (ar) 10)= 
p P 
1 q°Qo 
= — _ GiQn tn | >, Tpilpk | 0) = mère G1kQoÙin = — 6 (3) 
p 


où 
Q—mIDrl0=æ | Vi riVodr. 
P p 
Ainsi, selon " et (3), il vient 


do = + (= e) | Q |? dQ, = _ 2 1@ "e 


9 | #2 
Notons que la grandeur @Q, entrant dans la section du processus 
détermine également la probabilité de la conversion avec le transfert 


ÆE0 correspondant du noyau (voir 11.83). 
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13.52. On saisit sans peine (par analogie avec la diffusion par 
les atomes d'électrons rapides) que la formule initiale de calcul de la 
section de diffusion dans le problème modèle étudié est de la forme 


2  p' ae. 2 
don = x 2|| | Ue-iarw®w, dV do, | dQ, (1) 


où m est la masse de la particule chargée (pour simplifier, on pose 
m & M, M étant la masse du rotateur); p, p’ — ses impulsions 
avant et après la collision; W,, W, — les f.o. d'états initial et final 
du rotateur:; do, — l'élément de l’angle solide de la direction de 
l'axe n du rotateur; U — —e (dr)/r = —ed (nr)/r$ — l'énergie 
d'interaction du rotateur (du dipôle électrique) avec la particule 
chargée, et —e — sa charge. 
Compte tenu de la valeur de l'intégrale (voir 13.43) 


-iqr = — Le 
| se”iar dV Anti 7e? 
récrivons l'expression (1) sous la forme 


ämted? p' 
do, = me E-] | Wx (nq) Yo dos 

Par hypothèse du problème Y, = Yo9 = 1/V 4. En choisissant 
dans l'élément matriciel (21qn| 0) la direction de l’axe de quanti- 
fication (l’axe z) le long du vecteur q, de sorte que qn = g cos 8 et 


* dQ. (2) 


compte tenu de la relation connue cos 8,9 = — A Yo il vient 
(nlqn| 0) = 7 | WAY 10 dOn. 


Par suite de l’orthogonalité de la f.p. du rotateur Y',,, cette expres- 
sion n’est non nulle qu'au cas où les nombres quantiques d'état final du 
rotateur (après collision) valent : Z — 1, m = 0; c'est-à-dire Y, — 
= Ÿ,0: alors (1 —1, m — 0] qn|0) — —ig/V 3, tandis que les 
autres éléments matriciels sont nuls. Ainsi, en premier ordre du 
calcul des perturbations on n'observe avec la collision que des diffu- 
sions inélastiques qui s’accompagnent du passage du rotateur dans le 
premier état d’excitation. Alors l’expression (2) prend la forme 


___ 4mieïd? p' | 
Comme g* = (p° + (p'}* — 2pp° cos 0)/h°, en accord avec (3), on a 
(p° dQ = hp" dg°) 


4nm“e®d® dq*® 81m'e2d? + p' 
( ) 3hk°p* q° 9 ü (O 1) 3h°p? In p—p" 


39—01572 
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(la valeur de p” est régie par la loi de conservation de l'énergie 
p'*/2m = p°/2m — h°/T). 

13.53. Pour une grande distance entre la particule et l’atome 
(r 5 as — le rayon de Bohr) l’énergie de leur interaction vaut 


1 d Ze}? 
U(r)=+ 2e = — 1 (1) 


202 


où Ze est la charge de la particule, B la polarisabilité de l’atome. 
La formule (1) est l’énergie d'interaction de la charge de la particule 
avec le moment dipolaire induit de l'atome d = BE — —fZer/r 
et son applicabilité n’est régie que par l’exigence de petitesse de la 
vitesse relative de la particule et de l'atome, comparée à celles 
d'électrons atomiques (dans le cas contraire le rôle essentiel revient 
aux processus dynamiques d'’excitation de l’atome et la notion de 
potentiel d'interaction perd son sens rigoureux). 

En supposant les particules pas trop lentes (de sorte que dans la 
collision demeurent toujours essentielles les grandes valeurs du 
moment { > 1, voir plus loin), profitons de l’expression quasi clas- 
sique de la section de diffusion totale (voir 13.39) 


oO —=4n | {ef + fur 2) dz |} p do. (2) 


On saisit sans peine que dans la formule (2), pour toutes les 
valeurs de r, au lieu de la valeur vraie de U(r), on peut profiter de 
l'expression (1). En effet, bien que pour r < a, l'expression (4) ne 
soit pas rigoureusement applicable, elle fournit quand même un 
ordre correct de la grandeur U — e°/a, (rappelons que f — a). De 
plus, dans le domaine de p < a, l'argument du cosinus dans la 
formule (2) est grand (sa grandeur est de l’ordre de e*/hv — va/v > 1, 
parce que La — e*/h), et, respectivement, la grandeur de |” intégrale 


rS Ge 
(à cos | = jo (V'p®+ 22) ds Jp de 


est négligemment petite par suite de l’oscillation rapide de la fonc- 

tion sous l'intégrale indépendamment de l’expression utilisée pour 
U (r): l'expression (1) correcte ou incorrecte. 

2 

Le calcul des intégrales de la formule (2) pour U = —— 


a été exécuté dans 13.40. En utilisant le résultat de ce problème, il 
vient 


o=nr (1/3) (ES). (3) 
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Il s'ensuit de (3) que les distances essentielles du processus de 
diffusion possèdent la grandeur 


D —Vo-a (=®) Es a (Z = 1, B— a;), (4) 
et la condition d’applicabilité de la formule (2) exigeant la réalisa- 


tion de l’inégalité ? 5 1 aboutit à la restriction suivante (M étant 
la masse de la particule diffusée) : 


Mr M v \2/3 3/2 
pd IC (EP 4 cestèdire > (2) 
(notons que l'appréciation (4) peut être aussi obtenue directement à 
partir de la formule (2) compte tenu de ce que l'argument du cosinus 
pour p — p, est de l'ordre de l'unité). 

Donc le résultat (3) obtenu pour la section de diffusion se justifie 
pour des vitesses de la particule répondant aux conditions 


2 

(5) Vat K UK Uats (5) 
de sorte que, par exemple, pour des particules légères (électrons) 
la formule (3) est inapplicable. 


13.54. Avec la diffusion de particules lentes (4R € 1) le rôle 
dominant revient à la diffusion d'état s. Dans ce cas 


Ah 57 (S0—1)= 5 (e%i8e 1) à D (1) 


Dans les conditions du problème considéré on peut appliquer 
l’approximation de Born. Aussi (rappelons que gr < 2kR << 1) 


2mRS : 
fe | U(r) dv = — RE (Uo iv) (2) 
et la section de la diffusion élastique vaut 
2R6 : 
Oélas = 47 | f pe SE (UE + U). 


En confrontant les expressions (1) et (2), il vient 


Im 8, (Xe) = EU Ke. 


Cette grandeur définit la section de la diffusion inélastique des 
particules lentes 
x al 4x Im Ô 8rmR3U 
Oinéias © +7 (1— Sol) = (—e me) te 
en accord avec la « loi 1/0 » connue (loi exponentielle). 
39% 
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13.55. En accord avec les conditions du problème, dans l’expres- 
sion de l’amplitude de la diffusion élastique 


f= 5 D (+1) (e%%—1) P(cos 8) 
I 


il faut poser que les phases de diffusion possèdent la propriété 


io, l<LæekRS 1, 
Ô,— (1) 


0, 1>1, 
et, respectivement, 
0, 1<1 
= 210, = 3 0° 


La valeur fournie des déphasages correspond à l’image physique 
suivante (le mouvement des particules est quasi classique, car 
kR > 1): pour des paramètres de choc de particules p = l/k < R 
ces dernières sont « absorbées » par la sphère et pour p > R elles 
se meuvent librement. La diffusion élastique des particules est alors 
une manifestation de leurs propriétés ondulatoires dont la nature 
physique est analogue à la diffraction de Fraunhofer (voir [5]) et se 
décrit par l'amplitude 
° lo 
fair = >» (21 +1) P; (cos 0). (3) 


1=0 


En recourant au théorème optique, il vient 


Lo 
Oto= 2 Im fair (80) = + D (2 +1) & 2m RL. (4) 
[—=0 


La section de la diffusion inélastique (la section d'absorption) vaut 
co lo 
Oinélas = 7 D) (2141) (1—1S119 = D (2+1)&uR2. (5) 
I=0 [0 
La section de la diffusion élastique 
Oélas — tot —Cinélns & TR? (6) 


(voir également le problème suivant). 
13.56. Le calcul de l’amplitude de diffusion que fixe la formule 
(3) du problème précédent a été effectué lors de la résolution du 
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problème 13.31; on y a aussi discuté les particularités essentielles 
de la diffusion de diffraction. En particulier, 


Oétas = Oait — | | fair |? 2 & an AR? 


en accord avec le résultat (6) du problème précédent. 

13.57. Les vitesses de l’électron et du proton d'état fondamental 
d’atome d'hydrogène sont respectivement d'ordre 10-* c et 10-86 c 
(c étant la vitesse de la lumière). Pour une vitesse relative du neutron 
et de l’atome d’hydrogène v, > 1075 c on peut négliger le mouvement 
du proton au sein de l’atome d'hydrogène (cela correspond à une 
énergie du neutron €, > 10° eV). La durée d'interaction neutron- 
proton est d'ordre Tinter 7 Rnoy/Vo 107 cm/v, € 10718 s (si 
’o > 10° c). Cette durée est de beaucoup inférieure au temps caracté- 
risant l'atome ta — Rat/ve 7 10717 s, aussi l’état de l’électron 
durant la collision entre le proton et le neutron ne varie-t-il guère. 
On peut de même négliger le déplacement du proton au cours de 
la collision, vu que ldép  VoTinter — Rnoy Rat. 

Ces estimations prises en compte, on saisit sans peine que l’am- 
plitude de la diffusion élastique du neutron sur le proton f(E, q) 


est liée à l’amplitude Ÿ(E, g) de la diffusion élastique du neutron 
sur l'atome d'hydrogène par la relation 


Î(E, q) = f(E, g) a (g), (1) 


où a (g) est l’amplitude de probabilité de ce que l’atome d'hydrogène 
demeurera en état fondamental avec la variation brusque de la 
vitesse du noyau-proton de la valeur v = 0 à v = Aq/Af (ñq étant 
l'impulsion transmise lors du choc, M — la masse du proton; 
comparer à 11.77 et 11.78). En profitant du résultat obtenu dans le 
problème 11.78, il vient 


qmeci -2 
9 


a(g= | Por) exp (— TE) av = (14 TE 


d’où s'ensuit la relation cherchée entre les sections différentielles : 


dO,H _ dOnp (1 q°miaÿ j 


dQ dû EE 


Vu que a (0) = 1, alors, en se servant du théorème optique et de la 
relation (1), on peut conclure que les sections de diffusion totales du 
neutron sur le proton et sur l’atome d'hydrogène sont identiques. 

13.58. La probabilité d’annihilation de la paire en l'unité de 
temps en état fondamental du positronium se définit par l’expres- 
sion standard 


pos = | rw (nr) ar | do,, (1) 
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où Ÿ est l'opérateur perturbation déclenchant l’annihilation de la 
paire; Y, — la f.o. d’état fondamental du positronium valant 


1 : __ 2h? 
on V'aai Eure FT em (2) 

(la masse réduite du système « électron + positron » vaut m/2); 
l'indice f caractérise les états finals possibles du système de photons 
formés au cours d’annihilation; dp}; est la densité différentielle 
d'états finals, tous les états finals de photons ayant l'énergie valant 
E = 2mc* (à l'énergie de liaison du positronium près, de beaucoup 
inférieure à mc‘). 

L'expression analogue de probabilité d’annihilation dans la 
collision d’un électron et d’un positron libres est de la forme 


dirann = À | | ww) dr | do, (3) 


où Yi’ est la f.o. du mouvement relatif libre de la paire à vecteur 
d'onde k. 

En négligeant l'énergie cinétique de la paire, comparée à la 
grandeur 2mc°, l'énergie de photons en état final vaut £ = 2mc*. 
Aussi les états finals des photons créés par l’annihilation du positro- 
nium et de la paire libre sont-ils les mêmes. 

Comme on le sait [3], avec la normalisation de la f.o. Yi à 
l'unité du flux de densité: 


AD = D exe, 
La 
l'expression (3) constitue la section différentielle du processus, 
c'est-à-dire 


21 


‘Oann Se hv 


| wtPeixr ax|” dp,. (4) 


L'intégration des expressions (1), (4) fournit une probabilité 
totale de désintégration du positronium, ainsi que la section totale 
d’annihilation de la paire respectivement. Compte tenu de la petitesse 
du rayon d'interaction répondant de l’annihilation, on peut poser 
dans ces expressions r —= 0 *) et obtenir ainsi la relation cherchée 


1 
Wpos = À dos = EC (UOann) (9) 


*) Il est plus exact de poser r = 0 dans l’exposant de l’exponentielie ae 
(4) au cas de £R nn € 1 (Rann étant le rayon d'interaction répondant de l'an- 
nihilation) ; d'autre part, on ne peut négliger l'interaction coulombienne dans 
la collision qu'à la condition que v > e*/h, de sorte que le domaine d'’applica- 
bilité de (5), (6) est restreint par la condition e?/% € v € h/mR;nn. 


SOLUTIONS 615 


ou 
Cann = 14 Whos/U (6) 


en accord avec la « loi 1/v ». 

En appliquant les formules (5), (6), il faut tenir compte de ce 
que la valeur de la section d’annihilation (et de probabilité de fis- 
sion du positronium) est fonction de la grandeur totale du spin du 
système « électron + positron » (voir, par exemple, [7]). 

13.59. Comme on le sait [3], suivant le principe du bilan détaillé 
entre les sections de deux réactions mutuellement inverses À + B 
il y a une relation du type *) 


Ca+B £ePB (1) 
CP BAPA 


c sont ici les sections totales des réactions respectives À — B et 
B — À, centrées suivant les directions des spins de particules en 
état initial et sommées en directions des spins de particules en état 
final; ga, gs — les poids statistiques de spins; p\ , pr — les 
impulsions du mouvement relatif en états À et B respectivement, 
prises pour une même énergie totale dans le système du centre d’iner- 
tie. 
Dans le cas considéré 


n+pæd+7 
(A) (B) 
ON à Cap = Ocap (section de capture), On. = Oph-dés (section 
de photodésintégration). Vu que le poids statistique de spin (de 
polarisation) d’une particule de spin s vaut g, = (2s + 1) (or, en 
vertu des propriétés spécifiques du photon, dont la masse de repos 


est m, = 0 et le spin s; = 1, le photon n’a que deux états de pola- 
risation indépendants et g, — 2), on a 


ga = (25) + 1) (sn +1)=4, gs = gy (2sa + 1) = 6. (2) 


Les impulsions du mouvement relatif p, 8 figurant dans (1) 
sont égales aux impulsions des particules correspondantes dans le 
S.C.i.: Da = Pp — Pns PB = Py — Pa. En posant que toutes les 
particules participant aux réactions étudiées sont non relativistes 
(à l'exception, bien sür, du photon; pour ce dernier E, € Mc, 
M étant la masse du nucléon), on a, d’après le principe de conserva- 
tion de l'énergie, 

Es--2-—E —E;+Ea—ez ho —e, (3) 


*) La relation analogue a lieu non seulement pour des sections totales, 
mais également pour des sections différentielles do/dQ des réactions. 
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où & est l'énergie de liaison du deutéron, ©, la pulsation du photon. 
Dans l'expression (3) on a négligé Ea comparé à E, (il est clair que 
pour un deutéron non relativiste Ea € ÆE, à des impulsions identi- 
ques du deutéron et du photon; cela signifie que pour un système 
y + dles.c.i. se confond pratiquement avec le système de repos du 
deutéron). 

Comme par hypothèse p, = Âw/c, selon (1)-(3), on obtient sans 
peine 


——. TAT22 "Re ‘ 
Onde — 2 Mer ue 


Il s'ensuit de (4) que dans le cas non relativiste (ko € Mc*) 
on a, généralement parlant, Opndés © Ocap- Fait exception la 
bande étroite de valeurs de #@ au vosinage du seuil de la réaction 
y+d—p+n (Âw = e) dans laquelle, au contraire, Ohph-des & 
<< Ocap- 

Soulignons en conclusion que la relation (4) n'est pas liée à une 
hypothèse concrète quelconque sur le mécanisme de la réaction et 
se fonde uniquement sur la symétrie des équations de la mécanique 
quantique par rapport à la variation du signe du temps. 

13.60. Le problème se résout de façon analogue au précédent *). 
Les sections des réactions mutuellement inverses du photo-effet 
et de la recombinaison radiative, qui ont été centrées suivant les 
directions des spins, 


y+Hæp+e 
(A) (E) 


sont liées par la relation 


Sph(w)__ pe _ _Rw—IEol mec? (1) 
Orec (£e) 2p; hiw ho * 


Avec l’obtention de (1) il faut tenir compte de ce que le s.c.i. des 
réactions étudiées coïncide avec les systèmes de repos de l'atome H 
et du proton, le poids statistique de spin de l’atome d'hydrogène 
d'état fondamental 1s,,;, est égal, comme celui de l'électron, à 2, 
les énergies du photon et de l’électron dépendent de la loi de con- 
servation de l'énergie 


ho + E, = &, = pe'2m,, 


où Æ, est l’énergie d'état fondamental de l’atome d'hydrogène. 


*) Plus encore, les processus étudiés dans ces deux problèmes sont appa- 
rentés de par leur nature physique. 
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CHAPITRE 14 


THÉORIE QUANTIQUE DE LA RADIATION 


14.1. L'’interaction d'une particule chargée démunie de spin 
avec un champ de radiation (quantifié par le champ électromagné- 
tique) est de la forme ” due de Schrôdinger) 


ÿ— 2(r), (1) 
où À est l’opérateur potentiel vectoriel, 
à 2nhc2 1/2 É :L 7 L3t 
A (r) — à (=) ko (axe +ate”ikr) (2) 
k, o 


(axa, 4ks sont les opérateurs annihilation et création du photon à 
vecteur d'onde ket à polarisation © ; e, est le vecteur polarisation 


du photon *); le calibrage est coulombien div Â(r) = 0 avec 
ke — 0). 
L'interaction (1) est responsable des transitions entre les diffé- 


« 


rents états du système « particule + photons » à l’hamiltonien 


À = HP + Hy, où Hp? est l'hamiltonien de la particule au sein 
d’un champ extérieur (non quantifié) (dans le problème concerné, 


l’hamiltonien de l’atome d'hydrogène), AY est l’hamiltonien des 
photons libres. 

La probabilité différentielle de passage en l'unité de temps se 
définit par l’expression connue du calcul des perturbations 


do |(fIVli) le de, (3) 


(dp; est la densité d'états finals). 
Dans le problème concerné Ia f.0. d'état initial est de la forme 


Fi = Yap(r)l 0)y, 


où V,, est la f.o. d'état 2p de l'atome d'hydrogène (dans la suite, 
pour Î fixer les idées, on considérera qu’en état initial !, — 0 et 
Vop = Vo, j=1, m=0); | 0), est la f.0. (plus précisément, le vecteur 
d’ état) d'état initial du système de photons en représentation de 
nombres d'occupation (cet état est le vide). 


*) Les vecteurs polarisation de base e,,_ sont choisis réels, ce qui correspond 
aux photons à polarisation linéaire. 
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Comme on le sait, dans la majorité des cas on est en présence de 
probabilité de passages pour lesquels le nombre de photons varie 
d’une unité. Aussi, en se limitant seulement à ces passages dominants, 
aboutit-on à la f.o. d'états finals possibles 


ÿ; T7 Po (r) | Îxos 0, CRC s); 


où Y, = VW, est la f.o. d'état fondamental de l’atome d'hydrogène, 
| ko, O0, ...) la f.o. d'état du système de photons ne possédant 
qu'un seul photon d’impulsion *k et de polarisation oc. 

Pour les transitions étudiées l'élément matriciel de la pertur- 


bation prend la forme (A? décrit des transitions à deux photons) 


&IÈ | 5 = — © (f Âpi à) — 


se 4 a exo (100 e=ikrp] 210). (4) 


On a tenu compte ici de ce que parmi tous les termes de la somme (2) 


un seul seulement fait un apport non nul à l'élément matriciel, 
vu que 


(nos O, .. Iabrot| 0) = OxkeÔaos  (Akos 0, -.. [011 0) = 0. 
Pour chacune des deux polarisations indépendantes du photon 


le nombre d'états vaut (wo, = c = &) 
l’ dik Vk? dk dQ, : Vo do dQ, 


GT En — Ge ? 
et la densité d'états finals du système envisagé prend la forme 


: Vw® du dQ. Vo, dQ,. 
dp, = | Ô(E; —E;) 


nsc (2n)jñcs ? 
où 
| 1 3mei 
E,= En, E;=E,.1- ho, On = + (Er Es) = rs. 
Donc, l'expression (3) prend la forme 
€) Û ne 2 ù 
dx —= DETTE" Eko | pre ikrpW, od5r dQx” (5) 


L'intégrale dans l'expression (5) après la substitution e—kr & 1 
(l’approximation dipolaire) prend la forme 


Pi | PaoP V0 dV = — im, | Foot Vaio dV = —imuwzrs. (6) 
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En effectuant dans (5) la somination en polarisations du photon 
à l’aide de la formule 


D leroPrl2= D (Ko); (Eko)n (P12)1 (Pa2)* = 


o=1,2 o 
= (5in — (po): (pt (D 


et, ensuite, l'intégration en tous les angles de fuite du photon en 
recourant à la valeur de l'intégrale 


| kkndOx = k26n (8) 


(k étant le vecteur d'onde du photon, ck = w2,), on obtient la pro- 
babilité totale de la transition (en l’unité de temps) *): 


OT 


® 4 & 
sb | > dUxo = ps lriel?. (9) 
ç 


En tenant compte de la forme explicite de la f.o. (a — #°/me* étant 
le rayon de Bohr) 


1 L — . ne 
Vio0 = V ras (4 Pia Fo V/ D 00 € r/2a, 


on trouve sans peine les composantes de l’élément matriciel vectoriel 


(ri2)x = (r12)y = 0. 
1 : 5 
(ri2)z = 4 Via \ (cos? 6) rîe-3r/° dr dQ — Ve. a. 
La probabilité totale de la transition prend la forme 
4 e?w3,a° 2110 f[2\8/e\4c 
wa 32 (+) = (+) CE) Se (10) 
La durée de vie t et la largeur du niveau l’ sont liées à w par les 
relations 
T = 1/w, LT = hk/1x = ho. (11) 
Pour l'atome d'hydrogène, selon (10) et (11), on a w = 0,63-10? s-1, 
rt & 1,60-140% 5, PT = 0,41-105 eV. 
Lu durée de vie du niveau 2p du mésoatome pu (m, Æ 207 m,) 


vaut &10711 s. Cette valeur est de beaucoup inférieure à la durée 
de vie du muon libre et permet de comprendre le fait que le méson u 


e A Ld e 4 3 na 
*) Cette expression peut être écrite sous la forme wp = — = |d;.l° 


dans laquelle elle constitue l'une des principales formules de la théorie de 
la radiation en approximation dipolaire. 
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une fois capturé sur l'orbite atomique arrive, avant sa désintégration 
par une série de transitions en cascade, à se placer sur le niveau fon- 
damental. 

14.2. Le problème se résout de façon analogue au précédent. Vu 
que le premier niveau excité de l'oscillateur possède le moment 
L — 1 (voir, par exemple, 4.23, 4.24, 4.25), sa durée de vie est essen- 
tiellement fonction de la radiation d’un seul photon dont la nature 
est dipolaire. 

Pour calculer la probabilité de transition, il faut recourir à la 
formule (9) du problème précédent, en y posant w:, = © = Vk/m, 
et tenir compte de la forme explicite de la f.o. d'états initial et final 
de l'oscillateur (a = V ñ/mu) 


mn LA 
Po no, n3=0, n=1= (Va) 7 V2 2e rÉ/ÈRs — 


79 : a 
— += - (V'ra)"*"(cos8)re-rt/21, 
Vi Vo (Var a) V2 r2 


avec le calcul de l’élément matriciel r,, (pour fixer les idées, on pose 
que dans l’état initial !. — 0). 
Une intégration élémentaire fournit 


(ry)x = Zio = 0, (rs), = 0. 
(ri2)2 = | W?zY, dV = 


= UE a) ® | | |  . dy dz = 75 ; 


et la probabilité de transition (en l’unité de temps) s'avère égale à 


2 e’uña° 2 (+ ( LT) | 
L ) 


D = ———_—_—_— = — ae 
mc* 


3 hics 3 


(uw & w, car e*/hc Æ 1/137 et kw € mc). 

La durée de vie du niveau est t — 1/w. 

14.3. En approximation dipolaire la probabilité de transition 
w = [(1|d/2)|°. 

a) L'opérateur moment dipolaire d = —e S r, est indépendant 


el 


a 
des variables de spin, et, par suite, commute avec l'opérateur carré 


du spin total d'électrons S°. Si l'état initial correspond à une valeur 
déterminée du spin total S, (rappelons que la multiplicité est égale 
à (2S + 1)), la fonction vectorielle Ÿ — dY, est aussi la f.p. S° 
répondant à la même v.p. $,. Au cas où la f.o. d’état final W, répond 
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à la valeur du spin total S, Se, on a ({]d/2) = 0, par suite 


de l'orthogonalité des f.p. de l'opérateur hermitien S* répondant 
aux différentes v.p. et les transitions dipolaires ne jouent plus. 
b) Comme on le sait, les f.o. d'états stationnaires de l’atome 
constituent (approximativement) des combinaisons déterminées de 
produits de f.o. d'électrons particuliers 4, im(r)Xs. dans un champ 


self-consistent (aux nombres quantiques différents n,, |, m, s.). 
Dans ce cas la f.o. de tout état du terme contient un même nombre 
de f.o. monoëélectroniques possédant les nombres quantiques donnés 
nr, L (c'est-à-dire que les nombres d'électrons équivalents pour tous 
les états du terme concerné sont les mêmes). Donc tous les états du 
El, 

terme possèdent la même parité valant Z — (—1)" (la sommation 
est faite en tous les électrons ; en fait, la valeur de la parité se déter- 
mine au moyen d'électrons de couches non remplies). 

Les éléments matriciels du moment dipolaire entre les états à 
même parité sont identiquement nuls (voir, par exemple, 1.21), ce 
qui démontre l’impossibilité de transitions dipolaires entre les diffé- 
rentes composantes de la structure fine d’un même terme. 

14.4. La transition étudiée est de nature dipolaire. L'expression 
générale de probabilité de transition dipolaire d’un photon d'état 
initial ë du s.d. à l’état final f est de la forme 


4 
Wir Idril?, (1) 


où d;,; est l'élément matriciel du moment dipolaire du système, 
hiw = E; — E,; étant l'énergie du photon émis. 

Pour obtenir l’appréciation cherchée w dans (1), il faut apparem- 
ment prendre d,; — ea et tenir compte de la valeur ko — AE;s = 
— 710718 erg. Finalement, on obtient (a — 10-8 cm, e & 5-10-1° 
UES CGS) 


_ (GBErs)eïa? _. re 
(7% TT hies 3 10 S ”, 


ce qui correspond à la durée de vie (par rapport à la transition con- 
cernée) T = {/w & 3-10 s Æ 100 années (1 année & 3,14-10° s). 
14.5. Le problème se résout de façon analogue à 14.1. Dans l’ex- 


pression Ÿ — — dË,nd (r) l'opérateur champ électrique des photons 
est de la forme 


a 1 d a a 4 F a a 
Ésaa (r)= —-<A(r)= ——=-+[HY, Al = 


, 2nhiw A 4 « : 
= l > 4 T S Eco {aroeikr — agoe”ikr} (1) 
ko 
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(on a utilisé les notations du problème 14.1; HY — ©) fozatoüro 


est l’hamiltonien des photons libres, r — le rayon vecteur du centre 
d’inertie du rotateur ; on néglige dans la suite le recul dû à la radia- 
tion et l’on admet que le rotateur est localisé au point r — 0 comme 
dans les problèmes sur la radiation de l’atome où l’on pose habituelle- 
ment que le noyau est localisé au point R = 0). 

La f.o. d’état initial du système (vide des photons et rotateur 
sur le premier niveau excité, dont le moment !{ = 1) est de la forme 


RU ME 
Vi=Y,0(0, p)l0)y = iy À cos 0 | 0), 


(pour fixer les idées, on pose /, = 0). La f.o. d'état final est 


ra 
Yy= Yool lues 0, -.)= lues 0, -..) 


(rotateur en état fondamental et un photon aux nombres quantiques 
k, ©; la valeur k — w/c se détermine d’après la loi de conservation 
d'énergie À© — Eye] — Ejmp = À°/1, Voir 4.3). 

La probabilité différentielle de transition (en l’unité de temps) 
vaut (comparer à la solution du problème 14.1; d = dn, n étant 
le vecteur unitaire aligné sur l’axe du rotateur) 


dUxo = jf [V1 à)? de; = 


do 


= [exo { YE V3 ncos dd (2) 


(ne pas confondre les éléments d’angles solides dQ, donnant l’orien- 
tation de l’axe du rotateur et dS,, de fuite du photon!). 


En introduisant la notation a = 15 n cos 6 d(2, et en nous 
servant de la représentation 


lexoal? = (exo): (Exko)x Sid, 


effectuons dans (2) la sommation en polarisations du photon en 
recourant à la relation 


kik 
> (exo) (Exo)x = (5 — PCR | : 


o=1,2 


On obient alors 
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et, en réalisant dans cette expression l'intégration suivant les direc- 
tions de fuite du photon (avec utilisation de la formule (8) du pro- 
blème 14.1), on aboutit à la probabilité totale de transition 


3 cs 
(comme le vecteur da est l’élément matriciel du moment dipolaire, 
la formule (3) s'accorde tout naturellement avec l’expression géné- 
rale de la probabilité de radiation dipolaire). 
Compte tenu de la valeur des composantes du vecteur n — 
= (sin 6 cos y, sin 8 sin p, cos 8), il est aisé d'obtenir a, = a, = 0, 


a, = 14/V 3, et, finalement, l'expression de la probabilité de transi- 
tion qui prend la forme 


_— | RD PE (3) 


4 d'uÿ 


14.6. En nous limitant à l'étude des transitions permises par 
l’approximation dipolaire, référons-nous à la formule générale de la 
probabilité de ces transitions (en l’unité de temps) 


4 w ; 
w= Es [diel?. (1} 


Pour le problème concerné d,, est l’élément matriciel du moment 
dipolaire de la molécule entre les f.o. d'états initial W, et final Y, 
se référant aux différents niveaux de rotation d’un même terme. 
Les f.o. de ces états sont de la forme 


PF ao (R, Er, Ex.) WiP(R)Yxar (6, q) 


(voir, par exemple, 11.60) avec les nombres quantiques nr, À = O0, 
v d'états initial et final identiques, et les nombres rotationnels 
(X, M) différents. En exécutant dans l'élément matriciel d,, l’inté- 
gration en coordonnées d'électrons E£, (y compris la sommation en 
leurs variables de spin) et en distance relative RÀ entre les noyaux, de 
façon identique à 11.60, il vient 


di | Y* dY, dt — d | YunY xd (2) 


(n est le vecteur unité le long de l’axe passant'par les noyaux, sa di- 
rection étant fixée par les angles 6, o). 

Vu que l'énergie de rotation de la molécule £x = B,.-K(K + 1) 
(B. = h?/2I est la constante rotationnelle), on note aussitôt que la 
formule (1), compte tenu de (2), est identique à l'expression de la 
probabilité de radiation du rotateur. 
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Le calcul de l'intégrale (2) pour le premier niveau rotationnel 
excité avec À — 4 et M — 0 (X”= 0) a été examiné au problème 
précédent. L'expression finale de la probabilité de radiation est 


du 
=  (w—%/I—2BIR). (3) 
Pour avoir une grossière appréciation numérique (3) il faut pren- 
dre dekR,s, 1 = MRS — 3MLRS (on pose, pour fixer les idées, 
que la molécule comprend au moins un on léger, de sorte que la 
masse réduite des noyaux M = 3M Finalement, on obtient 
R, & 10-8 cm, e æ 5:10-10 UES CCE” 3M, & 5-10-2 g) 


14.7. L'interaction d’une particule avec le champ électromagné- 
tique est de la forme 


A 


Ù = — pH, — pag (r), (1) 


où le sens du premier terme est évident, tandis que le second décrit 
l'interaction du moment magnétique de spin avec le champ de radia- 


tion. De plus, l'opérateur Hu est de la forme (sur l'opérateur À 
voir 14.1) 


Had (r) = rot À — à (+ 


2rñc2 


1/2. a Ai 
=) Likeso] (axoei“"— aoe-ixr): (2) 


dans ces expressions r est le rayon vecteur de la particule. En négli- 
geant l'influence du mouvement de la particule sur la radiation, on 
n’envisage que le degré de liberté de spin, en posant r = 0. Dans 
ce cas le terme H, = —uH, = —u#f,0. (l'axe z est dirigé le long 
du champ) possède dans (1) la signification d’un hamiltonien non 


perturbé du système (du sous-système de spin). Ses f.p. et ses v.p. 
sont évidentes: 


1 0 
LÉ =(,), EŸ = —ud%; WY,:- (.) , ES =u#,. (3) 


En posant, pour fixer les idées, que u > 0, on remarque que 


E," © E;" et sous l'effet de la perturbation V = —nuH,;:4(0) 
une transition est possible de l’état Ÿ, en état W,, cette transition 
s'accompagnant d’une émission de photon d'énergie iw = E,” — 
— ET = 2u$0. 
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Pour la probabilité différentielle de cette transition (en l'unité 
de temps), on obtient (de façon absolument analogue à ce qui a été 
fait lors de la résolution du problème 14.1) l'expression suivante 


dun = |Vil dos = HE Ikexo] V0, /E dOu. (4) 


21h 


ASE cette expression sous la forme 


dUxo = —— | Exoûj2 F dOx — — 2 (exo) (Exs)n (ai): (ai)n dx, (5) 


où 

a, — [k (W*0oW2)] = [ko], 
ensuite, effectuons d’abord dans (5) la sommation en polarisations 
du photon (de la pa façon que dans 14.1): 


dy = D dye = He [a,, |? dOx = 
o 


= Dane LE? 1012[2— (kos2) (ko:2) *} dO x, 
puis l'intégration en toutes les directions de fuite du photon: 


4u°%w9 
= | du = pes lol? 


(après avoir écrit au préalable (ko) (ko)* = k;k,(o3); (oo) et 
profité de la formule (8) du problème 14.1). 

Compte tenu de la forme explicite des fonctions Y, , et des 
matrices de Pauli, on obtient sans peine 


(Oi2)x = 1, (Oi2)y = — À, (Oi2)2 = 0 
et finalement l'expression de la probabilité totale de radiation 


D Bu GATE 
2h  3hta 


14.8. L'interaction de l’électron’avec le champ de radiation est 
de la forme 


ES = à r. A ñ a 
Ve Ap+ per A+ OHrad (1) 


(le dernier terme de (1) est l'interaction du moment magnétique de 
spin, valant —eñ/2mc, avec le champ de radiation ; la forme explicite 


40—01572 
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d'opérateurs À et H,,, est donnée dans les solutions des problèmes 
14.1 et 14.7). | 

L'élément matriciel de la perturbation (1) d’une transition à 
photon unique d'état 25s,/, à l'état 1s,/, est de la forme (comparer 
aux solutions des problèmes 14.1 et 14.7) 


Die rte h *$ 
GIVID= GLS AP+ 5 Groa | = 


21h ° re hf ,* . 
= exo (Fiile-Arp— 16kI} Fe, (2) 


1 ; 1 
V2 = 2002 = M le —r/2a) h 9 


Yi Viook1 = e-rlay, 


1 
V3 
(Wim est la f.o. de l’atome d'hydrogène, #1, — les fonctions de 
spin de l’électron; pour fixer les idées, on pose qu'en état initial 
S, = j, = +1/2). 

En tenant compte de la symétrie sphérique des f.o. W,,,, on 
obtient sans peine 


exo (Y, Le-ikrp | W,)=0. 


De fait, l'élément matriciel vectoriel (Y, le-ikrp|#,) dépend du 
seul vecteur k et, par suite, est proportionnel à k, mais key, — 
Donc, l'expression (2) prend la forme 


( 14 l)= — He 4 _ (Fioo1e "1 T200) êko (1 1[Ok]1%2). (3) 


Vos 


Pour le calcul de l'élément matriciel de l’exponentielle e-ikr, 
développons-la en série (|kr| &< ka << 1): 


exp (—ikr) = 1— ikr— EX + ne 


Les deux premiers termes du développement donnent zéro (le premier 
par suite de l’orthogonalité de la f.o., le second du fait de l'imparité 
de la fonction sous l'intégrale), de sorte que 


1 
(Pi0o!e 7 ET] P200) 2 | Woo Ÿ 200 (kr)? dV. (4) 
En écrivant (kr)? — k;kyzixx et compte tenu de la relation 


| Lilh dQ — <= T'0;p» 
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on transforme l'intégrale (4) en ‘la forme permettant l'intégration 
élémentaire 


ik 2nk® ( 
(F0o 1e KT Fao0) &— = | PT Vooo O7 = 
0 
RL ( —3r/2a a 2 y 2 0 
 - s / (4 >) rt dr — ze k2a2. (5) 


Compte tenu des relations (3) et (5) et en introduisant la notation 


({1101%) = O3, On obtient la probabilité différentielle de la 
radiation du photon sous la forme 


| Vi 1° 


do = = \IV li)? dp, = nr VO? is 
214 2fiatw® 9 
= ner l(exo [o12k])1° 494 (6) 


(fo = hkc = Ejns — Eye, = 3e*/8a). 


Une fois effectuées dans (6) la sommation en polarisations du 
photon et l'intégration en directions de sa fuite (comme lors de la 
résolution des problèmes 14.1 et 14.7), il vient 


217w'ehat 1 e° ) met 


Dons lol 5x (5e) 5 loué. (1) 


La signification de l'expression (7) est fonction de l’état de spin 
de l’électron décrit par le spineur %.,. Pour obtenir la probabilité 
totale de transition 2s,,: —> 15,/:, il faut trouver les probabilités 


uw"? des transitions en deux états finals indépendants à j, = s, — 
= +1/2, pour lesquels 


{D ) (2) 1) 
X1 — 0’ X1 — 1 J' 


et prendre leur somme, c'est-à-dire w = wi + ut, 
Le calcul élémentaire fournit 


: * () (0, O0, 1) pour %x3=%1";, 
A NO ={{ i, 0) pour =, 
et la probabilité totale s'avère égale à 


1 2 \9 met _ 
we (+) 5 # 0,62- 10-651, (8) 


ce qui s'accorde avec la durée de vie du niveau 2s,/, (par rapport à la 
transition considérée) t — 1/w = 18 jours. 


+0* 
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La confrontation des acquis du problème concerné et de 14.4 
avec la probabilité de transition à deux photons w = 7 s-! montre 
que dans le cas considéré les transitions à un photon possèdent une 
probabilité de beaucoup inférieure (de plusieurs ordres) à la proba- 
bilité de transition à deux photons, autrement dit elles sont l'objet 
de forte suppression. 

Dans les conditions de 14.4 cette suppression a une raison évi- 
dente: la petitesse de pulsation du photon émis (w © wl). 

La suppression de la transition à un photon 2s;,y; —+ 1s,,,, pré- 
sentant une nature dipolaire magnétique, s'explique par le fait 
qu’en négligeant le retard (e-ik = 1) elle se trouve interdite vu 
l’orthogonalité des parties spatiales de la f.0., comme cela a été noté 
plus haut. Sous ce rapport il faut remarquer que la petitesse de l’élé- 
ment matriciel (dont l'ordre de grandeur est £*a* — «a° et, par consé- 
quent, æœt — 10? dans l'expression de probabilité de radiation) 
engendrée avec le développement de l’exponentielle s'avère ainsi 
du même ordre de grandeur que les corrections relativistes à la f.o. 
La prise en compte de ces dernières aboutit à l’accroissement de la 
valeur de la probabilité (8) à peu près de 10 fois, de sorte que l'étude 
menée dans ce problème ne présente en fait qu'un caractère qualifi- 
catif. 

14.9. Dans l’état fondamental d’atome d'hydrogène au noyau- 
proton le niveau triplet S$ = 1 de la structure hyperfine est supé- 
rieur au niveau singulet S$ — 0 (la différence d'énergies AExrs = 
— 1420 MHz = 9,4-10-!8 erg). Les f.0. de ces états sont de la forme 
(limitons-nous, pour fixer les idées, à l’état triplet de S, = 0) 


Pete ae y (0), (1), +). (6), 7e 


ee  DTHRNIDIE 


Sous l'effet d'interaction avec le champ de radiation 


= ‘ 
V= < peer = Ap u Hire — À+ 5 — CeHrad (2) 


une transition à un photon est possible de l’état triplet à l’état singu- 
let (dans l'expression (2), on a négligé l'interaction du moment 
magnétique d’un proton avec le champ de radiation, vu qu'elle 
est de M,/m, — 105 fois plus faible que pour un électron). 

La solution du problème concerné ne fait que doubler celle du 
problème précédent (à laquelle nous renvoyons le lecteur pour les 
détails). 
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L'élément matriciel de la perturbation (2) pour une transition 
à un photon entre les états d’atome (1) est de la forme 


ieh a 
2m 


VI i)= — 


(x1,. sont les fonctions de es du système « électron + proton » 
aux états initial et final). En substituant e-fkr = 1 et en calculant 


(100 1e” ikr] 400) ex CAICA SIP, 


élémentairement les composantes du vecteur 0,, = (x1l0.l%:) = 
= (0, 0, 1), il vient 


FT Li rh 
(Vi) = — + Vue exo (012k]- 
La probabilité différentielle de radiation (en l’unité de temps) 
20 
dus = + TALADIE dp,= es [(exo [912k]) 1? dx (3) 


(io — AEurs); après la sommation de l'expression (3) en polari- 
sations du photon et l'intégration en directions de sa fuite, on obtient 
la probabilité totale de transition considérée: 


ehwk? | 0121? 1 fe \ (AEunrs) . 
Des à (5) mean 219-1088"! 
ce qui correspond à la durée de vie du niveau triplet + = 1/w # 
= 107 années. 
14.10. Les probabilités de transitions électromagnétiques à un 
photon (en l'unité de temps) de diverse multiplicité pour des états 
d’atome pas trop excités sont en ordre de grandeur égales à 


d?,0 e°a?w 
a) CRE pa (1) 


(dipolaire électrique, ou transition Æ1); 


u2,05 e2a208 
b) BALE SR RES (2) 


(dipolaire magnétique, ou transition M1); 


Q?:w° Wa e2a20° 
_ Le. À 


€ hcS (8) 


C 
(quadrupolaire électrique, ou transition E2), 
où d,. — ea, lu, — eh/mc, Q,, — ea* sont les valeurs caractéristiques 
d'éléments matriciels de moments dipolaire, magnétique, quadru- 
polaire (a = h*/me*). Pour les transitions entre les niveaux de termes 
différents ho — e*/a et wa/c = e*/hc. Alors, d'après (2) et (3), les 
probabilités des transitions M1 et £°2 sont de même ordre de grandeur 


c) LEo 


630 THÉORIE QUANTIQUE DE LA RADIATION (CH. 14 


(si les transitions ne sont pas interdites par les règles de sélection) 
et &«-° = 1014 fois inférieures à la probabilité de transition £E1. 

La spécificité des transitions entre les niveaux de structure fine 
d'un même terme est due aux circonstances suivantes. D'abord ces 
niveaux ont la même parité et les transitions £1 sont entre eux inter- 
dites (voir 14.3, b)). Ensuite, pour ces transitions la grandeur ho 
est de l’ordre de l'intervalle de structure fine, c’est-à-dire ko = 
= GE,, — «*e*/a, et la confrontation de (2) et (3) montre que dans 
ce cas la probabilité de transition Æ2 est «-* — 104 fois inférieure 
à celle de la transition M1. Donc, la radiation quadrupolaire subit 
une suppression tres forte et les transitions dominantes sont des tran- 
sitions dipolaires magnétiques. Vu que pour ces transitions la regle 
de sélection en moment exige que [AJ] = 0, 1, et l'énergie des 
niveaux de structure fine varie de façon monotone à mesure qu'’aug- 
mente J, les transitions dominantes A1 spécifiées s'effectuent entre 
les niveaux voisins de la structure fine. L'’estimation grossière de la 
probabilité de radiation selon (2) avec #o — «“e*/a fournit 


e?a° 6 et 


PTE Re 


C Te 
=a2— 10 rer 


14.11. Cherchons la forme de Ia f.o. d'état du photon à J — 0 
en représentation d’impulsion (en vertu des traits spécifiques du 
photon il n’existe pour ce dernier au sens habituel (comme amplitude 
de probabilité) de f.o. en représentation en coordonnées). 

La f.0o. D... cherchée ne doit dépendre que du vecteur impulsion 
p = *ket de la polarisation e du photon (en outre, il est immédiat 
que la dépendance du vecteur e est linéaire) et constituer un scalaire, 
c'est-à-dire ne pas varier avec les rotations du système de coordon- 
nées, puisque J = 0. La forme la plus générale de cette fonction *): 


Dr=o = f (k)(ek) (1) 


(f (4) est une fonction quelconque). Toutefois, la f.o. du photon doit 
Satisfaire à la condition de transversalité de sa polarisation. Cela 
Signifie que l’amplitude de probabilité de polarisation longitudinale, 
lépondant à ellk, doit être nulle. En posant dans l’expression (1) 
e — ket en exigeant que dans ce cas D. — 0, on obtient sans peine: 
Do = f (k), k° = 0, c’est-à-dire que f (k) = 0. Respectivement, 
D;=0 = 0, de sorte qu'il n'existe pas d’états de photon à J = 0. 

L'absence d'états de photon à J = 0 explique le fait que les 
transitions « 0 —— O0» du système avec émission d’un seul photon 


*) Habituellement l'état du photon est décrit au moyen de composantes 
de Fourier du potentiel vectoriel A(k, £) en se servant du calibrage kA(k, t) — 
— 0, Ao(k, 1) — 0. Le lien entre ce mode de description du photon et celui 
utilisé dans 14.11 et 14.12 est de fait fixé par la relation D — e,4,. 
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sont strictement interdites et que cette interdiction est, en fait, liée 
à la transversalité de la polarisation du photon. 

14.12. La f.o. du système à J — 1 de parité positive { = +1 
est une combinaison linéaire de composantes du vecteur axial a 
(avec l’inversion des coordonnées fa — +a). Ce vecteur axial doit 
s'exprimer en fonction des vecteurs suivants caractérisant le système : 
k —k, —k, (k, + ks — 0 dans le s.c.i.); e;, e, — vecteurs 
polarisation des photons. En outre, la dépendance de a de e,, e, 
est linéaire. La forme la plus générale de ce vecteur axial est: 


a = f1 (k)(lese.l k) k + f2 (k)leseel + 
+ fa (k)(esk)le;k] + f, (k)(eik)le.kl, (1) 
où f1, ..., ,(k) sont des fonctions scalaires quelconques. 


Avec la permutation des variables de photons (k,  k,, e, + e, 
et k—> —k) l'expression (1) se transforme de la façon suivante: 


a— a” — —/(lee.l k)k — f.leie,] + 
+ fa(eik)le.k] + /,(e.k)le.k], (2) 


mais comme les photons sont des bosons identiques, on doit avoir 
a’ — aet de la comparaison de ({) et (2) il s'ensuit que f, = f, = 0, 
fa = f,- Donc, 


a — fs(%) {(e-k)le.k] + (ek)le-k]1}. (3) 


Maintenant tenons compte de la condition de transversalité de 
polarisations des photons qui exige que pour les photons longitudi- 
naux e,,: © k,,, © k la f.o. (et, par suite, le vecteur a) soit nulle 
(voir problème précédent). En portant dans (3) la valeur e, = k 
et en exigeant que soit remplie la condition a = 0, on obtient f, (k) — 
= 0; respectivement, a = 0, ce qui démontre l’absence d’états du 
système à deux photons avec J = 1 et ?Z = +1. 

Pour les états de photons à J — 1 et à parité Z — —1 la f.o. 
constitue une superposition de composantes du vecteur polaire v 


(avec l’inversion /v — —v). La forme la plus générale de ce vecteur 
est la suivante: 


v = gi(f)(ese:) k + g:(%)(e.k)(e-k)k + 
+ g3(%)(eik)e, + g,(k)(e-k)e.. (4) 


Avec la permutation des variables des deux photons l'expression 
(4), comme on le note sans peine, se transforme de la façon suivante: 


V—v = —£i(e;e.)k — g.(e.k)(e.k)k — £s(e-k)e, — g,(e:k)e.. 


La condition de symétrie de la f.o. exigeant que v — v’ fournit 
Li = La = 0, g3 = —£g,, tandis que de la condition de transversalité 
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des photons il s'ensuit que g; = 0, c’est-à-dire v = 0, ce qui démon- 
tre l'absence d'états à J = 1, Z — —1. 

Le corollaire dérivant du problème résolu est l’interdiction de 
désintégrations des particules de spin s — { (mésons vectoriels) en 
deux photons. 

14.13. Cherchons la probabilité de transition (en l’unité de temps) 
du système « particule + photon » de l’état décrit par la f.o. 


Vie. 0 0 = ein; p=0, E,=fh&, (1 


à l’état à f.0. 


1 i h ps 
y, —= | u,0:: 0, .. .) 2 eiPat/ ‘ E, — De ho, (2) 
sous l'effet de la perturbation 
A e A A e? A 
= ———A(r)p+-z A?(r) (3) 


(la forme explicite de l'opérateur A et les notations utilisées ont été 
examinées dans 14.1). 

Le processus étudié s’effectue en second ordre du calcul des per- 
turbations suivant le paramètre « e » (en fait le paramètre de déve- 
loppement est e*/ñc). pre la formule générale 


du = À s [VatX # MU - F des. (4) 


En outre, dans les éléments matriciels V,,, V,, figurant dans la 
somme en états intermédiaires de v, on doit se limiter au premier 
terme de l'expression (3) (la prise en compte du second terme don- 


nerait des termes de quatrième ordre en « e »), mais comme pY; = 0, 
ces éléments matriciels sont nuls, comme toute la somme de Ia for- 
mule (4) dans son ensemble. Aussi la probabilité de transition est- 
elle entièrement définie par l'élément matriciel V;, valant 


IPli= Se 4 1AÂI = 


— AVES (e,e.) \ eipar/h+ikir-— ip>r/h—ik.r dèr = 
m Q1Oa « 


21he3 
— VE (e,e2) Opi+hks, P:+hk; (5) 


(on a utilisé les notations e, au lieu de es,c,, etc.). 

La présence dans (5) du cofacteur Oôp,4rx,, p,+1k, exprime la 
loi de conservation de l'impulsion au cours de diffusion et signifie 
que l’état final du système est complètement défini par les rombres 
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quantiques k., 0, du photon (dans ce cas l’état de la particule défini 
de façon univoque par son impulsion est régi par la loi de conserva- 
tion de l’impulsion). C’est pourquoi en déterminant la densité d’états 
finals il ne faut tenir compte que des états du photon. En négligeant 
l'énergie de recul de la particule 

hk, 


m 


(P2 CC hki, 2€ Mc, E, = p5/2m ad R2k? olm=hk1, 2C £ 2€ hoi, 2) ; 


on obtient, comme dans 14.1 (E, = ho), 


et l'expression (4) prend la forme 


4 
du= 7 |(ee.)|? 4. (6) 


En se servant de la relation do = dw/j = dw/pc = V dwic 
(p = 1/V étant la densité volumique du nombre de photons), on 
aboutit à la section différentielle de la diffusion élastique de photons 
par une particule chargée. 

En écrivant (e,e:)° = e;ç01n0o;6en et ayant procédé dans la for- 
mule (6) au centrage en polarisations des photons incidents et à la 
sommation en polarisations de photons diffusés moyennant les rela- 
tions 
(exo): (exo)n = _ D (exo); (Exo)n — _ (Sin — +) 3 


Le 


on obtient sans peine les sections différentielle et totale de la diffu- 
sion de photons non polarisés (0 — angle de diffusion): 


4 
do = (1+ cos? 0) dQ, (7). 
8x ei 8x . 
eg ue ae ® 
Ici r, = e*/mc* est le rayon classique de la particule chargée. 


Les expressions (7), (8) ne contiennent pas la constante de Planck 
et coïncident avec les résultats correspondants de l’électrodynamique: 
classique. 

14.14. La transition de l'état initial, décrit par la f.o. 


1 
Y,= | x ,c 0, .. .) Yo Van | CE 0, . 0? E;,= Rw,, 
à l'etat final 


1 
Y,— | los 0, .. .) Yo = Var | Âx,0 0, . 7: E;=h0. 
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sous l'effet de la perturbation 


A 


= — d'Ésag (0) — — dnÉsaa (0), 
à CET TM A à 
Esaa (0)= à à. 4 es Ex (Ako — ko) 
ko 


{voir 14.5 ; on ne considère que le degré de liberté interne du rotateur 
«en le posant dans l’ensemble localisé au point r — 0) s'effectue en 
second ordre du calcul des perturbations et sa probabilité (en l’unité 
de temps) se définit par la formule générale (V;;, = 0) 


2 "tlÿl VI à 
de] x AD ED de, (1) 


On remarque aussitôt que l'apport non nul à la somme dans (1) 
ne fournissent que les états intermédiaires suivants: 

1) Vi = im (0, P) I rio Aka O0, ...), Es = R2/T + ho, + ho, 

2) Vo, im(0, p)10, 0, ...), E,—h?2/I, 
dans lesquels le rotateur se trouve sur le premier niveau excité à ! = 1 
{dans les autres cas l'élément matriciel de perturbation V c- dn 
est nul). Compte tenu de ce que Æ, = RL (1 + 1)/21, ©, = & = 
= © — les pulsations des photons incident et diffusé — sont iden- 
tiques, et avec la prise en compte de l'expression 

_ Vo? dQ: 
PI En he 

on obtient, no (1), 


do= = | > ({—=0, m—=0In;|1, m)(1, mIn,|0, 0) x 
m= — 1 
Cyhéei ne C1ilek "1 12 
x[r R2/1 Lu er | da2,. (2) 


La somme en m dans (2) se calcule sans peine: 


2: (0, 0, mil, m)(1, m In4l 0, 0) = 


m 


= D (0, Olmll, m){l, mlinsl 0, 0) 


I, m 


È 1 
= (0, Olrin,] 0, 0) = | nr dQ = + En (3) 
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(la sommation peut être considérée comme s'étendant sur toutes les 
valeurs de /,m, car pour L Æ 1, on a l'égalité (1  1,m I|n3| 0, 0) = 
= 0; on a tenu compte dans (3) du système complet de fonctions 


sphériques à LE, ml, m|= Î). 
Compte tenu de (3) l'expression (2) prend la forme 
4 witdt : h3/1 12 
dw — T TS (e,e.)° Gr | dc)... (4) 


En posant (e,e:)* — e;;e1r€25€2r, effectuons dans (4) le centrage en 
polarisations du photon initial et la sommation en polarisations du 
photon diffusé en recourant à la relation 


Gxohi Con = + D (euc): (exo)n = 7 (Bin —r-) . 


0 


Finalement, on obtient (6 étant l’angle de diffusion) 


sd I 2 . 
= | (1 + cos” 0) dQ. 


Compte tenu de la relation entre la section et la probabilité 
do = dwl/j, où j = pc = c/V (p = 1/V est la densité du nombre de 
photons), on obtient les sections différentielle et totale de la diffu- 
sion élastique des photons par le rotateur 


2w4d4 I 72 | 
d = + | (1 + cos? 6) dQ, 


9c+t : 
321044 I 2 () 
6(0)=— [ PER E | 


Selon (5), on a dans les cas limites 


32nwt di]2 
27htct 


« 
O (w) RE pour ol 5 h. 


6 (w) & pour ol <kh, 


Pour wo —+ h°/I la section de diffusion croît indéfiniment, tra- 
duisant ainsi sa nature résonnante. Toutefois, pour ces pulsations 
du photon les formules (5) ne peuvent directement être appliquées, 
car dans le calcul de la section il faut tenir compte de la largeur 
naturelle du niveau excité du rotateur (avec L! = 1). 

Voir également, en rapport avec ce problème, 14.17. 
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14.15. Cherchons la probabilité de transition (en l'unité de temps) 
du système « oscillateur + photon » de l'état initial à f.o 


Y,=%, 0 (r) | lo» 0, . ss) E,=fhw, +3ho,/2 
à l’état final 
Yÿ; LE W00 (r) | ln:0. 0, CC D; E; — ho, + 3h&,/2 


(Finn, sont les f.p. de l” Sur rs de l’oscillateur répondant aux 


v.p. En = hioo (N + 3/2), = (n, + nr: + ns), voir 4.23) sous 
l'effet de la perturbation 
V— — + À ()p+-— 5 + À? (r) (1) 


(la forme explicite de l'opérateur À est donnée dans 14.1). 

La transition s'effectue en second ordre du calcul des perturba- 
tions suivant le paramètre « e » (plus précisément, le paramètre de 
développement est e*/ñc) et sa probabilité s’apprécie suivant la for- 
mule générale 


dw +. Va+> ae | 


dpi (2) 


En outre, la valeur de l’élément matriciel V,, se détermine par le 
second terme de l'expression (1) (ee), tandis que le calcul d’élé- 
ments V,,, V,; n'exige que le recours au premier terme de (4). 

Pour les calculs subséquents, appliquons l’approximation dipo- 
laire, c’est-à-dire remplaçons les facteurs exponentiels entrant dans 
l'expression de À par 1:e+ikr æ 1 (pour cela il faut que ik, € Po = 
= V fimos). On obtient sans peine (w, = w: = ©) 


2nh 
Vi = re (e; €). (3) 


Il y a deux types d'états intermédiaires | v) dans la somme de (2) 
à contribution non nulle. Leurs f.0. et énergie sont: 

en 100, 22: E, = ho, (N + 3/2), 

Y, = ann | lxo lx,0,: 0, . ), EE: 2ho + TOP (N + 3/2). 
En se servant de la forme connue d'éléments matriciels de l'opéra- 


teur À, on réduit aisément la somme mentionnée à l'aspect (en appro- 
ximation dipolaire) 


V V 27e? A 
> RE = — Vo D (0, O, Olpilrs, n3, ns) X 


UAUPUE 


À (ni; ALT Na Pal 0, 0, 0) {+ en), (4) 


W— No —0— No, 
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Comme Vin, = Vn (x) Pr. (y) VS (z) et l'élément matriciel 


d’'impulsion de l'oscillateur linéaire (m | n) n'est non nul que 
pour [m — n| — 1, on note que ne sont non nuls que les 
termes de la somme (4) pour lesquels N = (n1 + n3 + n3) = 1 


(l'élément matriciel de la composante Px = P de (4) est non nul 
seulement pour r, = À, ñ2 = n3 = 0, p, = Pe pour n; = À, r = 
— n, = Oet de même pour p.). Dans ce cas, comme il est clair, on a 
l'égalité 


> (0, 0, 0 Pi Ninon) (Nyons Pal 0, 0, 0) — 


Hiltans 


A . h 
= |(1 1p| 0)1° x — Ts Oh 
où lp! 0) = — (0] pl 4) = i V fimos/2 est l'élément matriciel 
d’'impulsion de l'oscillateur linéaire. 
Compte tenu de ce qui vient d'être dit, on réduit sans peine l’ex- 
pression (2) à la forme 


__ 21 21h \2 wt(e,e-)? 
do es Va) Toro 1: O) 


Profitant de l'écriture (e,e,)* = eyre1r@oiton, effectuons dans (5) 
le centrage en polarisations du photon en état initial et la sommation 
en polarisations en état final en recourant à la relation 


(exo) Crohr = 7 D (exc): (euo)n = 7 (On — -) . 


k° 


En définitive il vient (6 étant l’angle de diffusion) 


Dé 4n°ñeiw? 
7 mV?(02—w$)? 


(1 + cos? 6) dp,. 


Vw?dQ 3 ; 
PAYS et en profitant de la relation 
liant la section et la probabilité du processus (p = 1/V étant la 
densité du nombre de photons): do — = — =, on obtient 
l’expression définitive des sections différentielle et totale de la dif- 
fusion élastique du photon par l'oscillateur chargé : 


Etant donné que dp, — 


do "etwt (1 + cos: 6) 


8 eiwt > 
OR ne LE (7) 
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Les expressions obtenues (6), (7) ne contiennent pas la constante 
de Planck et coïncident avec les résultats correspondants de l'élec- 
trodynamique classique. 

14.16. En ne considérant que le degré de liberté de spin, on pose, 
pour fixer les idées, que la particule est localisée au point r = (. 
Cherchons la probabilité de transition du système de l'état initial 


Vi = Hilliios 0, ...), ÆEi = ho: (1) 
à l’état final 

VW = Yollr,os 0, -..), EE; = ho: (2) 
(%1,2 Sont des fonctions de spin correspondantes) sous l'effet de la 
perturbation (voir 14.7) 


ë "2nhc? 


V= — prod (0) = —iu6 XV ue IKéxol(auo — Géo). (3) 
k,0 


La transition s’effectue en second ordre du calcul des perturba- 
tions et sa probabilité s'obtient suivant la formule générale 


4 v Vvi 
Li | dp;. (4) 


Dans le problème concerné la somme en états intermédiaires 
|v) comprend quatre termes correspondant aux états décrits par 
la f.o. 


Pos, 10, 0, ...), E,=0, 
Ty Ys, ro Îk,0, 0, .. s)s E,=—2hko, 


1 0 
où, habituellement, Xs,=12 = Gi Xs,=-1/2 = (): il a été éga- 


lement tenu compte de l'égalité entre énergies (pulsations) des pho- 
tons : Oy = Oo = O. 
On voit aussitôt que la somme dans (4) prend la forme 
VV nc * 2 
> RL = ar Di {(xr0 leche] %a,) (43,0 leaks] x4) — 


S3z 


— (120 leik] x.) (20 lek2]4)}. (5) 


Pour effectuer la sommation en s, il faut écrire sous forme explicite 
la première partie de l’expression (5) (ainsi, le premier terme entre 
accolades est de la forme 


(22 Va [e-k,] 3. B°Xs.. vOvo [e,k;] #10 
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de façon analogue s’écrit le second terme) et recourir à la relation 


, 1 0 1 0 


En définitive, l'expression (5) s'avère égale à 


Vies O2 Le is. À. | 
EE, 7 Va Xa (OiG21On in — OnGnO ilot} L4s (6) 
v 


où sont introduites les notations 
4,2 — [@1, ki, 2], c'est-à-dire (a.2);— Enr (©1, 2)n (Ka, 2). (1) 


Compte tenu de la propriété des matrices de Pauli 


A A 


COR —— CAES — 2ientOrs 
l'expression (6) peut être de 
7 Va 4inciu 
2 RE. = = Gone KO IX (8) 
Comme dp; = Enr , Selon (4), (8) et la formule liant la 
probabilité à la section du processus : 


do = dw/j = dw/pc = V dwlc 


(p = 1/V est la densité du nombre de photons), on obtient la section 
différentielle de diffusion des photons par le moment magnétique 
sous la forme 


me - 
do = | Ernt2idinX2 O1X4 |? dQ. (9) 


Effectuons dans la formule (9) le centrage en polarisations de 
photons incidents et la sommation en polarisations de photons diffu- 
sés. Pour ce faire, représentons le carré du module d’élément matri- 
ciel dans (9) sous la forme 


[(Or)o1Ein1@2idin |? = (Or)21 (Or)21 EihtEmnt 2211 Em in - 
Avec la prise en compte de (7), il vient 
——— 1 
dindin 2 > Ehsp (ex,o1)s ki ptnuw (ex:o1)u kiw a 


O1 


kisk 1 
= KipKjuEns pEnuw (ôvu ES us | — 2 En psEnwsK1p{1w 
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et de façon analogue 


; 
2 ijlom — EipsEmws2 phaw- 
z 


Effectuons ensuite l'intégration en angles de diffusion du photon 
4 


4 ,, Br 
| > Zsilom de? en ES R2E, pstm PS — 3 k26 nr 
Os 


A la suite des transformations mentionnées, on obtient la section 
de diffusion sous la forme 


16% jp! *. k,,k 
3 h?c? (Ou)ar (Oro EirtEintEn psEnws 1 pi 


ou bien, en tenant compte de la relation connue Eeynreint = ÔnnÔ1it — 
— OntÔins 


16 k * 
On or (Ondes (O1)a (Ou? + kuku}. (10) 


L'expression (10) est fonction de l’état de spin de la particule avant 

et après la diffusion. Selon les conditions posées dans le problème 
1 

k, = (0, 0, k), %1 = () , et Si Xe = () (diffusion sans varia- 

tion de l'orientation du spin), alors (6), = (0, 0, 1) et la section 

de diffusion vaut 


167% pt 979 321 po 
SE D 2 RE DT (1) 


0 
En cas de retournement du spin %+ = ( 41 ona (6), = (1, à, 0) 
et la section de diffusion vaut 
__ 327 pto? 
#3 hic 044" (42) 


La somme des expressions (11) et (12) est la section totale de 
diffusion des photons par le moment magnétique de la particule de 
spin s — 1/2 


Pour une particule au spin arbitraire s, on a du — F s. On invite 


le lecteur à montrer par lui-même, en effectuant les transformations 
nécessaires dans la solution donnée du problème, que la section 


SOLUTIONS 641 


totale de diffusion des photons sur des particules non polarisées vaut 
dans ce cas 


167 po? (s+1) 
9 fic  sS 
ce qui pour s > 1 coïncide avec le résultat de l’électrodynamique 
classique pour la section de diffusion d’une onde électromagnétique 
par le moment magnétique, centré en différentes orientations du 
moment avec l’hypothèse de leur équivalence: 

161 / xuo \2 

Ca = 5 (-#.) 

(x étant le rapport gyromagnétique déduit de la relation u — xM, 
M — moment mécanique de la particule). 

14.17. La solution peut être obtenue au moyen de transformations 
simples lors de la résolution du problème 14.14. Vu que les éléments 
matriciels (L, MinlL', M>=0 pour IL — L'|1, alors en 
second ordre du calcul des perturbations, outre la diffusion élastique, 
on observe la diffusion inélastique des photons au cours de laquelle 
ne sont excités que les états du rotateur à L = 2. Les f.0. d'états 
finals possibles sont de la forme 


VW, = Yonrlrson 0), ÆEy = 3RYIT + ho, = ho. 
De façon absolument identique à ce qui a été fait dans la résolu- 


tion du problème 14.14 (il ne faut que tenir compte de la différence 
entre les pulsations des photons incidents o, et diffusés w.), on obtient 


3dt 2 
HE 102; Mr; nn|0, 0) CAPTANS Le | d(?,. (1) 


L'expression (1) est fonction de la valeur de M. En nous abs- 
trayant de l’état du rotateur après le choc, effectuons dans (1) la som- 
mation en /Â. Pour ce faire, écrivons 


[(2, Mini 0, (0) Eyse or l” —— 

= Exie2n€11€2m (0, Olrimml2, M)(2, M Iinyns|0, 0) 
et profitons de la relation 
D (0, Olnimnml2, M)t2, M lrunxl 0, 0) = 


M 


G — 


dO nr — 


= ÿ, (0, OlrnmlL, M)(L, M Irin,|0, 0)— 
LM 
— (0, OIrmhnl0, (0) (0, 0 Iran] 0, 0) = (0, 0 Irirmrinx| 0, 0) — 
— (0, 0 Irirm| 0, 0) (0, 0 Irinx| 0, 0) = 


1 
= 75 (30110um + 301mÔ1 — 201» 01m} - 
En déduisant cette relation, on a to compte de ce que les termes 
de la somme en L, M sont non nuls seulement pour L = 2 et L = 0 
4101572 
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et on a utilisé la condition de description complète du système de 
fonctions sphériques > IL, M X L, M] = Î, ainsi que les valeurs 
LM 
connues d'’intégrales 
1 1 
(0, Olrmnl0, = | nn dO +61, 


(0, 0 Irinmnin | 0, 0) = _. | HAUTUIUSS dè— 


1 
— 4 (Or 01m + OsÔnm + OimÔxt)- 


Compte tenu de ce qui vient d’être dit, on obtient sans peine la 
section différentielle de la diffusion inélastique des photons sommée 
en tous les états possibles du rotateur correspondant au niveau 


à L = 2: 
&,03d4 I 2 : 
do — 2 do y = es [ (+ I@2) (i — 10) | [3 + (ese.)°] dQ@,, 


qui une fois centrée et sommée en polarisations de photons (respec- 
tivement avant et après la diffusion) prend la forme 


@wSdt I 2 | ; 
do = | (13-- cos? 8) dQ, (2) 


et aboutit à l’expression suivante pour la section totale de la diffu- 
sion inélastique : 


L __ 167 wwïdt I 2 
Oineas= | RÉ Her Ceres (8) 


Dans les cas limites la formule (3) donne 


An di] 3h \3 5: 
Ginétas © ge par (oi — 7) +0, ho, 3h27 () 
(c'est-à-dire près du seuil), et 
167 di ; 
Oinélas Ÿ 57 pr DT D > R:I. (5) 


L'expression (5) ne contient pas de constante de Planck, comme 
également la section de diffusion élastique des photons O61as obte- 
nue dans 14.14. La section totale de diffusion 


167 di 
Otot — Oélas + Oinélas = —g — rer 


coïncide avec le résultat de l’électrodynamique classique. 
14.18. En procédant à la démonstration, il faut tenir compte 
de la condition de description complète du système de f.p. de l’ha- 


miltonien >) |m)(m|—1, des égalités ©ymn = —@nm €t Tmn = 
em 
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= (Znm)*, ainsi que des relations 
| A A i A 
OnmnTmn — rs (m|[Hz]|n) — ,. |P;| n), 


OnnEmn = D “er (m Pl n) = TE (m|LAp.lin) = 


os 
{ oU 
= msn). 
a) D [émizin)(2= Ù (n|z]m)(m|z|n) =(n|z°|n) ; 
b) Dom mizlnr= ne D {rIp<ime) (m|z1r)— 
— (n|z|m) (m|p,1n)}= Lu (n|PaE— Epain) = ge (In) =: 


c) À Gén KmIzin) 2e 2 (n|p,|m) (m|p,.In) = 


mm 


— + (n|P2n) | 


’ (m|paln) — 
BNNAE de (alf n|[r Pxr || n)= 
ñ o2U 
— Qu? Li Ôx? n), 


Les relations obtenues se justifient également pour les compo- 
santes y et z der. Si le champ U(r) est central et l’état | 7) répond 
au moment ! = 0, c’est-à-dire est sphériquement symétrique, alors 
les seconds membres de toutes les relations pour toutes les trois com- 
posantes sont les mêmes (en vertu de l’équivalence de différentes 
directions) et l’on peut les écrire sous une forme plus symétrique: 


a) + (nrè|n) : b) x (pin) ; c) sa (n|(AU)[n). 


14.19. Les f.o. d'états initial et final du système « atome + 
+ photon » sont de la forme 


Pi Vollrios O, ..)) E;= Es + ho, 


VW, = Volluos; 0, A E;,= Es+ ho, 
41% 
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(#, est la f.o. de l’atome). La transition est réalisée sous l'effet de 
la perturbation 
z 


A 


V — 


Z 
e2 re 
rx >; A°?(re) (1) 
a=1i a=1 
(la sommation est effectuée en tous les électrons de l’atome). Sa 
probabilité (en l'unité de temps) est différente de zéro en second 
ordre du calcul des perturbations en paramètre « e » et selon la for- 
mule générale vaut 


VvVy 
du =—— Fat > RE f dy. (2) 


Dans ce cas la valeur de l'élément matriciel V,, s'établit au moyen 
du deuxième terme de l'expression (1) (e*) ; quant au calcul d’élé- 
ments V;,, V,1, on doit se limiter à la première somme de (1). 

En recourant à l’approximation dipolaire, c’est-à-dire en rempla- 
çant les facteurs exponentiels figurant dans l'expression de Â(r) 
par une unité: e+ikr æ 1 (cela est justifié par le fait que À = w/c —+ 
— 0), on obtient sans peine 


2nzeh 
Vai= 


I (ee) (3) 
(Z est le nombre d'électrons ; il a été tenu compte de ce que w, = ©, = 
_ es non nul à la somme en états intermédiaires |v) dans 
(2) fournissent des états de deux types. Leurs f.0o. et énergies sont: 
Y,=#,10, 0, ...), E,=E£E,, 
Yo hlnios Âkeges dr.) Ev= En + 2%0 


(Y, et E, sont les f.o. et les énergies d'états stationnaires de l'atome). 

Compte tenu de la forme connue d’éléments matriciels de l’opé- 
rateur Â(r), on transforme sans peine la somme mentionnée en l'as- 
pect (en approximation dipolaire) 


= D ù S (OI Part) (nm pexl0) {+ EL, (4) 


n a—1b=—1 


où Oon — (£o — n)/h. 


En profitant de la relation (0 IP. n) = im@on(0 |r,| 7) 
et en introduisant l'opérateur moment dipolaire de l'atome d = 
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z 
= —e DE l'expression (4) peut être écrite sous la forme 
a= 


2 i 
— >» @6n (0]dy1r) (nld;10) { a + : (5) 
Les deux sommes de l'expression (5) possèdent la structure ten- 


sorielle suivante: 
S' 65. (Oldiln)(nldx10) 


Opn + © 


= A+ (©) Ôs, (6) 


ñn 


(on a tenu compte de ce que l’état considéré de l’atome a un moment 
J — 0 et est sphériquement symétrique; la sommation en états 
d’atome, comprenant la sommation en projection du moment sur 
l'axe de quantification, conserve cette symétrie). Après avoir effectué 
la convolution en indices à et k dans (6), il vient 


» &5,, (0ldilr) (nld:10 r &2 Idonl° _ 

4e + D É = E, 
VV V 

D ES 7e = (ee) [+ (©) + 4_ (w)]. (8) 


Une fois oi dans (8) le développement en puissances de ©, 
il vient 
Vo t 4 LA 4 , d : 2 
2 FE © FL ÉD won Idonl?+ot > en}, (9) 
n 


on 
n 


En NF « la règle des sommes » et la formule générale de pola- 
risabilité de l’atome f,: 


_ 3Zeth RICILIUIE 
> Oon1donl? = — om ”? RE 5 2 On 


n 


(« la règle des sommes » au cas d’un seul ie a été en fait obtenue 
au problème précédent, voir 14.18, b) ; la généralisation au cas de Z 
électrons est immédiate), on note sans peine que l'expression (2) 
prend la forme (il faut également tenir compte de la formule (3)) 
21 [ 2nhiwf 2 

do = + [Se (exe) | do. (10) 

En passant de la probabilité à la section, en centrant en polari- 
sations de photons incidents et en sommant en polarisations de pho- 
tons diffusés (de façon identique à ce qui a été fait lors de la résolu- 
tion du problème 14.13), on obtient les sections différentielle et 
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totale de”diffusion : 


do — QUE (1 + cos? 0) dQ, o (w) = lé wo 


Ces expressions coïncident avec le résultat de l’électrodynamique 
classique. 

14.20. Le système « atome hydrogénoïde + photon » se trouvant 
en état décrit par la f.o. (a = k°/Ze?m) 


Vi Vo(r)lno 0, ..)= TS [nos 0 ’ 603 
: (1) 
Ze? 
E,=ho— "ZT, 


du fait d’absorption du photon par l’électron s’effectuant sous l'effet 
de la perturbation 


V=—— A(r)p+ + À%(r), (2) 


peut passer en état en lequel on n’a qu’un seul électron dans le champ 
coulombien du noyau. Vu que l’énergie de l'électron vaut dans ce 
cas e, = Ej = ho — 1 5 I = m (Ze*)*/2k°, on peut négliger l’ac- 
tion du champ du noyau sur l'’électron et choisir la f.o. d'états finals 
possibles sous la forme 


eh |0,0,...), E;—=2 (3) 


(pour être plus précis, il faudrait remplir la condition Ze?/ñiv, — 
= < 1). La probabilité de la transition (en l’unité de temps) 
se détermine par la formule générale 


2 
du = Val? des. (4) 


Compte tenu de la forme explicite de l'opérateur À donnée dans 14.1, 
on obtient 


2xhk € : + 
Vo 7e | e— ipr/h+ikrne-r/adir. (9) 
Pour calculer l’intégrale de (5), profitons d’abord de l’hermiticité 


de P et rapportons son action sur l’exponentielle située à gauche de 
lui; l’intégrale ainsi obtenue se calcule en coordonnées sphériques 
à axe polaire le long du vecteur x = p/# — k: 


| e-ixrpe-r/ed3r = hyx | e-ixr-r/aqg3r — . | (6) 


Va= —— (Ap)} = — 
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Compte tenu de l'expression de la densité d'états finals 


_. _Pp? \ Vpdp*dQ __ _Vmp > 
dps = | ô (for 2 2m | JOnAS — Qi C2 (1) 


et du lien entre la probabilité et la section du processus 
Ag ==. de Va (8) 
j pe c 


(p = 1/V étant la densité du nombre de photons), on obtient, selon 
(4)-(8), la section différentielle du photo-effet : 


do — -32*e (ex SP} À°p 
7 m@c [i?+aï(p—%k)} 


Comme e, = pu/2 & hkc € mc° (v € c), p à hk. Cette circons- 
tance prise en compte, ainsi que la condition pa > À de l’expres- 
sion (9), et ensuite, en y effectuant le centrage en polarisations du 
photon à l’aide de la relation 


dQ. (9) 


a À k; on 2. 
(exoP)* = D (exo): (ko)n PiPn — + PiPn (ôin — <7) = <- sin? 6, 
[e] 


on obtient la section différentielle pour les photons non polarisés 
16e2ñ5 sin? 6 dQ e? R3 \2/ Jo \7/2 . 
do = 32/5 )( +) (59) sin0dQ (10) 


moca® p° me? LT) 


et respectivement, la section totale du photo-effet 
PT n? \2/ I, \7/2 
AC hic )( me? | FE) (11) 


(lo = 1/2° = 13,6 eV est le potentiel d’ionisation de l’atome d’hy- 
drogène). 

La valeur numérique de (11) pour Z = 1 et fo = 5 keV vaut 
0,6-10-*$ cm. 

L'expression (11), multipliée par deux (deux électrons Æ), peut 
être utilisée pour le calcul (approché) de la section du photo-effet 
sur des atomes différant de l’atome hydrogénoïde (l’apport d’autres 
électrons en états excités est plus petit que celui des électrons X : 
les électrons excités sont moins fortement attachés au noyau, quant 
aux électrons libres, ils n’absorbent pas de photons). 

14.21. La solution de ce problème peut être obtenue par des trans- 
formations simples de la solution du problème précédent *). La per- 
mutation entre les états initial et final ne modifie pas la valeur de 


IV, (vu l'hermiticité de Ÿ). Il faut procéder aux modifications: 


O — 


*) Notons qu'en vertu du bilan détaillé les sections des processus mutuel- 
lement inverses du photo-effet et de la recombinaison radiative sont liées par 
une relation simple (voir 13.60). 
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a) dans l'expression de densité d'états finals 
Vo: dQ 
di Tnpre (Ao—et+IÆe,); 
b) dans la relation liant la probabilité à la section: 
duw dw V du 


do = — — — — : 
J Pele Ve 


c) remplacer le centrage en polarisations du photon par la somma- 
tion, engendrant ainsi le facteur complémentaire 2. 

Après les transformations mentionnées dans les formules corres- 
pondantes du problème précédent, on obtient les sections diffé- 
rentielle et totale de recombinaison de l’électron sur le niveau fon- 
damental d’atome hydrogénoïde : 


do:®. — 16752) (2) (<2)"" sine 0 ao, (1) 
CC 


Notons que la recombinaison de l’électron (rapide) sur les niveaux 
excités d’atome hydrogénoïde possède des sections de beaucoup 
inférieures et leur prise en compte donne une section totale de recom- 
binaison ne différant de celle trouvée dans (2) que de 20 %. 

14.22. De par sa nature physique, le processus de photodésinté- 
gration du deutéron est analogue au photo-effet, et le calcul de Ia 
section de ce processus répète complètement la résolution du pro- 
blème 14.20. Respectivement, en prenant pour modèle la solution de 
ce problème, on ne fera qu'indiquer les modifications à apporter 
aux formules de cette solution permettant de trouver la section de 
photodésintégration. 

Par f.o. V, (r) il faut maintenant entendre Ia f.o. du deutéron 


P)=y : te ’ E;=ho— 2, 


27ra r 


Ep = = __ — énergie de liaison du deutéron 

(M étant la masse du nucléon, u = M/2 la masse réduite du système 
composé d’un proton et d’un neutron). Dans l'expression (2) il faut 
effectuer des substitutions immédiates: e—> —e,m—>M,r—r, — 
— r/2. 

La forme de la f.o. W; se conserve; toutefois, on a maintenant 
E}; = p*/2u = p°/M. 

Les changements dans les formules (5), (6) ne sont en fait dus 
qu’à la variation de la forme de la f.o. W, (r). En particulier, la 
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formule (6) doit être remplacée par l'expression 


se er/a sai 
h— 37 — ARE pe - 
Î : P ee 1+ pa3/h: 
(en prenant en considération la nature dipolaire de l’approximation, 
on a aussitôt laissé tomber le terme ikr/2 dans l’exposant de l’expo- 


nentielle). 
La densité d'états finals est de la forme 


21 Va V Mp dQ ————— 
dp; — E [ fo — 89 — PE T7 | TT = En ; p=V M (ño—e), 
et, à la différence de 14.20, on ne se propose plus la réalisation de la 
condition #@ > £o-. 

Compte tenu de ce qui vient d’être dit plus haut, on aboutit sans 


peine à l’expression suivante pour la section différentielle du pro- 
cessus de photodésintégration du deutéron: 


do=2< hp(ep} d@ > et Ve h?p (ep)? dQ 
hic Mo | h23 Fa p F fic MSIE (©)  ? 
Ma? M | © 


qui, après centrage en polarisations du photon, prend la forme 


pu k2 Ve, p° sin? 0 do. 


M/? (Ao)® 
Respectivement, la section totale de photodésintégration vaut 
gr ee _MVep _ Bu eh? Ves(io—e)/? 
7 3 Rice MY?) 3 fc M (OP 


Notons en conclusion qu'avec la résolution du problème on a en- 
visagé les nucléons comme des particules sans spin. Or, il est aisé 
de comprendre que la prise en compte du spin ne modifie pas les résul- 
tats obtenus (naturellement, dans les conditions où les états de spin 
du proton et du neutron ne sont pas fixés, autrement dit la sommation 
est effectuée en polarisations de nucléons). 

14.23. L'état initial du système — électron libre et vide de 
photons — est décrit par la f.o. 


De 1 1P: = tn. 
Pi nn 0 0, ...)s E=- (1) 


19 


Sous l'effet de la , ù 
(2) 


il peut se produire la diffusion de l’électron s’accompagnant d'émis- 
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sion d’un photon. Les f.o. d'états finals possibles spl la forme 


Y,— 7e girl [Ano, 0, ...), Ej = + ho. (3) 


La probabilité de transition envisagée (en l’unité de temps) se 
déroulant en second ordre du calcul des perturbations se définit 
à l’aide de la formule générale 


dw= 2 | + nie vi 


EF | di. (4) 


Notons que l’élément matriciel V;, n'est pas nul déjà en premier 
ordre à cause du second terme de (2); cependant, il contient le fac- 
teur Op, ,p,+k exprimant la loi de conservation de l’impulsion avec 
émission de photon par un électron libre. Or, l'association de cette 
loi à celle de conservation de l'énergie aboutit, comme on le sait bien, 
à l'impossibilité d'émission d’un photon par un électron libre; 
aussi l’interaction de l'’électron avec le champ extérieur, décrite par 
le premier terme de (2) et aboutissant à la transmission d’une impul- 
sion au noyau, constitue-t-elle l’élément essentiel du processus 
étudié ; le dernier terme de (2) (—e*) ne fournit en second ordre aucune 
contribution à l'amplitude du processus. 

Les états intermédiaires v dans (4) apportant une contribution 
non nulle sont décrits par les f.o. de deux types: 


1 h3x3 
Tv, — VV ee [ro» 0, de -); Ey, — — + ko, 6) 
d 
{ : 2%2 
ar RE 


la sommation en v,,. se réduit alors à la somme en tous les vecteurs 
d'onde possibles x de l’électron en état intermédiaire. 

Compte tenu de la forme explicite de la f.o. et de l'opérateur 
Â(r) (voir 14.4), on obtient les éléments matriciels entrant dans 
l'expression (4): 


a A DPT ” x 
(Vi _— — (Ap)v,: = A a Eko | e-itz+k)r peikir dV — 
hi ee 
= — - S— (@xok 1) Obs, #+kr 
? ? 1 Ze® | 1 , 4nZe? 
= — 2V Sr k1— 2 
(vs fe r Le V | r CREREUW V (k1 —2)3 ? 
(6) 
7 a 1 Ze? ° 41 i 4nZe 
= — e — a ni ( -k ) ES 
(Pi 2e r je V \ An en av V(x—k)t ? 
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7 e 3° e 2nh a. 
(V};v, = ne (Ap);\, — V Vo. © | e” ik2+k)rpoixr A4 = 


h 2h 
_ = 4 Ja” (Cko%) Ôx,katk (P1,2 = Âiks, 2). 


La présence dans les éléments matriciels de facteurs de la forme 
Ôx,.x-x permet de réaliser sans difficulté la sommation en états 
intermédiaires (dans la somme en états de type v, est non nul seule- 
ment un seul terme à x — k, — k, et au cas d'états de type v, seule- 
ment le terme à x = k, + k): 


> SLETIEES __4nZet eh 2nh 
EE qq?  mV Vo 
on — 2e ES 
X4 RES R(ki— EN, R°kE _ R(k+k:) (7) 
2m 2m 2m 2m 


(kq = A(k, — k, —k) est l'impulsion transmise au noyau). 
La densité d'états finals vaut 


Fake V dk 
dp; = | Ô(E;, —E) 5 == 


(22) (a) 


— LL k5 __ h3ki V'omk: ñ2k …. 
mV?o3ke 


—=— ny Fe dQ,, d2, du) (re, — V/# —. ee) . (8) 


h 


En recourant à (4), (7), (8) et à l’expression liant la probabilité à la 
section du processus : 


onfobtient sans peine la section différentielle du rayonnement de 
freinage : 


do= (+) Eee x 


he ! n?qgf k,c 
exoki ex ok: 
X REk= = R? (k, —k)? pi cu h°k? = k2 (k+k)® dQ, ds, do. (9) 
2m 2m 2m 2m 


Vu que l’électron n'est pas relativiste et wo < mc*, on a 


nkÿ  M(ki—k) Mkk A? ” 
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En effet, 


h°k.k R2k2 _ k20° 
m 


KhO, 


ho 
7 2m ho 2mc? 


R3k;k _—_. hov: 
TE ue 


< hu. 


De façon analogue 


h?k2 …: h?(k<+k:)? 
2m 2m 


ho, q=k, -k—-k£&k,—k,. (11) 


Compte tenu de (10) et (11), l'expression (9) prend la forme 


_ e? (Ze=)? ka 
do — he n?qth3wc?k: 


lexog |? 402, dQ, do. (12) 


La formule (12) fournit l'information la plus complète sur le 
rayonnement de freinage. En ne nous limitant qu’à l’étude de la 
composition spectrale du rayonnement de freinage, procédons aux 
transformations suivantes. 

En négligeant la polarisation des photons émis, effectuons dans 
(12) la sommation en leurs deux polarisations indépendantes à l’aide 
de la relation 


D: (enoq)?= 2; (exo): (exo)n Zi9n = Jin (5 ne ] : 
Oo 


[e 


Alors 
do=—— go — — dQ,, AGE do. (13) 
Abstraction faite de la répartition angulaire des photons émis, 
effectuons dans (13) l'intégration en directions de leur fuite (elle se 
réalise élémentairement si l’on choisit l’axe polaire passant le long 
du vecteur q): 


__ 8 e?_ (Ze*}° ke | 

do — FI Fc EE "Rock d(2, do. (14) 

En effectuant dans l’expression (14) l'intégration en angles d'élec- 

trons diffusés, qui se réalise de façon élémentaire si l'on choisit l'axe 

polaire passant le long du vecteur k, (g* — k? + ki — 2k.k, cos 0), 

on obtient la section différentielle du rayonnement de freinage comme 

fonction de pulsation des photons émis (c’est-à-dire la répartition 

spectrale des photons): 
__ 8 e? _(Ze)? (VE+VE;—ñ0) 

Q0 = mntoes M | fo ]d (45) 

(E, est l'énergie des électrons incidents). La section totale du rayon- 
nement de freinage est infinie. 
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Vu que dans la résolution du problème l’action du champ du 
noyau a été assimilée à une perturbation, l’applicabilité des expres- 
sions obtenues exige la satisfaction de la condition Ze*/hv, € 1. En 
particulier, les résultats obtenus ne sont pas justes au cas où presque 
toute l'énergie de l’électron incident est transmise au photon émis. 


CHAPITRE 15 


ÉQUATIONS D’ONDES RELATIVISTES 


15.1. La solution générale de l’équation de Klein-Gordon peut 
être représentée sous forme d'une superposition *) 


Yr, t)=YO(r, t)+ WOU(r, 1), vo | dSkal+) (k) PE)», t), 
(1) 


de solutions particulières de cette équation formant un système 
entier **): 


y{*) _ e+itkr-w(h}t) on (k) — V k2c2 + m°cf/ RE 0. (2) 


La fonction Yi décrit la particule douée d’impulsion p = %k 
et d'énergie 8 = how > mc°. La fonction Yi” correspond formelle- 
ment à l'énergie &° = —h%w < —mc* et à l'impulsion —*%k. Cette 
solution de l'équation après la réalisation de l’opération de conju- 
gaison de charge constitue la f.o. de l’antiparticule d’énergie € — 
= fio > mc° et d’impulsion *k (voir 15.2). 

En nous limitant dans l’expression (1) aux superpositions Y*), 
YW() ne contenant que les fonctions Vi’ ou bien Wi” (soulignons 
encore une fois que seules ces solutions de l'équation de Klein-Gordon 
décrivent les états physiquement réalisables d’une particule libre 
démunie de spin!), portons les fonctions mentionnées Y{+) dans 
l'expression de Q donnée dans les conditions du problème. Une inté- 


*) I1 faut souligner que la solution générale (1) de l'équation de Klein- 
Gordon a un sens formel, vu qu’elle ne décrit aucun état à une particule. Les 
états uniparticulaires ne sont décrits que par les fonctions Ÿ(+)(r, t) et #(-)(r, t) 
séparément (voir 15.2). 


*+) Faire attention à la notation utilisée pour la f.0o. pt), 
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gration élémentaire avec prise en compte de la relation 
| eti-k") rg3r — (2x)5 Ô(k — k') 


donne 


QE = + CE À o (k) lat# ()[E dk, (3) 


c'est-à-dire que Q(+) a de fait un signe déterminé (mais différent 
pour les fonctions W(+)). 

Soulignons que bien que Q(*) et Q() possèdent des signes déter- 
minés, les expressions correspondantes sous l'intégrale pt<)(r, t) 
ne jouissent pas, généralement parlant, de cette propriété, de sorte 
que p(* et —p(") ne peuvent être interprétés comme des densités 
de probabilité. 

Au cas de particules chargées, on peut donner aux grandeurs 
p(*), p() une interprétation très simple en les associant à la densité 
volumique de la charge. Pour une particule de charge e l’expression 
ep{*(r, t) avec la norme Qt) — 1 peut être assimilée à la densité 
de charge en état uniparticulaire correspondant. La grandeur epl”) 
est la densité de charge de l’antiparticule en état adéquat. la norme 
Q() = —1 garantissant automatiquement les signes opposés des 
charges de la particule et de l’antiparticule qui lui correspond. 

Au cas de particules neutres l’interprétation parlante de grandeurs 
locales p(#)(r, t) est, en général, impossible. Toutefois. il ne faut 
pas voir en cette circonstance un défaut de la théorie, vu que les 
caractéristiques spatiales locales d’une particule sont dénuées dans 
le cas relativiste de sens physique profond. C'est lié au fait que la 
localisation d’une particule dans un petit domaine de l’espace exige 
de forts champs extérieurs. Mais dans de tels champs il est possible 
que de nouvelles particules apparaissent et le problème cesse auto- 
matiquement d’être à une particule. Pour cette raison dans les théo- 
ries relativistes le sens physique de Ia f.o. de la particule comme de 
l’amplitude de probabilité ne se conserve qu'en représentation d’im- 
pulsion (mais non en coordonnées!). 

La grandeur p{#)(r, t) peut d’ailleurs être interprétée comme la 
densité de probabilité d’une particule (et, respectivement, —pt)(r, t) 
de l’antiparticule) si on la centre par rapport à un volume spatial 
pas trop petit. 

15.2. L'invariance de l'équation de Klein-Gordon pour une par- 
ticule libre 

0? 


(— h2c2A + m?ct) Wir, t)= —h° SA Y(r, t) (1) 


relativement à la transformation C signifie que si W(r, t) est la 
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solution de l'équation (1), ŸY. = CW l'est également pour cette 
équation, c’est-à-dire que Ÿ et Ÿ, répondent à une même équation. 

En effectuant dans (1) la conjugaison complexe, on se convainc 
de façon évidente de l’invariance étudiée de l'équation. 


Comme où — 1, en conformité avec les conditions du problème, 
la solution générale de l'équation de Klein-Gordon peut être écrite 
sous la forme 


P = YOU(r, 4) + VOÛr, t) = VEUT, à) + CE, D) (2) 


(les fonctions W(+) sont définies au problème précédent ; notons que 
les signes « + » montrent la nature de la dépendance temporelle des 
f.o. correspondant aux énergies ou pulsations positives (—) ou néga- 
tives (—)). Cette solution inclut aussi bien les f.o. de la particule 
Y(® que de l’antiparticule W'*'; aussi ne décrit-elle aucun état 
physique uniparticulaire. L'étude de (2) au sens du principe de super- 
position ordinaire est, par contre, dénuée de sens profond, car dans 
cette relation une partie des solutions, décrivant l’antiparticule, 
subit une transformation antilinéaire. 


Notons que le sens physique de la transformation C, interprétée 
comme une conjugaison de charge de particules sans spin, apparaît 
avec l’étude non pas des particules libres mais des particules chargées 
plongées dans le champ électromagnétique extérieur qui agit diffé- 
remment sur les particules et les antiparticules (voir 15.3). 


De la relation W,. — CY = Y* il vient immédiatement 
Ve — L EP Fe. p'— Vip Fe,m — nm Ve Le Pr. 


En effet, si Y © exp(ikr) est la f.p. de l'opérateur p répondant à la 
v.p. Àk, la fonction de charge adjointe W, cs exp(—ikr) répond à la 
v.p. —hk, etc. 

19.3. a) L'équation de Klein-Gordon pour une particule de charge 
e dans un champ électromagnétique extérieur 


{a (—iiy—< A)" + mes} (in —ep)"v, (1) 


après exécution dans cette dernière de la conjugaison complexe, 
peut être écrite sous la forme 


{a (—iiv+< A}°+mai) Pe=(iñn Step) Y. (2 


qui représente également l'équation de Klein-Gordon, mais pour une 
particule de charge —e et de même masse m comme dans l'équation 
initiale (1). 

b) Après avoir accompli dans (1) simultanément à la transforma- 
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» 


tion C de la fonction Y la transition à un certain nouveau champ 
électromagnétique À —+ AÀ,, @—> p., on passe à l'équation 


{e2 ( —ih ++ A.) + mecs)  — (in &+ epe)" Fa 


LN pour À. = —A, ®. — —o est de la même forme que l’équation 
). 
c) Etudions un champ électromagnétique constant (les potentiels 
A, o ne dépendent pas du temps). L’équation (1) possède dans ce 
cas des solutions stationnaires de la forme W, —=e-ift/hp{r). Parmi 
ces solutions il y a des solutions répondant aux valeurs positives et 
négatives de l’énergie &e de la particule (comparer au cas de particule 
libre qu’on obtient lorsqu’on déclenche adiabatiquement un champ). 
Les solutions répondant à e >> 0, comme au cas de particule libre, 
présentent un sens habituel : elles décrivent les états possibles de la 
particule (il en est de même pour le cas de superposition arbitraire 
W# de ces solutions particulières). Les solutions pour e << 0, de 
même que la superposition arbitraire de telles solutions W(), n'ont 
pas de sens physique direct qu'on peut dans ce cas attribuer à Wi*’ — 


= CYO = WO* pris pour f.o. de l’antiparticule. En effet, Wi* 
possède une dépendance temporelle correcte et satisfait à l'équation 
de Klein-Gordon (2) d’une particule de charge —e opposée à celle 
de la particule dont la f.o. est W(*). Donc, la solution générale de 
l'équation de Klein-Gordon d’une particule plongée dans un champ 
électromagnétique s'avère, comme dans le cas de particule libre, de 
la forme 


Y = WA EL YO = WE LE CP, 


L'interprétation donnée plus haut de la transformation € comme 
celle d’une conjugaison de charge réalisant la transition de la parti- 
cule à l’antiparticule se fonde sur le résultat obtenu au point a) de la 
solution. Sous cet angle l’invariance de l'équation de Klein-Gordon 
établie au point b) traduit sa symétrie par rapport au remplacement 
de la particule par l’antiparticule : à tout état de la particule décrit 
par la f.o. W(t(r, £) correspond un état absolument identique de 
l'antiparticule à la fo. Yi(r, t) = Wt(r, t) (il faut dans ce 
cas intervertir le signe des potentiels du champ électromagnétique 
extérieur au cours du passage à l’antiparticule, ce qui concorde bien 
avec le sens physique de la conjugaison de charge). 

15.4. Compte tenu de la forme de l'opérateur de conjugaison de 


charge C pour des particules sans spin W, — CY = Y* (voir 15.2 
et 15.3) et en exécutant dans l'équation 
93 


(— h?c?2A + m°ci + 2mc2U) Y — D LEE D (1) 
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la conjugaison complexe, on aboutit à une équation absolument 
identique pour la fonction de charge adjointe *): 


(— ic! A + m°et + 2me2U) Y, = —h: __ ., 2) 


c’est-à-dire que l’équation de Kilein-Gordon pour une particule dans 
un champ scalaire est invariante relativement à la conjugaison de 
charge (notons que dans la transition de (1) à (2) le champ scalaire 
extérieur n’a pas varié. à la différence du cas de champ électromagné- 
tique où. pour assurer la symétrie de charge, il fallait remplacer les 
valeurs des potentiels par les valeurs opposées). 

Les équations (1) et (2) sont de la forme identique, à cette diffé- 
rence que la première décrit la particule et la seconde, l’antiparticu!e. 
Aussi si la f.o. Yr, t) décrit dans le champ U un état de particule 
physiquement réalisable, un état absolument analogue, décrit par 
la f.o. W. = Y, est ésalement possible pour l’antiparticule dans le 
même champ, ce qui démontre le caractère identique de l’action du 
champ scalaire sur la particule et l’antiparticule qui lui correspond. 

15.5. La parité interne d’une particule sans spin est définie par 
la nature de la transformation de sa f.0o. dans la réflexion des coor- 


données PWY(r, t) = +W(—r, t) et vaut +1 et —1 respectivement 
pour les fonctions scalaire et pseudo-scalaire. 

Les f.o. d'états de la particule et de l’antiparticule correspon 
dante sont liées aux différentes solutions particulières de l'équation 
de Klein-Gordon pour une même fonction W(r, t) (scalaire ou pseudo. 
scalaire) qu’on peut écrire sous la forme (voir 15.2) 


Y = YA) LE YO = y LE CY. 


où Wir = CYWO = WU), Les fonctions WW) et W'*' décrivent 
séparément les états de la particule et de l’antiparticule respective. 
ment. 

Les fonctions Ÿ(#) et W() sont de nature identique relativement 
à la réflexion des coordonnées (c’est-à-dire toutes les deux elles sont 
scalaires ou pseudo-scalaires); il en est de même évidemment des 
fonctions W() et Wi*’ (la conjugaison complexe ne modifie pas la 
nature scalaire ou pseudo-scalaire de la fonction). Il en résulte que 
les fonctions P(Y) et W'*’ sont de nature identique relativement à la 
réflexion des coordonnées, ce qui démontre l'identité de valeurs des 
parités internes d’une particule sans spin, et, respectivement, de 
l’antiparticule correspondante. 

Il faut souligner qu'au cas relativiste les parités internes des 
bosons peuvent être en principe déterminées sur la base de la loi de 


*) Ulr, t) est une fonction réelle, ce qui est l’analogue de la réalisation 
du potentiel et de l’hermiticité de l’hamiltonien au cas non relativiste.  - 
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conservation de la parité, car il est possible que s’établissent des 
processus de création et d'absorption des bosons séparément. Dans 
le cas non relativiste, au contraire, avec l'interaction des particules 
leur nombre (de chaque espèce) ne varie pas, et, par suite, la parité 
interne du système est la même à tous les stades du processus et ne 
peut être observée expérimentalement. Respectivement, il est impos- 
sible de distinguer la nature de la f.o. relativement à la réflexion des 
coordonnées, et, pour simplifier, on pose que la f.o. est scalaire. 

Notons que pour les particules de spin arbitraire les parités 
internes de la particule et de l’antiparticule sont les mêmes pour les 
bosons et opposées pour les fermions. 

9.6. En mécanique quantique non relativiste l’orthogonalité 


et la normalisation de la f.p. de l’opérateur hermitien Î se définissent 
par la relation 
|? (r) V,(x)dV=6(f—f) (ou 6, pour le s.d.), (1) 


dont la forme est étroitement liée à la conservation dans le temps de 

la normalisation de la f.o. [Y1* ay. 
Dans le cas de l'équation de Klein-Gordon c'est la grandeur 
ot ({rév-(w)vja  @ 


2mc° 


qui se conserve dans le temps, et c’est justement cette expression qui 
doit être utilisée pour la normalisation de la f.o. 
Représentons la f.o. W,,. sous la forme 


+ À (pret) 


qe LE) ET ou +) (p )e À ; £ (p) = V p°c2 + m°c$ => mc®, (3) 


où Yi" décrit la particule d’ impulsion p et d'énergie e, tandis que 
LS répond d’une façon formelle à l’impulsion —P et à l'énergie —e, 
en décrivant l’antiparticule d’impulsion p et d'énergie € (voir 15.2). 

En portant dans l'intégrale (2) au lieu des fonctions Y et Y" 


respectivement des f.o. 'ù et wie) "on se convainc aussitôt qu’elle 
est égale à zéro au cas de Lbetidne | du et gt) distinctes et est 


proportionnelle à ô(p — p'). C’est la propriété de l' orthogonalité : 
la généralisation au cas relativiste de la formule (1). En choisissant 
dans (3) C)(p) — a: on aboutit à la condition d’ortho- 
normalisation du système de fonctions sous la forme 
fi * 0 Go +)* ’ 
ee | (Up (pt) y) av 2 +6 (p— pr), 


ii | {us Hp — (£ ve) pp) dv = 0. 
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15.7. Si la solution W*(r, t) de l'équation de Klein-Gordon 
qui décrit l’état physique d'une particule est représentée sous 
forme d'une superposition de fonctions (comparer aux solutions 

. | — TT me —(pr-et) 
des problèmes 15.1 et 15.6) VW}: }/ ————e? - 


(2724) € 


go | a (p) Wi(r, 1) &p= 


£ : À (pret) 
| mec per TP p. (1) 


la grandeur Q(*) se conservant dans le temps peut être représentée 
sous la forme 


me [NE vo (wc) vo ar 


= [at (pEdp. (2 


Par analogie avec le cas non relativiste la fonction at*/{(p) (plus 
précisément, al*(p, t) = att(p)e-itt/) doit être assimilée à la 
f.o. d'état de la particule en représentation d’impulsion en utilisant 
la valeur 0) = 1 à des fins de sa normalisation. 

De façon analogue on peut introduire la f.o. de l’antiparticule en 
représentation d’impulsion, en se servant du développement de la 
solution YO(r, t) de l’équation de Klein-Gordon en fonctions 
Pr = pores 


= _ (— 2 = À (pr-er) 
ge [or (pepe [Ve (pen 97 ap, 
ainsi que de la liaison de la f.o. de l’antiparticule Yi*’(r, t) avec 
yo: Wt = CWT = Y* (voir 15.2). On saisit sans peine 


que la f.o. de l’antiparticule en représentation d’impulsion présente 
la forme a{*’(p, t) = a”*{(phe-itt/h, la condition de sa norma- 
lisation \ lac” (p, t)[* Sp = 1 est équivalente à la valeur 
QT = —1. 

Notons que la liaison entre les fonctions scalaires (ou pseudo- 
scalaires) Ÿ‘*, WT et les £.o. de la particule et de l’antiparticule 
en représentation d’impulsion diffère du cas non relativiste par la 
présence du facteur complémentaire V mc?/e(p) dans le développe- 
ment de Y‘*, W'* en ondes planes. C'est justement cette circons- 
tance qui empêche d'interpréter dans le cas relativiste les f.o. en 
représentation de coordonnées comme des amplitudes de probabilité. 
On aurait pu penser que l’introduction de la fonction 


: Es r dd 
Fr, = [av (p, Dr (3) 


42e 
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(et de façon analogue, de la fonction Ÿ:*' pour l’antiparticule) en 
guise de f.o. de la particule en représentation de coordonnées lèverait 
cette difficulté. Mais bien que cette fonction satisfasse à l'équation 


de Klein-Gordon et l'intégrale | [W'*'| dV s'y conserve dans le 
temps (exactement comme dans le cas non relativiste), l'assimilation 


de la grandeur p — [+ à la densité de probabilité présente tout 
de mème de sérieuses difficultés, car on perturbe le principe de con- 


servation de div j +<Pp = 0. De plus, l’introduction de cette 


fonction à des fins de la description d'état de la particule rencontre 
de grands obstacles sous l'aspect purement théorique aussi, vu qu’elle 
ne possède aucune propriété particulière par rapport à la transforma- 
tion de Lorentz. En effet, en prenant en considération le résultat du 


problème 1.51 et la relation ep) = V/ pc? + m°ci, on a, suivant 
(1) et (3), 


Po PES 1 2 | 
fr, L)=—= (LE) /4 y (r, t), 


c’est-à-dire que le lien de Y'*’ avec la fonction scalaire W'*’ se 
réalise au moyen d’un opérateur non local démuni de propriétés 
simples par rapport à la transformation de Lorentz. 

15.8. L'état arbitraire d’une particule libre est décrit par la solu- 
tion Y'*’(r, t) de l’équation de Klein-Gordon constituant une 
superposition de solutions particulières correspondant à des énergies 
positives (voir 15.1). 

La fonction W'* peut être représentée sous la forme 


«+ | mc? pr dSp 
AE ES 
où 
1 
ap, t)= a (phe n°" (2) 


est la f.o. d’une particule en représentation d’impulsion au sens habi- 
tuelde la mécanique quantique (voir 15.7). Avec la normalisation 


| Jap, t)F Sp = 1 (3) 
la valeur moyenne d'énergie de la particule se présente sous la forme 


e= | e(pla*#p, #12 dp = 


= [at(p, 1) V pre miciat(p, t)dp. (4) 
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Selon (1) 


PRESS i 
+ | ne dé ds 
4 CG) a”? (p, t) en | LA (r, t) 4 PAU (5) 


En utilisant (5), récrivons (4) sous la forme 


p(r-r°) 


e m?ct) WT)" (r, t) 2 Er, Dix 


= me | (ptet + 


X dSp dr” dÿr — | pH (r, à) (— h?c2A + 


En mc3 


| $ 


î , 
L mics) en PTE yen (r”, t) dSp dir’ dir (6) 


(remarquer l'ordre de disposition des cofacteurs dans la dernière 
intégrale). Après l’intégration en p dans (6), compte tenu de la for- 
mule 


1 


L: 
P —pr-r) ; 
TS A LL dip=ô(r—r), 


on effectue _ de façon élémentaire l’intégration en r”, de sorte que 


[PU (r, 2) (— REA + mc) VO (r, D) dir. (7) 


PT a 
On peut obtenir l'expression de € quelque peu différente, équi- 
valente à (7), si l’on profite de la relation découlant de (2) et (5): 


Fe +) 
— = a‘*?(p, t) 0. a° (p, +) 


ôt Ve 
i 
Î 7 PT À res dÿr 
TVR je St ane (6) 
En utilisant (8) dans (4), il vient sans peine 
= hi? Ô e 0 + 
= + | (HP, 0) HP (7. 0) dir. (9) 


Les expressions (7), (9) obtenues pour e supposent la normalisa- 
tion (3) correspondant à la condition 


 ow+ (+) 
[ler (p,orep= ht | (ut 2 


pb dr 1. 


L'étude menée se transporte directement au cas de l’antiparticule 
si l’on utilise pour la description de son état la fonction de charge 
adjointe Wi*’(r, t). 

Notons que selon (7), (9) l'expression de l'énergie moyenne d’une 
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particule sans spin peut être écrite sous la forme 
ñ2 | ogt+) gyt# 


+ 2e2 
RS + (VE MVE*)+ TE jy 12) dir, 


qui est analogue (au facteur de norme près) à l'énergie du champ 
scalaire (pseudo-scalaire) classique satisfaisant à l'équation d'onde 


(—A+-— +) Y(r, t)=0. 


E —= 


L'énergie de ce champ £ = | To d°r, où Too (ou 7,4) est la densité 
d'énergie du champ qui constitue la composante du tenseur énergie- 
impulsion et dont la forme est 


y* GC 4 _\lf* 9 | 
Too | + (Ve) (7) epey |. 


15.9. Le problème se résout de façon analogue au précédent. La 
valeur moyenne de l'impulsion est donnée par l'expression 


p= |plat'(p, dp= | at", pat (p, Ddp. (1) 
En se servant des relations (voir les formules (5), (8) du problème 
15.8) 
dÿr 
(2nA)ÿ8/2 ? 


re 
(2rA)/2 ? 


— i 
MC? (4 — ETES “7 pr 
eo (p; t)- | FT (r, te 
on 
——V moe a'*' (p, t) = | e h F + y“ (r, t) 
l'expression (1) se transforme sans peine en 


? 
BC per) 
ca | WU D pe ï 


p— 
x Ep (r, +) ip dir’ dir = 


h° 


i 
\ * 9 —p(r-r) 9 , , 
= paper Je 03e se Fo (D dpdr dir. (2) 


L'intégration dans (2) se réalise de façon élémentaire d'abord 
en p (elle fournit le facteur proportionnel à Ô(r — r’)) et, ensuite, 
en r’, et l’on aboutit à l’expression cherchée 


= #2 
P — nc 


À Pr, 2) PS (7, t) dir. (3) 


Compteïtenu du calcul mené, on saisit sans peine que l’expres- 
sion (3) peut être écrite sous une forme plus symétrique 
* 
ñ° FL apr gpt+) jy } dr. 


p= —— Fm AT a à 


(4) 
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L'expression (4) de l’impulsion moyenne d’une particule sans 
spin possède au facteur de norme près la forme de l’impulsion d’un 
champ scalaire classique (comparer à la remarque analogue relative 
à l'énergie du problème précédent). Les composantes de l’impulsion 


du champ se définissent par l'expression P; — | To dr, où Ti 
(ou 7';;) est la densité de l'impulsion du champ constituant les com- 
posantes du tenseur énergie-impulsion du champ avec Ty, © 
mi oY , ow* LL 

Oz; ôt ot or; 


15.10. Le problème se résout de façon analogue à deux problèmes 
précédents. En partant de la relation 


= { aa * dp= —i | at+»"(p, t) [pV9] a'* (p, t)dsp 


et en utilisant les transformations identiques à celles décrites dans 
les solutions des problèmes indiqués, on peut obtenir l'expression 
cherchée : 


_ ñ (+)* 0 | 0 + 
I= (y (r, fr LE t) dÿr, 


ou sous une forme plus symétrique : 


= ñ ap gen gt ge 
le 7 2mc® | [r. { ôr ôt Se ôt ôr par, 

dans laquelle elle a l'aspect du moment L d’un champ scalaire classi- 

que (comparer avec la remarque analogue relativement à l'énergie 

et à l'impulsion des problèmes précédents). Dans ce cas l’expression 

de la densité de moment À du champ présente un sens physique expli- 

cite, car elle peut être représentée sous la forme 


À (r, t) + [rx], 


où x(r, t)est la densité d’impulsion du champ (voir problème précé- 
dent). 

15.11. Les niveaux d'énergie et les f.o. correspondantes d'états 
stationnaires s’obtiennent à partir de la solution de l'équation sta- 
tionnaire de Klein-Gordon pour une particule plongée dans un champ 
magnétique 


(e(B+ a) 4m) ver o 


(e est la charge de la particule, H = rot A). Cette équation ne se 
distingue de l’é.Sch. non relativiste que par substitution de (e° — 
— m°c*)/2mc° à E 

1 


— (p—<a) we. (2) 
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En se servant du résultat connu de la solution de l'équation (2) 
pour un champ magnétique homogène (voir 6.4 et 6.6 où la résolution 
a été effectuée pour des calibrages différents du potentiel vecto- 
riel), il vient 


En. n = Mm?°ci + p? c2 2mc’hon + 1/2), 
n=0: ll... w—k1% > 0, 


Éne LV met = pic? = 2mc'ho(n + 1,2). (3) 


L'interprétation de deux valeurs de €pn différant de signe est 


identique à celle faite pour le cas de la particule libre. L’une d'elles, 
Ep n >> mc, représente les niveaux d'énergie de la particule (dont 
la charge est e), tandis que l’autre, &, , << —mc*, répond à l’anti- 
particule (de charge —e), l'énergie de l’antiparticule étant (—e) > 
> mc°; respectivement les spectres énergétiques de la particule et 
de l’antiparticule sont les mêmes (ce fait est à priori immédiat, car 
l'expression (3) est indépendante du signe de e; or laquelle des 
deux particules, de charge —e ou —e, est considérée comme particule, 
et l’autre comme antiparticule, c'est une question de convention). 

Il s'ensuit de la formule (3), comme dans le cas non relativiste, 
que le spectre énergétique du mouvement transversal est discontinu ; 
toutefois la distance séparant les niveaux voisins est maintenant 
fonction de la grandeur de la composante longitudinale de l’impul- 
sion, les niveaux n'étant plus équidistants. 

15.12. Les niveaux d'énergie et les f.o. correspondantes d'états 
stationnaires se définissent à partir de la solution de l'équation 


[— RCA + 2mceU(r)] Y = (e° — m°ct) Y, (1) 
de laîforme de l’é.Sch. habituelle dans laquelle l’énergie Æ£ est rem- 
placée par (£° — m°c*)/2mc*. 


Pour les états à moment ! = 0 Ia f.o. est à symétrie sphérique. 
En procédant à la substitution de la fonction R(r) = rY(r), trans- 
formons DR © en la forme 


— mèrêé 
RH EUR = ER. (2) 
La solution de l'équation (2) pour le champ considéré U(r) au 
cas où (e° — m°c*) < 0 est de la forme (R (0) = 0) 


R(r)= À sin FE 


Ber*r, r>a, 
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> 


Ve RE > 0 (3 


(dans le domaine d'énergies e* >> m°c* le spectre est continu et en 
états stationnaires adéquats la particule n'est pas localisée dans un 
domaine limité de l’espace). 

L'’exigence de continuité pour la fonction À et sa dérivée au point 
r = «a aboutit à une équation transcendante 


ZnÜ ça 1 SECTE CINE 
PR ALT TE = D — ya = — V RE — HR, (4) 


na 


définissant le spectre énergétique d'états s liés. 

Les principales particularités du spectre apparaissent sans peine 
si l’on envisage la liaison directe du problème considéré avec celui 
des niveaux du s.d. d’une particule non relativiste dans un puits de 
potentiel sphérique rectangulaire : 

1) dans un puits de peu de profondeur il n’y a pas d'états du s.d. 
et ces derniers n’apparaissent qu’à la condition que Uoa* > x°h*/8m ; 

2) avec l’approfondissement subséquent du puits (l’accroisse- 
ment du paramètre U,a*) de nouveaux niveaux du s.d. surgissent, 
tandis que pour les niveaux déjà existants la valeur de la grandeur 
(m°c' — ei) s'élève (traduisant l'accroissement de |£,| avec l’appro- 
fondissement du puits dans le cas non relativiste), c’est-à-dire que 
e, diminue avec l’approfondissement du puits; 

3) pour une certaine valeur critique des paramètres du puits 
l' ‘énergie (plus précisément, e5) du niveau inférieur prend la valeur 
e — 0, en posant dans (3), (4) eo — 0, on obtient l'équation 
déterminant les paramètres critiques: 


mca 2Uo cr 7 ocr æ\. 

8 me J/ Joe 1 mc° —1}=-Yy mc® re 9) 

Il s'ensuit de (5) que la valeur U,.. dépend de Îla largeur du puits a, 
mais en tout cas Ur > mc*/2; dans les cas limites: 


» mc . n°? 
a) Core - + rs a ÿ himc, 
? n a°h° n (6) 
b) CU cer © MC- Smiaici D mc, a h mec 


(les expressions (6) déterminent la plus petite racine U,.. de l’équa- 
tion (5) ; quant aux autres racines, elles correspondent à l’annulation 
de €, pour n > 1). 

Si les paramètres du puits dépassent les valeurs critiques, la solu- 
tion formelle de l'équation (4) fournit, évidemment, €5 << 0, c'est- 
à-dire que l'énergie €, devient une grandeur imaginaire témoignant 
ainsi d'instabilité de la procédure même du problème. 

Pour comprendre les causes de l'apparition de cette instabilité, 
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il faut prendre en compte le fait suivant. La solution du problème 


autorise de trouver la grandeur &°, de sorte que €, — +Ÿ e;. Les 
deux valeurs obtenues de l'énergie se distinguant de signe doivent 
être interprétées de la même façon qu'au cas de la particule libre: 
l’une d'elles, &, > 0, fournit les niveaux d'énergie de la particule, 
J’autre, €, << 0, répond à l’antiparticule dont l’énergie vaut —e, > 
> 0. En effet, avec la diminution de la profondeur du puits tous les 
niveaux €, >> 0 montent vers le haut et passent en un continuum 
€ >> mc”, tandis que les niveaux e, << 0 se confondent avec le con- 
tinuum € << —mc*. Respectivement, le spectre énergétique de la 
particule et de l’antiparticule est identique dans le champ scalaire 
extérieur, c’est-à-dire que le champ agit sur ces dernières de la même 
façon (à la différence, par exemple, du champ électrostatique ; com- 
parer avec 15.4). 

Pour les valeurs critiques des paramètres du puits l'énergie de 
l’état fondamental de la particule et de l’antiparticule prend dans 
le puits la valeur €, = 0. Il devient alors possible une génération 
‘spontanée de couples « particule + antiparticule » (ou de particules 
solitaires si elles sont réellement neutres), et ce fait justement est 
la raison de l'apparition d'’instabilité dans la solution du problème 
à une seule particule, notée plus haut. 

Ainsi dans le domaine relativiste pour des champs suffisamment 
intenses la procédure du problème à une particule perd son sens phy- 
sique. La situation analogue apparaît au cas de champs pas trop 
intenses, s’ils sont à prompte variation dans le temps, de sorte que 
les composantes de Fourier du «potentiel» U(w), répondant aux pul- 
sations © + mc“/h sont de beaucoup différentes de zéro. De façon 
formelle, l’inapplicabilité de l'approche uniparticulaire est liée 
dans ce cas à l’impossibilité de la « division » des solutions de l’équa- 
tion d'onde en parties indépendantes de pulsations positive et néga- 
tive (par suite de transitions entre elles), ladite division constituant 
l'élément essentiel dans l’interprétation des solutions de l'équation 
d'onde, confrontées aux états d’une particule. 

15.13. Les niveaux d'énergie et les f.o. correspondantes d'états 
stationnaires se définissent à partir de la solution de l’équation de 
Klein-Gordon 


{— htc + mtci} W = (e+ 2e } w. (4) 


Compte tenu de la symétrie sphérique du problème, on recherche 
la solution de l'équation sous la forme Wir) = Ri(r) Yim(0, ®). 
Il s'ensuit de (1) 


1 dd , MIUHA/2)—AA) Zee Ze \R= 
{ 2m r? dr dr 2mr° mc°r 2mc?r? 5. 
e3— mict 
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L'équation (2) est de la forme analogue à l’é.Sch. d’une f.0. ra- 
diale À d'état stationnaire (ntm = Ra 1Ÿ 1m) d’un atome hydro- 
génoïde en théorie non relativiste: 


Aus 4 MIUHARPAN 26) 7 LE A 
À er ee at EntBnt, 


et on en obtient après des substitutions formelles (x = e*/hc) 


Z a E n 9 2— m°ci 
D (HA + (41/2 —Z2@, En + —. (3) 
En profitant de l'expression connue des niveaux énergétiques 
de l’atome hydrogénoïde non relativiste 
po m(Zeÿ m (Ze2}° 
Eni=E; 2ère  Qh2(n,+1/2+1+1/2ÿ$ (4) 


et en y effectuant les substitutions (3), il vient 
(e2— m2ct) [n, + 1/2 + V (11/2) — Zral = — Zoe, 
d'où 
Z?a? 1/2 
= CE 1 — "© ——_————_—_—_—_—_—_—_— s) 
és { Zia2+{[n,+1/2+ V4 1/2) —Z3a]? O) 


(de façon formelle, dans le second membre de (5) il aurait fallu 
introduire deux signes: +; mais en choisissant le signe « — », on 
obtient des niveaux en trop pour lesquels il n'existe pas de solution 
physiquement possible pour l'équation (1); la raison en est que la 
formule (4) ne varie pas de forme avec la substitution de —Z à 2, 
mais alors elle ne décrit pas de spectre, car le potentiel devient répulsif 
et les états du s.d. n'existent pas; de même le potentiel coulombien 
de](2) pour € << 0 est aussi répulsif). 
Pour Za € 1 il s'ensuit de (5) 


En = En 1 — ME & — 


m (Ze?)° Za m (Ze?) 1 3 (6) 


2ère ns 2141 Sn 


Le second terme de (6) est une correction relativiste au résultat de 
laïthéorie non relativiste. Comme on le voit, la prise en compte 
d'effets relativistes lève la dégénérescence « accidentelle » des niveaux 
dans le champ coulombien. 

Pour Za > 1/2 la formule (5) aboutit à des valeurs complexes 
d'énergie (d’abord pour les états s, et, ensuite, pour des valeurs plus 
grandes de L), ce qui est le signe d'instabilité dans le problème con- 
cerné. La raison en apparaît sans peine si l’on remarque que le 
terme —Z*e* /2mc°r*° figurant dans l'équation (2) peut être considéré 
en langage de la théorie non relativiste comme une partie de l’éner- 
gie potentielle présentant une nature attractive. Pour Zax > 1/2 
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cette attraction devient si forte qu'il se produit une chute sur le 
centre (voir [3]). Par suite, lorsqu'on prend en considération la 
finalité des dimensions du noyau, cette instabilité liée à la chute 
sur le centre disparaît *). 


15.14. En représentant la f.o. Ÿlr, t), satisfaisant à l’équation 


de Klein-Gordon, sous forme de Ÿ — exp| — met | Y, écrivons-la 
de la façon suivante: 
k° RE ñ° 9? 
mn APS RER 5e Ÿ- () 


Le cofacteur exponentiel dégagé dans la f.0o. correspond à la re- 
présentation de l’énergie de la particule sous forme de £ — mc* + E. 
Pour les états stationnaires 


0ŸYE = h° 03 = E° 1 
ot — PE 2mc* ôdt° tee 2mc? PE 


Etant donné que la solution générale est une superposition de f.o. 
Yet, pour les particules non relativistes £ € mc°, le deuxième terme 
du second membre de l’équation (1) est petit comparé au premier 
(pour éviter des malentendus, soulignons que la solution considérée 
de l’équation de Klein-Gordon est une superposition de solutions 
particulières répondant à € => mc°). En négligeant ce petit terme, on 
aboutit à l’é.Sch. d'une particule libre en approximation zéro 


RS 0 — ih d e (2) 


Pour déterminer la correction relativiste à l'équation (2), repré- 
sentons la f.o. Ÿ de (1) sous forme de VW = W, + Y,, où [F,] < 
& |Ÿ,|, et écrivons l'équation (1) de la façon suivante: 


p° + Ô COL | 
2e Co V0) GE (Pot Per pr (Vo #0. (8) 


Le second membre de cette équation peut être transformé avec la 
précision exigée en la forme : 


9? 9? 52 12 
ae Mot V) à Ge Vo pr (2) Ve à 


Le | 
Rips P° (For Fi), 


*) Toutefois, même au cas d’un noyau de rayon fini À le subséquent ac- 
croissement de sa charge aboutit pour une certaine valeur Z.- (dépendant du 
rayon R) à l'apparition d’une nouvelle instabilité dans le système étudié dont la 
cause physique est analogue à celle analysée au problème précédent: dans un 
champ électrostatique suffisamment intense (comme au sein d’un champ scalai- 
re) il devient énergétiquement possible l'apparition spontanée de paires « par- 
ticule + antiparticule », de sorte que le problème à une seule particule perd 
son sens physique. 
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cette équation prise en compte. l’équation (3) prend la forme 


(CH) v-n . (4) 


2m &mSc® 


L'équation (4) est de la forme de l'é.Sch. à l'hamiltonien H = 
= p#2m — p‘/8mic? constituant une généralisation quantique natu- 
relle de la formule H = V/ pc? + m°ct — mc° = p''2m — p‘/SmSc? 
de la théorie classique. 

15.15. L'équation stationnaire de Klein-Gordon 


| c2 (p— A) + m°ct | W—(e— ep) Y 


au cas où [ep| € mc° et |E|  mc*° (e — mc° + ÆE) mérite, pour 
commodité, d’être écrite sous la forme 


a e 2 
PT A) E — eq) 
se PRET (1) 
où le second membre est de beaucoup inférieur à chacun des termes 
du premier membre. En négligeant le second membre, on obtient en 
approximation zéro l’é.Sch. de la théorie non relativiste. 

Pour trouver la correction relativiste à l’é.Sch. représentons dans 
(1) la f.o. sous forme de W = W, + W,, où W, est la solution de 
l’é.Sch. et Ÿ, décrit la variation de cette solution aux dépens des 
effets relativistes, de sorte que [W,] € [Ÿ,[]. Dans ce cas le second 
membre de l'équation (1) peut être transformé avec la précision exi- 
gée en la forme 
ER CP +) RE Vo = 


2mc? 


2m 
ceci pris en compte, l’équation (1) devient 
a e 2 x e 4 
(P-+a) (—+a) 
5 = Be EA eg} PE, 


autrement dit, constitue une équation aux f.p. et v.p. de l'hamil- 


7 2mc? 


tonien H présentant la généralisation quantique naturelle de l’ex- 
pression 


= V’ (p-< A}"e2+ mct+ep—mex 


» ee 2 = ee $ 
D Li ER Lier PU 
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de la théorie classique. 

15.16. Limitons-nous, pour faire image, au cas d'énergie de la 
particule proche de celle de repos, c’est-à-dire € — mc° + E, où 
LE] & mc°. L'équation stationnaire de Klein-Gordon 


{— RCA + m°c'} W = (e — ep)° Y 
peut alors être écrite sous la forme 


LR ER LA Fe E _—— E° PA: 


7 2m 2mc° mc° 2mc? 
analogue à l’é.Sch. à énergie potentielle efficace 


_*E (ep) _ Et, (ep) 
mes Ÿ Sms mes V 9ne° 


Üerr = ep + 


Si lep| > 2mc°, alors dans le domaine correspondant de l’espace 
Uurr < 0, c'est-à-dire que l'interaction de la particule et du champ 
est de nature attractive quel que soit le signe de sa charge. 

15.17. De même qu’au cas non relativiste do = |f[? d$, où 
f est l’amplitude de diffusion définie par l’asymptotique pour 7 —> œ 
de la solution Y*’ de l'équation stationnaire de Klein-Gordon 


_ R° Zeeje (Zeei)° } hr p5 +) 
2m A+ mcîr 2mc?r? Tps = 2m Ts? 


(1) 


.Por | 
pe (r) & e à + L einr  (e = V pic? + m?cs ). 


L'équation est écrite sous forme de l’é.Sch. à énergie potentielle 
efficace (dépendant de l'énergie totale e de la particule) 


= Zeeie (Zee: 
Üert = mcèr 2mc?ri * (2) 


Aussi nombre de résultats de la théorie de diffusion de particules 
non relativistes se transportent-ils directement au cas relativiste. 
En particulier, ceci se rapporte à la détermination de l’amplitude 
de diffusion en calcul des perturbations ; en approximation de Born 
elle s'exprime par l'expression 


: ù — 2 ._ 6 
| Uerre- ir dir (a= P LE , q9= _ sin). (3) 


m 
PB 


Une certaine précaution doit être prise en établissant les conditions 
d’applicabilité de l’approximation de Born: l’analogie notée plus 
haut entre les équations (1) et l’é.Sch. suppose l’utilisation en guise 
de caractéristique des particules libres (pour r — c) de la grandeur 
d’impulsion (et non pas de vitesse ou d'’énergiel). De sorte que les 
conditions connues de l’applicabilité de l’approximation de Born en 
théorie non relativiste se généralisent au cas relativiste de la façon 
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suivante : 
h° 


A » 
ma” 


hp 
nas (4) 


Pour le premier terme de l’expression (2) la première des con- 
ditions (4) exige la satisfaction de l'inégalité 


ñ Ze? ; È _ 
le, où LI (we=pe, lal—e) (5): 


lDorrl & lorrl & 


(autrement dit, le calcul des perturbations est inapplicable pour des- 
valeurs de Z suffisamment grandes, il faut que Z € 137). Respective- 
ment l’applicabilité du calcul des perturbations pour le second terme- 
de (2) se voit limitée par la deuxième inégalité de (4) exigeant que 

(Zee) hi 2e | € 1. (6). 


mc?r® mr? ? ke 


"+ 


C'est une condition plus faible que la précédente (5). 

On saisit sans peine qu'avec le calcul de l’amplitude de diffusion: 
suivant les formules (2), (3) on peut négliger le second terme de (2). 
En effet, comme il découle de (5), (6), le paramètre du calcul des per- 
turbations utilisé pour le développement est Zæ. Dans ce cas le- 
second terme de (2) fournit une contribution à l’amplitude de diffu- 
sion de l’ordre de (Za)*, c'est-à-dire identique à l'apport fourni par: 
le premier terme en second ordre du calcul des perturbations (ce- 
dernier n'étant pas calculé, la prise en compte du second terme- 
constitue donc une précision par excès). 

Compte tenu de ce qui vient d’être dit, ainsi que de la valeur de- 
l'intégrale 


| L eiar dir = 47/q}, 


on obtient sans peine l’amplitude et la section différentielle de la: 
diffusion : 


2Zeeie 


do _ re D [ Zee \? 1 
(= Riciq® ?  dQ = |fl & ] 


2L0Po sin“ (0/2) ” 
15.18. L’amplitude de diffusion d’une particule chargée sans. 


spin plongée dans un champ électrostatique œ (r) en approximation 
de Born est de la forme 


ÎB= — up Î Uerr e7 #4" dé, (1): 
où 
e (eg (r)\° 
Ur = = P ()—<— (2): 


(pour les considérations générales sur les formules (1), (2)}voir pro- 
blème précédent). 
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Dans le cas ultra-relativiste € Æ pc —+ oo on peut négliger le 
‘second terme de (2), mais alors 


+ 


fe ge | cUeriar ar = — EE (a). 
Respectivement, 
np°/h2 
( 2 HO - e° 2. 9 a 
o= 1/4. Lx | 16) (3) 
0 
(rappelons que dQ = —2x d cos 8 — a do). 


Pour p —+ la limite supérieure de l'intégrale (3) peut être 
posée égale à l’infini (intégrale convergente)et la section de diffusion 
O(e) pour E — © est une quantité constante (en théorie non rela- 
tiviste © & El 0 pour E —+ œ; voir 13.9). 

L'applicabilité de l’approximation de Born au problème concerné 
est définie par la première des expressions (4) du problème précé- 
dent et exige la satisfaction de l'inégalité [eg,| € hic/a (@,, a sont 
la grandeur caractéristique et le rayon d'action du potentiel). 

Notons que pour la justification du résultat obtenu il faut que 
le potentiel pour r — oo décroisse plus vite que r*; dans le cas 
contraire la section de diffusion vaut l'infini, comme dans la théo- 
rie non relativiste, par suite de la divergence de l'intégrale de l’ex- 
pression (3) à la limite inférieure. 

15.19. L'équation d'onde stationnaire pour une particule rela- 
tiviste sans spin plongée dans un champ scalaire extérieur constant 
‘peut être écrite sous la forme 


h? 5 
{5 A+U(MI FN (cpi= et— mact), 


qui est identique à l’é.Sch. non relativiste. 

Vu que l'interprétation de la f.o. d’une particule libre sous forme 
d'onde plane est identique dans les théories relativiste et non rela- 
tiviste, l'approche générale du problème de diffusion en théorie non 
relativiste, se basant sur la résolution de l’équation d'onde station- 
naire possédant l’asymptotique exigée à des grandes distances (« onde 
plane + onde divergente »), se transporte directement au cas rela- 
tiviste considéré. L’amplitude de diffusion en approximation de Born 
-s'établit par la même expression que dans le cas non relativiste: 

f(9=-5 [Ute-ar=-- 5 (0). 


| 2nhi 
Respectivement, la section de diffusion (comparer. à 13.6) 
3P3/h? 


Re 
c(e)=rr | I (a) de 
0 
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pour & + oo est définie par l'expression (p, Æ e/c) 
c(e) [dora o +. 
ne 


La condition d'’applicabilité de l'approximation de Born: 
[Uol & hipo/ma, où U,, a sont les grandeurs caractéristiques du 
« potentiel » et de son rayon. 


15.20. L'hamiltonien de la particule À — cap + mc°f. 
En cherchant les commutateurs, il est utile de tenir compte du 
résultat du problème 1.9, ainsi que du fait que deux opérateurs, 


dont l’un (p, Î, etc.) agit sur les variables spatiales et l’autre (œ, X 
etc.) sur les variables de spin, commutent l’un avec l’autre. 


1) (p, #]=0 
2) Là A]=(4, capl=coull, Pil= ice Pi € 0: 
3) À, Al= ll À] = dll À] + ls À] h = 
= iCEir1 Er (LP: + Pub) 0; 
6, 0\/0 o, 
4) vu que [Z, &] = \( )- 


9 


0 O; OR 0 


Ce si  )={ 0 Oi0h —OnOi\ 
= Ok 0 (0) O; En OO x — OnOr 0 )= 


( 0 2ieixOr 9 
no — LlEipy@ 
liern10ù 0 Le 


[S, B]=0, on a [s,, A]=+ [24 G] Pr = 


= CEA Pr = — icEn en Pi , 
, 5: Ge Ge E +) Le a 
ne ui 5 s)= 0 0)” me 
aussi rs et commute manifestement avec À. 


En se servant des commutateurs 1), 2), 4), on trouve sans 
peine les commutateurs 6), 7), 8): 


6) [fs A]=0; 7) [ÿ2, H]=[ÿsje, H]= 0 


8) [2p, À] = [24 À] pr Sa lPa À] = 2icepm Pa pr = 0. 
43—01572 
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9) Vu que Îp=— — pl, on a [Î, H]={(]. cap] = — 2capl + 0: 
10) LB, mc?$] = 0, (À, H]=[BZ, cap] = cBlœp — capBi = 0 ; 


11) [ys, À] = 2mes( _, 0) et pour une particule de masse 
m—0 ce commutateur devient nul. 

Au cas non relativiste les neuf premiers opérateurs commutent 
avec l’hamiltonien de la particule libre À — p°/2m (le dixième opé- 
rateur est la généralisation de l’opérateur réflexion au cas relativiste 
d’une particule de spin s = 1/2). 

La commutativité de l'opérateur p sur À est la réflexion de l'ho- 
mogénéité de l’espace, de même que la commutativité de j avec À 
est le corollaire de son isotropie. Séparément les opérateurs set] 


ne commutent pas avec H. Cela signifie que dans le cas relativiste 
il y a une certaine corrélation entre l’état de spin possible de la 


particule et son mouvement orbital. La commutativité de P avec À 
est la manifestation de l’indiscernabilité dans l’espace du « droit » 
et du « gauche ». 

15.21. Vu la commutativité de l’hamiltonien À = (cœp + mc*f) 


avec P, il existe des états dans lesquels l'énergie et l'impulsion de la 
particule possèdent simultanément des valeurs déterminées. La f.o. 
de ces états est 


Ve (r, D = u(p, €) exp[ + (pr — et) |. (1) 
L'équation stationnaire de Dirac est de la forme 
(cap + mc*f) u (p, e) = eu (p, e) 


ou pour des spineurs à deux éléments 


COPY + Mc°p = EP, 
1) 
u (p, =)—= ; 2 
(p, €) % (2) 
COpp — MC, — EY; 
La seconde des équations (2) donne 


X= er OpY, (3) 


tandis que de la première, compte tenu de (3) et de l'égalité (op)* = 
— p°, il s’ensuit 
c2p? 


et mc P— (e — mc?) P, 
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d'où e? — m°ct = p’e?, e = + V p’c? + m°ci (dans le cas contraire 
on n’a qu'une solution triviale +; — @ = 0). En outre, le spineur q 
reste indéterminé et peut être choisi de façon arbitraire (et ceci de 
deux manières différentes pour chacune des deux valeurs de e). Donc, 
pour l'impulsion donnée p il existe quatre solutions indépendantes 
de l'équation de Dirac de la forme (1) pour lesquelles les bispineurs 
u (p, &) sont égaux à 


Pi P2 
u(p, ze — E) — cOP ]: u(p, e- —E) — cop ; 
E -- mc° P — E + mc? P2 


(4) 


où £ = + p°c°+ m°ct (soulignons que le second des bispineurs (4) 
correspond à l'énergie négative de la particule). 

Comme l'équation de Klein-Gordon, l'équation de Dirac possède 
des solutions correspondant à l'énergie négative de la particule. 
L'interprétation de ces solutions est identique à celle de l’équation 
de Klein-Gordon : la fonction obtenue par action de l'opérateur con- 
jugaison de charge sur la f.o. de la particule à énergie négative est 
la f.o. de l’antiparticule (voir 15.27). 

Pour concrétiser la forme du spineur œ (et avec lui la f.o. (1)) 
et obtenir le système complet des fonctions, utilisons la commuta- 


tivité de l’opérateur hermitien À = Sp avec les opérateurs H et P. 
De l'équation À Yen = AV,e1, où 


de PA 
Ven = U (P,e, Ajer® Ce u (p,e, n- AL È 
A 


e+ mc? 
il s'ensuit 
(op)p,—Ap,, ou (5 n)Pa = Pa, n= A=2kIpl. () 
La solution de l’équation (5) est bien connue de la théorie non 
relativiste du spin (voir 5.12, 5.14, 5.36). Les états de la particule 
à valeur déterminée À (les v.p. de À sont +1/2) sont dits hélicoï- 


daux. 
15.22. En portant dans les expressions connues 


j = ca = icVyY, pp = V°Y = YVPpY (1) 
la forme la plus générale de la f.o. d’état d’une particule de Dirac 
à impulsion p déterminée (et à énergie e — W p°e? + m°c° > mc) 


Vp,e—uU(p, €) exp [+ (pr — et) | , (2) 
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où le bispineur u vaut (voir problème précédent) 
P a — 
an(?)-"( cop ]: N=y ré, (3) 
X E + mc P 


(la valeur de W est choisie de manière que la norme du bispineur u 
coïncide avec celle du spineur ®, c’est-à-dire u°u = œg"o; rappelons 


queu® = N(p°,x")=N (o", p R) , (Gp) = p°), on obtient 
p = V'Y = u'u = po, (4) 


0 © A 
j = cY'aŸ — cu*au — cN2(v, op" —T-) Ce )| cop ô }- 
e + mc° 


co (op) o 
= * gp —<%P_\| e+mc _ 
me (e ne ee) . }- 


= + p"Ic(op) +(op)olp. (5) 


L'expression (5) peut être simplifiée si l’on se sert de la relation 
O1 (op) + (op) 6: = (G10x + 02:01) Pr = 201mPn = 2Ps, de sorte que 


. _ 2Z2N3p , 3P _« # 
= es PP = pp = vpp= pv, (6) 
où v est la vitesse d’une particule relativiste classique d’impul- 


sion pP. 
15.23. La f.o. d'état considéré est de la forme Ÿ = u (p) X 


X exp [+ (r — et) |, où le bispineur uw (p) vaut- 


on(e)-s (Cane) VE 


e—+ mes 


(voir 19.21 ; on a utilisé la norme u°u = @°@ = 1). 
La valeur moyenne du vecteur de spin 


1. p 
— 5 u*Zu : N? ( : + cop 6 0 | cop )- 
uen 2 NP eme ]\0 o)\ mer Ÿ 


= p {o EL ar (6)  (op)} p= 


N13 ” 2r2 
= pot Er 0:00,}p, p—(0,0,p). (1) 
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Vu que 0 = 1, 0,0: = —0:0, — i0,, Oy0z = —0O;0y = Oz ON 
obtient sans peine, selon (1), 


= N? p°c? mc? , 
VX 2 V {or 0x} p= De V OxP, 
mc? = 1 (2) 


y 2e P Op; S: = 7 P 029 


(en théorie non relativiste s — 1/2 go). 

Selon (2), |s- |, 15, | < mc*/2e, de sorte que dans un système 
ultra-relativiste e 5 mc* on a s,, s, —+ 0, c'est-à-dire que le vecteur 
de spin moyen est dirigé suivant l’axe z qui est parallèle à l'impulsion 
de la particule (si, bien sûr, p*o.q = 0). 

Les restrictions imposées aux valeurs s,, s, signifient que les 
états de spin possibles de la particule dépendent de son impulsion. 
Ce fait est le corollaire direct de l'équation de Dirac lié à la non- 
commutativité des opérateurs de spin et de l’hamiltonien. 

15.24. Pour la transformation unitaire étudiée on trouve sans 


peine (Ü*+ — Ü, ÜUtÜ = ÜÜ* — 1) 


om -(s (6 5) -9-(6 à) 
eur (s Ce 3) 24) 2) 


De cette façon, les opérateurs de spin en représentations nouvelle 


et initiale sont de la même forme, tandis que l'équation de Dirac 
en nouvelle représentation 


(cœ'p+merp')W'= in, W'=ÜY, 
écrite au moyen de spineurs à deux éléments y'=| : , prend la 
forme 
ih _ = copE + men, ih _ 1n= — copn + mc°ë. 
15.25. Dans le système de référence X, où la particule est au repos 


et e — mc°, son état de spin est décrit par le bispineur u (0) — ( . ë 
où ®, est un spineur à deux éléments. 
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Dans le système Æ”, en mouvement par rapport au système K 
à la vitesse —v, la particule possède une vitesse v et une impulsion 
p = mv/V 1 — (v/c)’, tandis que son état de spin est décrit par le 
bispineur u (p) s'exprimant au moyen de x (0) suivant la formule 
connue de transformation de Lorentz pour les bispineurs : 


u(p)=u’ = Su (0), (1) 
$= exp (—+an0)=ch+—sh Lan (the=+), (2) 
n — —v/v est le vecteur unitaire de la vitesse du système Æ” rela- 


tivement à X. 
Utilisons les relations (th 6 = v/c) 


) th 6 v/c : pc 
24 Vi—th0 1L Vie e(p)tme ? 


VE VIe VE, 


et, selon (1) et (2), on obtient sans peine 
+) 
(ch 5) Po ——— + Po 
2 2 
u (p) — B\ ov = VE ( cop ] (3) 
(sh3) 50 eme Ÿo 


L'expression (3) du bispineur w (p) s'accorde avec la solution 
générale de l'équation de Dirac trouvée dans 15.21. En ce sens l’élé- 
ment essentiel du problème est l’établissement du fait que le spineur 


o dans le bispineur u (p) = EN est le même dans tous les systèmes 


de Lorentz (à la norme près) et vaut y. 

En utilisant la norme 5, = 1, on obtient le vecteur de spin 
moyen de la particule dans le système Æ”, où son impulsion est p, 
en la forme 

1 
—u‘Zu 
= 2e a ci 
Sp = = — {o+ sr (op) 6 (ap)} Po- 


Sa liaison avec le vecteur de spin moyen dans le système de repos 


de la particule s, = 1/2q5og, s’établit facilement si l’on dirige 
l’axe z le long du vecteur p: 
= mc3 -— - mci - - = 
Sx, pe Sx0r Sy. p— Sy.or Sz,p — Sz.0 (4) 


(comparer à la solution du problème 15.23). 
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15.26. Etant donné que Ÿ = u;(ple ne, 
/ P, 
* _COp__ 
a = ( con cop " ux (p)= (9%, PE 
ë—+mc* Ps; sem rFne) ? 
on obtient 
# 2 (op)? 2e 


d'où s'ensuit l’orthogonalité d'états de spin considérés de la parti 
cule répondant aux différentes valeurs de À. 

Les réponses aux questions posées dans les conditions du problème 
considéré deviennent évidentes si l’on tient compte du résultat 
obtenu dans le problème précédent. Selon ce dernier, le spineur 


dans le bispineur u(p) = (?). décrivant le même état physique 


de la particule (d’une impulsion déterminée), dans différents syste- 
mes de coordonnées inertiels. est, au facteur de norme près, identique 
dans tous les systèmes de référence. Dans le système de repos de la 


particule le bispineur est de la forme u(0) ( ; | et respectivement, 


u;, (0) © (os). Mais dans le système de repos de la particule l’équa- 


tion (on) p, = Àp, est équivalente à 
(Zn) u1(0) = Au; (0), (1) 


c'est-à-dire constitue une équation aux f.p. de l’opérateur Zn = 2sn 
(double projection du spin sur l’axe dirigé le long du vecteur n). 
Ainsi, le sens évident du vecteur n figurant dans la définition du 
bispineur w,(p) se manifeste non pas directement dans le système 
de référence où l’impulsion de la particule vaut p, mais dans le systè- 
me où elle est au repos, en déterminant la direction la projection du 
spin de la particule sur laquelle possède une valeur déterminée égale 
à À/2. 

Le vecteur 1/2 po définit le vecteur de spin moyen dans le 
système de repos de la particule. Pour éviter des malentendus, sou- 
lignons qu’on étudie dans le problème les états de la particule à va- 
leur déterminée de l'impulsion, aussi a-t-on raison de parler du sys- 
tème de repos de la particule. 

Au problème de classification suivant le nombre quantique À 
d'états de spin de la particule douée d’une impulsion déterminée 
on peut donner une forme covariante. Introduisons à cet effet l’opé- 


rateur À — ivsV = dy (VV + AV), où Va = (v, Va) est un certain 
quadrivecteur unitaire (c'est-à-dire vi = v° + vi = 1) orthogonal 
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à la quadriimpulsion de la particule p; = (p, ie/c): vip; = 0. On 
laisse au soin du lecteur de se convaincre que l’équation aux f.p. 


Âu,(p) = Au,(p) 


est équivalente à l'équation (on) , = Àp,, où la liaison du vecteur 
tridimensionnel n avec le quadrivecteur v;, se définit par la condition 
suivant laquelle v, présente dans le système de repos de la particule 
la forme v,; = (n, 0). 

15.27. La solution de l'équation de Dirac, répondant à des valeurs 
déterminées de l'impulsion p et de l’énergie &e de la particule (voir 


15.21), 
PP (pret) __{ cop pret) 
On = ra X]° 
p , 


e + mc? Xp 


 — (1) 
(e=+ Vpc?+ mac) 


pour e => mc* prend le sens physique de la f.o. d’état de la particule 
à impulsion p et énergie e. Pour & < —mc* la solution (1) (notons-la 
W!=;), de même que la superposition de telles solutions ‘7’ *), 
n’a plus de sens concret de f.o. d'état quelconque de la particule. 
Cette solution décrit l’antiparticule, et la f.o. de l’antiparticule Yi: 


s'obtient en utilisant l'opération de la conjugaison de charge Càla 


fonction Y'-’: Yi — CW'-’. Comme on le sait, cette transforma- 
tion avec choix standard des matrices de Dirac s'écrit sous la forme 
explicite ainsi: 


Fe = Cyr = VUE = V2Ÿs Cp) ; (2) 
ou de façon plus détaillée en indiquant les indices bispinoriels : 
(ee = (vaV)ao (PB) = (Vavdas (Eu Bus = 

= (VV i)as Bon (LT) = (VB lon Eu = Pan (Eu À 


(on a tenu compte dans (3) de ce que B = Y4, B° = 1, Bus — Bou). 
En utilisant les relations 


| O —ioc 
y / cop .\ 7 r-Et) : 2 
yC (re Fe 9 Vo —= iO, 0 
4” 
P 
O— (0, —O,, O3), 020" = — 00, 
on obtient, selon (3), la f.o. de l’état de l’antiparticule correspondant 


*) Notons la correspondance de ces notations à celles utilisées auparavant 
pour la particule sans spin (voir 15.1). ° 
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à la solution « non physique » (c'est-à-dire pour € < —mc°) de l'équa- 
tion de Dirac sous la forme (1): 


; co*p 
ge _ O0 — 1O> e— mc? XP Tee) 
d iO, 0 + 
F XP 
pus iO, Le 1 
2XP = (pret) 
= .  COP 1€ : : (4) 
le mes °24P 
Dans cet état l'antiparticule possède l’impulsion p’ — —p et l’éner- 
gie € = —e — V p'°c? + mt > mc. En notant qe = —i0:%*p, 
récrivons (4) sous la forme 
Pc; p’ 1 . 
—(p'r-e"i) - 
per = cop" Je (9) 
£’ + mc? Pe: p 


qui par son aspect coïncide naturellement avec la f.0. d’état analogue 
de la particule (à impulsion p’ et à énergie e’). 

La f.o. d'état de, l’antiparticule à hélicité déterminée Ye: .<? 
satisfait à l’équation 


1/2(Zn°) Fée, = AVéhe,s, N'=p'/|p'|, 
d'où il s'ensuit que 
4/2 (on') Pe:p’,.À — Ac: p’,À- (6) 


Compte tenu de la liaison établie plus haut du spineur qe? 
dans la f.o. de l’antiparticule W:.,... avec le spineur x, dans la 
solution W=, de l'équation de Dirac (qp: » ——i0,%*):), on note 
aussitôt que l'équation (6) est équivalente à l’équation 


= 4/2 (on') Xp’, À = À t-p°. Às ou 1/2 (on) {p. À — À Hp. ie 
Cela signifie que pour la conjugaison de charge Yi*' — CY"- le 


nombre quantique À (hélicité) conserve sa valeur (tandis que l’im- 
pulsion et l'énergie changent de signe). 


0 1 
15.28. La commutativité de l'opérateur hermitien “=(, o) 


x à 0 o\. à 
avec H = cap=c (0 )8 est évidente: [y,, H]= 0. 
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Pour éclaircir le sens physique des v.p. u de l'opérateur 7;, 


cherchons les f.p. communes Ÿ,,:., des opérateurs À, p, y, com- 
mutant entre eux. Ces fonctions sont de la forme (comparer à 15.21) 


Pp, u LP 
Ph, CAM - (Lee p Je de e= + pc, (4) 
p, H 


de plus, il s'ensuit de l'équation y; Ven —UŸpeu 


o 
, 4 — Hp, — Po, nu = UE Pp, us (2) 


d'où u® = 1, c'est-à-dire les v.p. sont égales à u — +1. 

La fonction (1) pour e = pc > 0 (notons-la Wieu) est la fo. 
d'état de la particule à impulsion p et à énergie e = pc. Alors l’équa- 
tion (2) peut être écrite sous la forme 


(on) Pp,u= —UPp,us 2nVieu = —uWVyes, n=p/|p|}, 
d'où se dégage le sens physique des v.p.u: la grandeur À = —1/2u 
est l'hélicité de la particule, c’est-à-dire la projection du spin sur la 
direction de l'impulsion. 
Pour & = — - pe <O0on a pour la fonction (1) (notons-la 
Ty, u) (on)ph.u= UPp,ur ZnŸE,, à = UYT,.», de sorte que l'héli- 
cité À = pu/2. Au cas de e << 0 le sens physique concret de la 


fo. a Fu = Cp, u = VV, Lx. Une telle f.o. décrit l'état 
de l’antiparticule à énergie e’ — pc > 0, à impulsion —p et à 
hélicité À = u/2 (voir problème précédent). 


15.29. Vu que B:, — b., les opérateurs hermitiens P, sont pro- 
jectifs (voir 1.35). 


Compte tenu de la liaison établie au problème précédent des v.p. 


de l'opérateur y, avec l’hélicité, on saisit aussitôt que l'opérateur b, 
se projette sur l’état à hélicité À, = —1/2 pour la particule et à he- 


licité À, = 1/2 pour l’antiparticule. Au cas d’opérateur À. les signes 
d'hélicités deviennent opposés. Pour éviter des malentendus, sou- 
lignons que dans le problème concerné on étudie l’action d’opérateurs 


P. sur la fonction constituant la solution de l'équation de Dirac 
à m = 0: capŸ — ik Y, c'est-à-dire qu’au cas de l’antiparticule 


il ne s’agit pas concrètement de sa f.o. W£*’, mais de la solution 
W( de l'équation de Dirac. Il faut avoir en vue que Ia relation 


P.,Y — — Ÿ prend avec la conjugaison de charge la forme A DEUR 
autrement dit b4 passe en Ê_ et, inversement, ce fait étant lié à 
l'égalité Cys = —y;C. 
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15.30. Les équations de Dirac pour des spineurs à deux éléments 
avec m — 0 prennent la forme (o = 2 = 9/5) 


C A À 


: + À “ he) 
ih = copy = < SP4. ik EE = copp =—< Sp. (1) 


Elles comprennent deux spineurs æ, % qui décrivent les propriétés 
de spin de la particule à s = 1/2 par rapport à une rotation purement 
spatiale du système de coordonnées et qui se transforment de façon 
indépendante dans cette transformation (mais non pas dans la trans- 
formation de Lorentz). 

La généralisation naturelle d'équations (4) au cas d’une particule 
de spin arbitraire s consiste dans l'identification dans ces équations 
de p et x à deux fonctions de spin correspondant au spin s et possé- 


dant chacune 2s + 1 composantes ; dans ce cas, par s il faut entendre 
l'opérateur du spin de grandeur s (dont l’aspect en représentation 5, 
est bien connu). 

Au cas de spin s = 1 il est commode d'utiliser non pas la repré- 
sentation s,, mais la représentation vectorielle dans laquelle Îles 
composantes de la fonction de spin sont les composantes cartésiennes 
du vecteur (voir problèmes du $ 4, chap. 3), tandis que les opéra- 
teurs composantes du spin se déterminent par les relations 


Sylp = — EPL TE 


De plus, Spa —= SiPiün = hein = dy = hi (rot a)}, c’est-à-dire 
(spha = rot a,et, en identifiant dans les équations (1) , % 
respectivement aux vecteurs E, iH, récrivons-les sous la forme 


1 9 1 9 
ce à — rot H, —<+-,7 H=rotE, 
constituant une partie du système d'équations de Maxwell. 
Les deux autres équations: div E = 0, div H = 0 sont les con- 
ditions supplémentaires auxquelles satisfont les vecteurs E, H. 
L’exposé détaillé de la mécanique quantique du photon est donné 
dans le livre [7]. 
15.31. La densité du courant et la densité de charge d'une par- 
ticule de Dirac sont de la forme 


j = ecV'aŸ = iecVyY, _p = eY°Y = ePy,Y. (1) 


Soulignons que les expressions (1) se justifient aussi bien pour une 
particule libre que pour une particule se trouvant dans un champ 
électromagnétique extérieur (bien que les potentiels de champ A, 
A, n'entrent pas dans (1) sous forme explicitel). 
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Dans la limite non relativiste (l’énergie de la particule & Æ mc°) 
le spineur % dans la f.o. (bispineur) F — - ] satisfaisant à l’équa- 
tion 


ii À — co (p—< A) p—mcy—+ eAoy, 


vaut approximativement (car ih < CC mc? ) 


1 . oc. 
Xe 557 0 (p—<A)9, c'est-à-dire [4[ << [p{, 


de sorte que 


Ye P 
“e(i-ta)e) 
Respectivement, 
ve (o [e(5-+a)e])- 
=(o", 3 ((-r-+a)s0)). @ 


En se servant de (2), (3), on obtient sans peine, selon (1), aux ter- 
mes d'ordre (1/c)° près 


p = e*°Y > ep, (4) 


a ivo(o(r-<a))o-((p+<A)ee) on). 


En se servant de la relation 0,0, = ôix + iern10:, on peut simplifier 
l'expression (5): 


ji = = {pois (Pa — + Ai) P— ((Px+ <A4;) o*) Hip} = 
= {ppp — (Pi9°) 9 — Æ A19°p + in [D O1PxP + 


+ (mg)arl}, 
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et comme 

. ô CES fe de # 
TA HI le En P | op] = VUS {rot (p°o)}:, 
on a 


e? eh 


 Ag°p+-—rot(p"op). (6) 


j— + [PV —(Ve") pl — 


Les expressions (4), (6) obtenues coïncident avec les formules de 
la théorie non relativiste de la densité de charge et du courant d'une 
particule de spin s = 1/2, possédant une charge e et un moment 
magnétique de spin u = ek/2mc (vnir [3]). 

15.32. Compte tenu de la forme explicite des matrices de Dirac 
et du tenseur 


« 0 Fa — Fuite, 
F ni. Pz —iéy Fu = enr 
= ee = . — 2 
uv Æ, — 5H, 0 16, ’ dh ik br 


8. ie 6, . i,k—1, 2, 3, 


l'hamiltonien considéré se transforme sans peine en la forme 
À = cap — *BEH + ixfaE + mc*f. (1) 


L'équation ik SW = AY écrite au moyen de spineurs à deux 


éléments q, % dans la f.o. bispinorielle Y — (5 est de la forme 


ih _ —_ COPY + mcp + ixoEx — x0Hw, 


ô - (2) 
il ST 4 = COPP — mCy — ixoEop + xoHy. 


Pour passer à la limite non relativiste, quand l'énergie de la par- 
ticule e& & mc, il faut, comme d'habitude, dégager de la f.o. le 


facteur e-imc*t/R, c'est-à-dire l'écrire sous forme de Y — e-imett/n\ÿ — 
= e-imettin| À Jet tenir compte de l'inégalité 
4 
Li | 1ET € me|Ÿ| (3) 
dans l’expression 


0 - imes r À 
ih = V=e”t en [mew +ir LY] 
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(E étant la grandeur caractéristique d'énergie d'une particule non 
relativiste). La seconde équation de (2) prend alors la forme 


2mc24 — x0Hy + LEE (cop— ix0E) P. (4) 


Compte tenu de (3) et de l'inégalité |x3%£| € mc° il s'ensuit 
de (4) 

. 1 à . : 

4e (op 0€), (5) 


mc 


d’où, comme dans le cas de la particule libre non relativiste, ll « 


€ (pl. 
En portant (5) dans la première équation de (2) (en dégageant au 
préalable de ®, % le facteur e-imc*t/t), on obtient sans peine 


ih LP (op + À sŒ) (op —-0E) ç—x0H9. (6) 


um 
En se servant de la relation 6,0, — Ôyn —+— iermO, et en écrivant 
op — OP OE = 0,62, il vient 
(op)(oE) — (0E)(op) = (pE) — (Ep) + i[pElo — ilEplo, (7) 
avec 
(PE) — (Ep) = —iñ div E, (8) 
[pE] — [Ep] = —iÀ rot E — 2 [Ep] = —2 [Epl. 


Compte tenu des égalités (op})° — p°, (7)et (8) et en négligeant 
le terme proportionnel à (€/c)°, écrivons (6) sous la forme 


or. pe nn hi 4 le 
il QE p—xoHp+—É (+ div E— [Ep] o)y. (9) 


En tenant compte de la petitesse notée plus haut du spineur % 


comparé à p et en le négligeant, on peut se borner dans la limite 
non relativiste à la description de la particule de spin s = 1/2 avec 


le seul spineur q (comme cela se fait dans la théorie non relativiste 
conséquente). Alors, l'équation (9) est une é.Sch. à l’hamiltonien 


= xoH+ (+ div E— [Ep] 0). (10) 


L'absence dans À du terme de la forme de eA, témoigne du fait que 
la particule ainsi décrite est neutre (4, est le potentiel scalaire du 
champ électrostatique extérieur), tandis que la présence du terme 
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—%x0H indique que la particule possède un moment magnétique 
valant pu = »x. 
Le dernier, troisième terme de (10), décrit l’interaction spin- 


orbite. De plus, le terme — _ [Eplo de cette interaction est la géné- 


ralisation quantique toute naturelle d'énergie d'interaction du dipôle 
magnétique classique en mouvement avec le champ électrostatique 
(voir 13.43). 

L’hamiltonien (1) (et sa limite non relativiste (10)) est utilisé 
pour la description du neutron plongé dans un champ électromagné- 
tique. L'expression EE ByaVs Tv est aussi utilisée pour la descrip- 


tion de l'interaction avec le champ électromagnétique du moment 
magnétique anomal u” de particules chargées de spin s = 1/2 *). 
Alors l’interaction de la partie normale du moment magnétique valant 
eh/2mc (comme de la charge e de la particule avec le champ) se décrit, 
comme on le sait, par l'expression —eaA + e4,. 

15.33. Le spectre énergétique et les f.o. bispinorielles adéquates 
d'états stationnaires d’une particule se déterminent à partir de la 
solution de l’équation de Dirac dans un champ magnétique (e est 
la charge de la particule) 


[ce (p—+a) £: me | u—æu, W,lr, pau æ(t)er, 
ou 
(&—mc)q=—co(p-<+A) 4, 


(e+ me?) y=c0 (p—<A) 9. 9 


En éliminant le spineur % du système (1), il vient 
; " e 2 | 
(e2— mtt)p=c2(o(p—<+A)) P. (2) 
Etant donné que (voir, par exemple, 6.22) 


(o(p—£<A)) =(p-£4)-<%0H (H=rotA), 


*) Pour une particule de spin s =: 1/2, possédant une a eetun moment 
magnétique ke la « division » de ce dernier en parties normale et anomale est 
régie par la relation 


e , 
M = Unorm F Hanom: Hnorm — 2mc’ Hanom ==: 


Respectivement, l'équation d'onde relativiste de cette particule plongée dans 
un champ électromagnétique est de la forme 


) = ju” 
th T= {ee C - + A) + mcib + 45 + _. Bv:vvFre) #. 
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l'équation (2) peut être écrite sous la forme 


Er (p—+a) sn} Se 6 


qui ne diffère que par la substitution de (e° — m*c*)/2mc° à E de 
l'équation de Pauli pour une particule de spin s = 1/2, possédant 
une charge e et un moment magnétique u = eh/2mc. Cette équation 
au cas d’un champ magnétique homogène H, a été résolue dans 6.21. 
Avec le calibrage du potentiel vectoriel À = (0, £,x, 0) la solution 
de l’équation (3) est de la forme 


P° 
po. — m?ct = 2mc? [ fo (n + 1/2) — Se | 


n =0, 1,..., 


Pnp,p.0. — 


i 
—(p,,y+P,:) 1 cp 2 ( 1 ( CPy | 
— Ce exp | 35e (z -) JÆa al? LE 


_ Vel A0 pe 
mc : el Fe ’ 


où le spineur constant p,. est une f.p. de l'opérateur 6, correspon- 
dant aux v.p. 6, = +1 (rappelons que l’axe z est dirigé le long 
de H,). 

La seconde des équations (1) définit le spineur XnpyP,9, ©tr Par 
suite, la f.o. np, P.5. d'états stationnaires. 


Le nombre quantique s, = 1/20, en théorie non relativiste définit 
la projection du spin de la particule sur l’axe z. Au cas relativiste 


o, perd ce sens, car le spineur X:p,p.0, n'est plus la f.p. de 6, et,” 
LS pee EI VE Rent, la f.o. np,p,0, n'est plus la f.p. de l'opérateur 


= 1725; 

Selon (4), aux nombres quantiques donnés 7, p,, ©, correspon- 
dent deux valeurs d'énergie qui diffèrent de signe. L’une d'elles, 
e > mc”, représente immédiatement le spectre énergétique de la 
particule; l’autre, e < —mc*, correspond à l’antiparticule possé- 
dant une énergie positive (comparer au cas de particule libre étudié 
dans 15.27). Ainsi les spectres énergétiques dans le champ magné- 
tique de la particule et de l’antiparticule sont identiques; c’est un 


résultat physique évident (comparer au cas d'une particule sans spin 
étudié dans 15.411). 
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15.34. L'hamiltonien de la particule de Dirac dans un champ 
électrostatique extérieur : 


A 


IH _ cap + mc?f + e,A,(r) = À, + y, = e, A0 = Zeeifr. 


La perturbation Y — Zee,/r provoque des transitions entre les 
différents états d’une particule libre. 


Avec la normalisation de la f.o. d'état initial de la particule à im- 
pulsion p, donnée sur la densité unitaire du flux (voir 15.22): 


E+ mc? cop 1  (mr- due 
=V 2e (_ce VE 


Sj=WiaWs= (1) 


(e, v sont l'énergie et la vitesse de Îa particule), tandis que la f.0o. 
d'état final à impulsion p., sur la densité unitaire de probabilité: 


Pr 
3 __COP2 h L (pr he 


(les spineurs ;, dans (1), (2) sont normés à l'unité: |qs, ,[? = 1, 
l'énergie de la particule aux états initial et final est la même) est 
une formule connue du calcul des perturbations pour la probabilité 
différentielle de transition en l’unité de temps qui définit la section 
différentielle de diffusion [3]: 


do = dupe |Viyl® dps. (3) 
La densité d'états finals vaut 
dea dQè» dQ 
dp; = | Ô (e; — &) ss ur _— = | Ô(e—e) Hp = OT (4) 


L'élément matriciel de la perturbation est de la forme (q = 
= (P: — P1)/À) 


V,= | YIPY, dr = 


__ Zee (8 + mci) c3 (Gp2) (op1) 
2e Vo JS dre; [1+ Terms Jo (6) 


44—01572 
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En nous servant de la relation (8 étant l’angle de diffusion) 
(GP:)(OP1) = PeiP1rO OR = PoiPir(Oin + ÉeinO 1) = 
= PiPe + à [pep1l © — p° cos 0 — ip? sin 6 ov, 
V = [paPel/I[PiP2ll, v° = 1, 


| _éor Àr an nhi? 
ee ———— 
r q? p? sin? (0/2) ? 


transformons (5) en une forme plus commode: 


a si 
ga 2ep? Vu(e+mc?)sin? (0/2) da du 
+ p?c? cos 0—ip°c? sin 6 ov}p,. (6) 


Les expressions (3), (4), (6) définissent la section de diffusion 
différentielle. Celle-ci dépend de l’énergie de la particule, de l’angle 
de diffusion, ainsi que d'états de spin de la particule avant et après 
la diffusion décrits par les spineurs ®p;, ;. En négligeant les effets de 
polarisation accompagnant la diffusion, effectuons dans la section 
différentielle le centrage en état de spin de la particule du faisceau 
incident (en le posant non polarisé), ainsi que la sommation en états 
de spin de la particule diffusée (on indique cette opération plus bas 
par un trait au-dessus de l’élément matriciel). Profitant de la rela- 
tion connue de la théorie non relativiste (voir [3]) 


Lo (1 + if0v) pl = [fl + 1/12, 


on obtient sans peine dans le cas considéré 
lp; {(e + mc2)? + pc? cos 6 — ip°c? sin 6 ov} p; |? — 

— 4e? (e + mc°)° 1 — _ sin? (6,2) 
et, finalement, l’expression de la section de diffusion différentielle : 


= Zee)? ve " 
do = do = (1 — + sin? (6/2)) d@. (7) 

En limite non relativiste v/c € 1, p = mv l'expression (7) passe 
à la formule de Rutherford. 

Indiquons que la condition d’applicabilité de l'étude faite est 
de la forme [Zee,| € hv. 

15.35. L'expression de la section de diffusion différentielle peut 
être obtenue directement à partir de la formule (7) du problème préce- 
dent si l’on y effectue une substitution évidente 


nZee\h? 
p?sin2(80/2) 


| Zeei Le iqr dV + e, | A,(r)e-iar dV=e.À, (g)» 


r 
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de sorte que 


do= SPA (4 — À sin? (8/2)) de. (4) 


&n°htr? 
Profitant des relations #°g* — 2p° (1 — cos 6) et dQ = — a — da, 


on obtient la section de diffusion totale: 
&p:/h3 


2 , h°v? . 
cr | AG) (1-4) der. (2) 
0 


Pour € —> © on a p = elec, v & c. Compte tenu de ce que dans 
l'intégrale (2) est essentiel le domaine des valeurs finales g° < R-?, 
où À est le rayon du potentiel À,(r), on note que pour € — Ja 
section de diffusion tend vers une valeur constante : 


© 


Ge) = nr | A (0) do. (3) 
0 


Notons que la convergence de l'intégrale dans (3) à la limite 
inférieure (g° — 0) suppose une décroissance suffisamment rapide du 
potentiel À,(r) pour r —+ co, notamment [|4, (r)| << B/r° (de même 
que dans le cas non relativiste; autrement la section de diffusion 
totale devient infinie). 

15.36. Profitant de la relation 


— h°c2A —e2 + m°ct = (cap + mc?f — €) (cap + mc?$ + e) 


et de la forme connue des fonctions de Green d’é.Sch. d’une particule 


libre 
(— AR) 80 (r, r)=6(r—r), gr r)= 


——— etiklr-r’| 
an |r—r| ; 


on obtient 
; etikir- -r’| 
2r2 AN 
(a rHeèe RCR) = r’| 


e=inlr- r’| 


— = (cap + mc?f —e) (cap + mc?f +e) na = ô(r—r'), 


Ir —r| 


d'où il s’ensuit aussitôt la forme des fonctions de Green cherchées : 


(+) etixir- r’| 
G!{ (r, r') = (cap + me + e) ———., 


ou, avec indication explicite d’indices bispinoriels, 


ÈE) 1 f 1 : etikir- r’| 
Be 8 = ihcaY mc?2B + £)aps = 


Anhc? (— —r’l 


se 
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En se servant de la relation 
— RCA — €? + mc = (icp + me?) (—icp + mc), 


de façon absolument analogue, on obtient la forme des fonctions de 
Green : 


° Aanhic® Ir—r| 4nhic? lr—r| 


15.37. Après avoir écrit l'équation de Dirac sous la forme (e, étant 
la charge de la particule) 


(cap + mc°B — €) Y(r) — (e,&A — e, A) Yr) 


et profitant de la fonction de Green G;*(r, r’) trouvée dans le pro- 
blème précédent, représentons-la sous forme d’une équation inté- 
grale : 


Yr)= V (r)+ | Gr, r’) (eœA (r')—e, 4, (r’)) Y(r') dV", 
où West la solution générale de l'équation de Dirac d’une particule 


libre d'énergie e. En choisissant en guise de W, la f.o. d'état de la 
particule à impulsion déterminée p, = *k,, on aboutit à l'équation 


Le (r) = u, (p,) eïkir + _— (cop + mc°B + 


4rh°c° 


e'nlr-r | , RSR ; 
Le) [ ET (aaA(r) —e4o (n°) WE (er) a”. (1 


Ir—r| 


Pour r — oc le second terme du deuxième membre de ({) prend 
la forme (comparer à la solution du problème 13.1) 


einxr 


ue 
e ” (e,æA(r')— 


—e140(r)) Fi, (r°) dv. 


D. (cop + mc°f +E) 


Anñ°c? r 


Dans cette expression l'opérateur impulsion ne doit agir que sur le 
cofacteur ei" (alors pe*" — Bk — ei*; l'action de p sur les autres 


cofacteurs : 4/r, e-iktrr°)/r fournit des termes asymptotiquement négli- 
geables qui décroissent pour r —-> co comme r-?). Respectivement, 
l'équation (1) pour r + prend la forme 


hr 
We(r) =u, (p,) die + F—, 
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où le bispineur 
F= ces tneÈ te { e- ik (eaA(r)—e;4,(r)) Pi (r") dV” 
(p: = fk = ñ4T) 
représente l’amplitude de l'onde diffusée (comparer à 13.1). 
En approximation de Born au lieu de la f.o. exacte Wi*’(r) il 


faut prendre dans (2) sa valeur non perturbée u,(p,) eïk:"; alors, 
(q = ke — ki) 


(2) 


F = FB= pu, (P1); 
fn Com PRebEe | e-iar'(e,œA (r°)—e, À, (r'))dV”. 6) 


4ankc? 


L'opérateur (matrice) Fp est la matrice de diffusion en approxi- 
mation de Born. Ses éléments matriciels u3 (p>) Feu (p1) avec la 


normalisation des bispineurs uf ou, > — 1 définissent la section de 
diffusion différentielle correspondante : 


dis = [uŸ(pe) Fru1(p1)l? dQ (4) 


(soulignons que l'expression (4) est fonction d'états de spin des par- 
ticules en diffusion et diffusée décrits par des bispineurs adéquats). 
Si l’état de spin de la particule diffusée n’est pas fixé, la section de 
diffusion différentielle est alors, conformément au sens de l’ampli- 
tude de diffusion bispinorielle, définie par l’expression do = F"F dQ. 


L'expression (4) où Fr est déterminé par la formule (3) peut être 
simplifiée si l’on tient compte de ce que selon l'équation de Dirac 
(cap, + mc) u(p.) = eu(p:),  u°(p-)(cap: + mc°f) = eu*(p.). 

C'est pourquoi on a 


| US (Po) Fpui(p:) = u;(p2) Gru(pi), (5) 
ou 
Gn= er | e-tar (œA (r) — À, (r)) dV. (6) 


La section de diffusion différentielle 


dou = lu (pe) Gsa(p:)|° dO (7) 


(soulignons que (7) est identique à (4)) au cas d’un champ purement 
électrostatique est décrite par l'expression 


2 
don] hr | e-frA40(r) dVut(ppu,(p,) Fa. (8) 
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Comme on le voit sans peine, (8) coïncide avec les résultats de la 
section de diffusion différentielle obtenus dans 15.34 et 15.35, tan- 
dis que le calcul effectué d’après la formule (8) de la section de dif- 
fusion différentielle de particules non polarisées dans un champ cou- 
lombien À, = Ze/r ne fait que reprendre la partie correspondante de 
la solution du problème 15.34 à laquelle nous renvoyons le lecteur. 


CHAPITRE 16 
LOIS DE CONSERVATION 


16.1. On a 
Pi + Pe+ps=0, Ei + & + Es = Qo (ea = mva/2 = pa/2m). (1) 


L'énergie cinétique totale des 2-ième et 3-ième particules est 
représentée sous la forme 


P2 2 — va) 
ut + Homme 


(P = p; + ps = —p,; M = 2m, u = m/2 sont les masses totale 
et réduite de ce couple de particules). 
Selon (1) et (2) on a 


2 4m 0, où me 2[Q- UE), 


4m 


de sorte que l'énergie cinétique de la 1-ère particule est d'autant plus 
grande que la vitesse relative de deux autres particules est plus pe- 
tite. 

L'expression (3) détermine l'intervalle des valeurs possibles de 
l'énergie de la 1-ère (et, par suite, de toute autre) particule 0 < 
< &, < 2/3 Q, (soulignons que si l’une des particules en désintégra- 
tion est douée de l'énergie maximale possible 2/3 Q,, les deux autres 


particules se meuvent alors à la même vitesse). 
16.2. On a 


M+Patps=0, ea +e +e; = Qo—=h. (1) 
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Il est clair que la loi de conservation de l’impulsion ne peut être 
satisfaite qu’à la condition (p, = V 2me, > 0) 


[De — Pal < Pi L Poe + Ps (2) 


de sorte que (1) et (2) définissent les valeurs possibles des énergies 
des particules en désintégration (et, respectivement, les points à 
l’intérieur du triangle auxquels on peut 
faire correspondre la désintégration). 

Introduisons le système de coordon- 
nées comme c'est montré à la figure 40 
(le point © étant au centre du triangle). 
Soit le point € (de coordonnées x, y) 
correspondant à la désintégration per- 
mise par la cinématique. 

On obtient sans peine 


3 
mg Th = Der. 
= (3) 
_h _ V3 1 us 
BE — 2 TT so ÿ. Fig. 40 


En effet, la valeur e, est évidente. De façon analogue, en introdui- 


sant le système de coordonnées x’, y’ (voir figure), on a €, == + y 


et, profitant des formules de transformation des composantes du 
rayon vecteur dans la rotation des coordonnées (dans le cas concret, 
de la rotation d'angle 2x/3), on aboutit à la valeur de e. donnée 


dans (3). 
De (2) on tire p, + ps —2p2P3 <Pi< P3 + Ps + 2P2Ps OUs Compte 
tenu d': (1), —2V ee, 2e, — Q LV ess, d'où 


(281 — Oo)? L482E3. (4) 


En portant dans (4) les valeurs de (3), on obtient sans peine z° + 
+ y* LL h°/9 = 05/9, ce qui constitue l'équation du cercle inscrit 
dans le triangle (son rayon vaut k/3 = 0/3), et, par suite, démontre 
l'assertion du problème. 

16.3. Soient p, = m,v,, E, = mavi/2; Pr, EL, les impulsions 
et les énergies des particules a et b dans un système de référence X. 

Dans le système Æ”, se mouvant à la vitesse V par rapport au 
système X, on a 


P,=Ma(va—Vh,  Pr=mb(vr—V); 


m 
ET (va—V}, Ei=— (vi —Vv}. 
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Un simple calcul montre que 
S'= —(p,+p;)?+2(m,+m;,)(E:+ Et) =s, 


c'est-à-dire que s est en fait une grandeur galiléenne invariable. 

Dans le système de repos de la particule en désintégration A ona 
Pa AU = 0, de sorte que s = 2 (m, + m+) (E,,0o + Eb.0) = 
= 21 0° 

16.4. Le problème peut être résolu de façon analogue au précé- 
dent. D'ailleurs on peut se passer de calculs si l’on remarque que 
s+t=0. 

16.5. Représentons l'énergie cinétique de la particule a avant 
le choc sous la forme 


MaV£ p2 UVéols 
Es=—— — 9M +— (1) 


où M = m, + m, u étant la masse réduite, P = m,v, l'impulsion 
totale du système, vie = v,. Alors, 


” Vie m _ HV?e1 ma 
Een (+ ne). @ 


KCompte tenu du fait que l’impulsion d'un système fermé et, par 
suite, l’énergie cinétique du mouvement de translation du centre de 
masse En — P°/2M se conservent, on remarque que l'excitation de 
la particule b ne peut s'effectuer qu'aux dépens d’une partie de l'éner- 
gie E égale à uvf«/2 (le second terme de (1)). La condition pvia/2 > 
> @, selon (2), détermine alors les valeurs £, auxquelles le processus 
étudié peut se dérouler: 


E, > (1 + m,/m,) Qi 


(le signe d'égalité correspond à la valeur de seuil de l'énergie ÆEseu)- 

Cas limites: 

à) Eseun Æ Qo pour m, << My; b) Esun © (m,/ms) Qo > Q 
pour m, > Mp- 

16.6. Ayant en vue le diagramme de collisions d’une diffusion 
élastique (voir [4]), on saisit aussitôt que le cas considéré a l'aspect 
montré à la figure 41. 

On a ici: 

— 

AB = p, = m,v, est l’impulsion de la particule a avant le choc 
dans le système de laboratoire (c’est également l'impulsion totale 
du système), 
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29 — Tab 
OB = CREER 


le système du centre d'inertie, 


vA l'impulsion de la particule avant le choc dans 


OC son impulsion dans le système 
du centre d'inertie 


AC son impulsion dans le système | après le choc. 
de laboratoire | 

| 

? 


CB l'impulsion de la particule b 
dans le système de laboratoire 


Le point C est situé sur le cercle dont le rayon OC vaut la valeur 
de l'impulsion des particules dans le système du centre d'inertie 
après le choc: 


OC — V (OB} un 2UQ; 
u = mamp/(m, + my). 

Cette relation est un corollaire direct de la loi de conservation de- 
l’énergie, qui, dans le système du centre d'inertie, prend la forme- 
T; — T} + Qo: 
où 7';,, est l’énergie cinétique du mouvement relatif avant et après 

le choc (7;., = pi, s/2u). 


cp CEE un à 


——_— 


Fig. 41 


Dans une collision élastique Q, = 0, de sorte que OC = OB. De. 
cette façon, toute la variation dans le diagramme des collisions pour 
le cas d’une diffusion inélastique se réduit à la modification du rayon 
OC du cercle portant les points C figurant les impulsions des parti- 
cules après le choc. 

Le diagramme présenté décrit le cas de m, > m1; pour m, << 
< m le point À se trouve à l’intérieur du cercle de rayon OB. 

Si dans le choc au lieu d’excitation de la particule on a le passa- 
ge d’une particule excitée à l’état énergétique inférieur. alors Q, < 
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<< 0. Dans ce cas le rayon OC est plus grand que OB, et, comme on 
le constate sans peine, il se peut que la particule b (en repos avant le 
choc) après la collision se meut en direction opposée à celle du mou- 
vement de la particule incidente a. 

16.7. La nature de l’invariance galiléenne des grandeurs s, £, u 
s'établit par un calcul direct (comparer à la solution du proble- 
me 16.3). 

Dans le système du centre d'inertie p, — —p,. Alors p, = 
— V2uE,s (u étant la masse réduite), p,pa — pi cos 8, où E, et 
@ sont l’énergie cinétique du mouvement relatif des particules et 


LS 
z 


LS 
" 


l’angle de diffusion dans le système du centre d'inertie. On trouve 
aussitôt 


s=2(m +mL)£Es, t = —4uE, (1 — cos 8), 


; (Ma — mp)? 
= —4uE, (1 + cos Ô) Mu Eos 
de plus, s+t+u = OC. 

16.8. Compte tenu du résultat du problème 16.3, on conclut que 
pour le premier des mécanismes de réaction mentionnés la grandeur s 
présente une valeur bien déterminée sk = 2M0Q, (M = m, + m 
æst la masse de la particule À), de sorte que la distribution en s 
est de la forme 


dw = Cô (s — sn) ds. (1) 


Pour le second mécanisme il faut s'attendre à ce que la distribu- 
tion en s soit plus ou moins coulante (fig. 42). 
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Il est connu que l'énergie du système susceptible de se désinté- 
grer (de la particule instable) n’a pas de valeur rigoureusement dé- 
terminée et se dispose dans un intervalle de largeur de l’ordre de 

— hi/x (x étant la durée de vie de la particule). Respectivement, 
l'énergie de désintégration @, est aussi comprise dans un intervalle 
de largeur let la prise en compte de ce fait conduit à un certain 
« étalement » de la distribution fonctionnelle 6 (1) représentée sur la 
figure par une ligne discontinue. 

L'observation expérimentale directe des particules à très courte 
durée de vie (par exemple, t — 10-% s de particules dites de réso- 
nance étudiées par la physique des particules élémentaires) s’avère 
souvent impossible (elles parcourent de très petites distances depuis 
leur création jusqu’à leur désintégration). Toutefois l’existence de 
corrélation impulsion-énergie pour les particules constituant des 
produits de désintégration du type étudié dans le présent problème 
permet d'identifier ces particules instables et d'étudier leurs pro- 
priétés (il n’est pas difficile alors de généraliser cette étude au cas de 
désintégrations à trois particules et plus à l’état final et de tenir 
compte de la nature relativiste de la cinématique des processus envi- 
sagés). 

16.9. Soit x —> x’ = z'(x) une certaine transformation de coor- 
données x (pour abréger, on les note par une seule lettre) du système. 


L'opérateur Ô de cette transformation est défini par la condition 
Y'a) = ÔY (2) = Y (z'), (1) 


où W(zx) est une f.0o. quelconque. 
Agissons avec l'opérateur Ô sur la fonction HY(x), où À (z, >) 
est l’hamiltonien du système. En utilisant (1), il vient 


OA (x, +) Y(a)= À (7, +) Y(x)= 4H (x, < pe —) OY (2), 


ÔË (7, —)—A(+, —)Ô}Y (x) 0, 


d'où, étant donné que la f.0. Ÿ (x) est arbitraire, il s’ensuit 


à À 9 ; 2 |; 
ELLES, TS ne) /) ù 
OA (z, Z)—H (x, À ]ô 0. (2) 
L'invariance de l’hamiltonien relativement à la transformation 
considérée signifie que H Le, æ) — (z. J) . Aussi s’ensuit-il 


directement de la relation (2) l’assertion du problème. 
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a) Au cas de translation l'opérateur Ô est de la forme Ô — 
= exp{ rap) (voir 1.12, b)). Sa commutativité avec } est équivalente 


à la condition [P, #1 = 0 signifiant la conservation d’impulsion du 
système (P = DPn )- 

b) Pour la transformation de rotation de coordonnées on a Ô = 
— CXP (ipoL.), où L est l'opérateur moment orbital total du système 
de particules (voir 3.1). La commutativité de Ô avec À équivalente 


à la condition [L, 4] = 0 signifie la conservation du moment orbital 
du système. 
c) Pour la transformation de réflexion de coordonnées OW(r,) = 


= VW (—r,) et la commutativité de O avec À signifie que la parité 
se conserve. 

L'hamiltonien de tout système fermé de particules sans spin 
(pour les particules avec spin voir plus bas) est invariable relative- 
ment aux transformations étudiées plus haut et cela est lié aux pro- 
priétés de l’espace libre: son homogénéité, l’isotropie et l’équiva- 
lence du droit et du gauche (il est vrai que cette dernière équivalence 
et, partant, la loi de conservation de la parité sont perturbées par les 
interactions dites faibles). 

Le champ extérieur perturbe les propriétés mentionnées plus haut 
de l’espace libre. Par suite, l’hamiltonien du système de particules 
ne possède pas dans le champ extérieur un degré de symétrie aussi 
élevé comme celui du système fermé. Cependant certains éléments 
de symétrie ainsi que les intégrales de mouvement qui leur correspon- 
dent peuvent se manifester dans ce cas également (voir problème 
suivant). 

En ce qui concerne la transformation de rotation du système de 
particules avec spin on doit faire la remarque suivante. En 
présence d'interaction régie par le spin (interaction spin-orbite, 
forces tensorielles) l'hamiltonien du système est à fortiori invariable 
relativement à la transformation de rotation des seules coordonnées 


spatiales, décrite par l'opérateur Ô = exp (ig.L). L'isotropie de 
l’espace se manifeste dans ce cas par la commutativité de l'opérateur 


moment total du système ÿ — L + $ avec l'hamiltonien, ce système 
correspondant à l’invariance de l’hamiltonien du système relative- 


ment à la transformation réalisée par l'opérateur R,. — exp (igod). 

16.10. Selon le problème précédent, la présence dans le système 
d’intégrales mécaniques de mouvement (impulsion P, moment EL, 
parité J) est liée aux propriétés d’invariabilité de l’hamiltonien du 
système relativement aux transformations de translation, de rotation 
et de réflexion de coordonnées (c'est ainsi que l’invariabilité de l’hamil- 
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tonien dans la translation de coordonnées des particules du système 
suivant une certaine direction aboutit à la conservation de la pro- 
jection de l'impulsion totale du système sur cette direction, etc.). 

L'hamiltonien du système de V particules dans le champ exté- 
rieur présente la forme 


V 
A be h3 
H' = — 2 3 Ant Uint(-.., [runs —Fn, ln ...) + 


+ Voxt (F1, sr TN: = Ho+ Vent (ri, ses FN L), (1) 


où Uint est l'énergie potentielle d'interaction mutuelle des parti- 
cules du système. 


L'hamiltonien du système en l'absence de champ extérieur 4, 
présente la plus haute symétrie : il est invariant relativement à une 
translation quelconque, à une rotation et une réflexion de coordon- 


nées (respectivement les opérateurs P, L, / commutent avec H,et sont 
des intégrales de mouvement). Le champ extérieur perturbe (par- 
tiellement ou en entier) cette symétrie, de sorte que c'est la symétrie 
de l'énergie potentielle de la particule plongée dans le champ exté- 
rieur 


Uoxt (rss rn)= 2 U, (rh) 


qui détermine la symétrie de l’hamiltonien (1) dans l’ensemble. 

A son tour, la symétrie U,xt se définit de façon univoque par la 
nature de la symétrie des « sources » du champ extérieur et pour la 
déterminer il faut choisir un système de coordonnées adéquat à la 
symétrie du système physique étudié. Or la symétrie du système se 
manifeste dans l'indépendance de U.,;t de certaines coordonnées 
{par exemple, de l'angle azimutal relativement à l’axe de symétrie, 
etc.). 

Etant donné les considérations exposées plus haut, la forme expli- 
cite des opérateurs projection de l'impulsion et du moment sur 
un axe (par exemple, sur l’axe z): 


a () x dl 
P,= —ih » "din ? Lei» Un ? 
n n 


où œ est l’angle azimutal dans le plan perpendiculaire à l’axe z, 


ainsi que la conservation de l'énergie du système pour £ Ur = 0, 
on aboutit sans peine aux conclusions suivantes sur les intégrales 
de mouvement. 
1) Les intégrales de mouvement: £, P,, P,, P., L,, L,, L,, I. 
Vu que pour un système fermé les mouvements relatif et du cen- 
tre de masse sont indépendants, les lois de conservation de £, L, 7 
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peuvent être quelque peu détaillées: les grandeurs mentionnées se 
conservent non seulement pour le mouvement du système dans son 
ensemble, mais également pour les deux mouvements indiqués sé- 
parément. 

2) Le système possède une symétrie axiale par rapport à l’axe du 
cylindre, l’axe z, et est doué d’invariance de translation suivant 
cette direction. Respectivement, en coordonnées cylindriques 


Uext = D U, (Pa) 


et les intégrales de mouvement sont Æ, P., L., I. 

3) Le système est doué d'’invariance de translation suivant toute 
direction parallèle au plan x, y créant le champ extérieur, possède 
une symétrie azimutale par rapport à l’axe z perpendiculaire au 
plan x, y et une symétrie de miroir par rapport à ce plan; respecti- 


vement, Uex = >) Unllzhl). 


ñn 
Les intégrales de mouvement sont Æ, P,, P,, L., I. 
4) Le système possède une symétrie centrale par rapport au cen- 


tre de la sphère; U,.t — DA (LA) (r — O0 est le centre de la 


sphère). 

Les intégrales de mouvement: £, L,, L,, L., L°, I. 

5) Le système est doué d’invariance de translation en direction 
de l’axe y limitant le demi-plan x, y créant le champ extérieur et 
possède une symétrie de miroir par rapport à ce plan, de sorte que 


Uext — SU: [Zn |). 


n 
Les intégrales de mouvement: £, P,. 
6) Le système possède une symétrie axiale par rapport à l’axe z 
passant par les points, sources de champ extérieur; Uerxt = 


= JU, (Pr: Zn). 


n 

Les intégrales de mouvement: E, L.. 

Dans le cas particulier, quand les points portent une même charge: 
Un = Un (On, IZhl), et, par suite, la parité Z se conserve aussi. 

7) Si la direction des forces agissant sur les particules est fonction 
du temps. le système ne possède aucune intégrale mécanique de mou- 
vement. Si, par contre, ce sont les intensités des forces qui dépen- 
dent du temps et non pas leur direction (commune pour toutes les 
particules du système), alors, en choisissant l’axe z le long de cette 


direction, on à Uext — —S F,() Zn, et, respectivement, les inté- 


ñn 
grales de mouvement sont P,, P,, L.. 
8) La symétrie du système est celle du cas 2): 


Uext (= 1 (1) Un (Pn)- 
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Les intégrales de mouvement : P., L,, I. 
9) En choisissant les axes x, y, z le long des axes principaux de- 


l'ellipsoïde, il vient Uext = DATE PAREIL 


n 
Les intégrales de mouvement : Æ, I. En cas d’ellipsoïde de révolu- 
tion son axe de rotation z est un axe de symétrie axiale et l’inté- 
grale de mouvement est de même Z.. 
10) L’axe de l’hélice est l’axe z, le pas de l’hélice est a, l’angle- 
de rotation autour de l'axe est ®. 


La fonction Uezt = D'Uh(Pn, Zn» Pn) est invariante relativement 
rt 


à la transformation 
l _ : a 
Pn —7 Pn + ÔZ, En + Zn + 5 0 
(de sorte que pour ôa = 2x, on a ôz, = a) pour des p, fixés: 


OU ext = > {et ax se est ô: 1}= 
nt 0Pn 


Cela signifie que l'opérateur Üst (et, par suite, l’hamiltonien À) 
commute avec l'opérateur 


SE conséquent, l'intégrale de Den est la combinaison 
L,+ — Jr P: ainsi que (en vertu de er + est —= 0) l’énergie EA 
11) En choisissant l’axe z le nr de l'axe du cône, on a pour un 
cône à une nappe Urxte = à Uh(pn. Zn) et les intégrales de mouve- 
ñn 
ment £ et L.. 
Pour un cône à deux nappes Lise = N'Un(on, [znl) et l’inté- 


LU 
grale de mouvement est également la parité I. 
12) L’axe du tore est l’axe z, plan équatorial du tore —z = 0, 


alors UÜext — S Una: [Zn |). 


Les intégrales de mouvement: Æ, L,., I. 
16.11. En profitant de la règle de dérivation en temps d’un pro- 
duit d'opérateurs (voir 7.1) 


+ Gale) = (5 Hi) He + PS ee 
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et compte tenu de ce que d’après les conditions du problème 
he = 0, on obtient À (fe) = 0; de façon analogue, on a 
£ (ff) = 0. De cette façon, fie et Pts comme les combinaisons 
mentionnées dans les conditions du problème de ces opérateurs 


(ces derniers étant des opérateurs hermitiens si fa fe le sont) sont 
des intégrales de mouvement. 
16.12. L’assertion de ce problème est le corollaire direct du ré- 


sultat obtenu dans le problème précédent, car P, — | (8. J.] = 
= i (P,J, — J,P.,), et son sens évident est le suivant. La commu- 


tativité de PB, avec l’hamiltonien du système H (P, est une intégrale 
de mouvement) signifie que pour ce système l’espace est homogène 


dans la direction de l’axe x; de même la commutativité de J, avec 


H témoigne de la symétrie axiale de l’espace par rapport à l’axe z 
(respectivement les propriétés mécaniques du système ne varient 
pas dans ses translations suivant l'axe x et rotations autour 
de l'axe 2). 

Le corollaire direct des propriétés mentionnées de symétrie de 
l’espace, comme on s’en aperçoit aussitôt, est son homogénéité en 
toute direction du plan x, y (et non pas uniquement suivant l’axe x), 
<e qui aboutit à la conservation de P,, comme de P, également. 

La symétrie étudiée dans ce problème est, par exemple, propre 
au système de particules en interaction se trouvant dans le champ 
d’un plan homogène infini (du plan x, y), voir problème 16.10. 3). 


16.13. L'’assertion du problème est le corollaire direct du résul- 


tat obtenu dans le problème 16.11, vu que TJ: = —ài LT, — JT 2). 
Sa liaison avec les propriétés de symétrie du système se manifeste 
dans ce qui suit (comparer avec le problème précédent). La conser- 


vation de J, et de J, est liée à la commutativité de ces opérateurs 
avec l'hamiltonien du système et témoigne de la symétrie axiale du 
système considéré relativement aux axes x et y. L'existence dans le 
système d’une symétrie axiale par rapport à deux axes différents 
qui se coupent entraîne automatiquement sa symétrie axiale par 
rapport à tout autre axe présentant un point commun avec les axes 
mentionnés plus haut, et, partant, témoigne de la symétrie centrale 
du système (de l’invariance de ses propriétés dans les rotations au- 
tour d’un axe quelconque passant par le centre de symétrie). 

16.14. Dans les deux cas les intégrales de mouvement sont 
l'énergie Æ, les projections du moment total de la particule j = 
— | + s et, respectivement, le carré du moment j*. En outre, dans 
le cas a) l’intégrale de mouvement est la parité J. 
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Vu que les f.p. de l’hamiltonien peuvent également être choisies 
comme des fonctions propres d'opérateurs commutant avec lui et 
entre eux, on saisit aussitôt que les f.0. indépendantes d'états station- 
paires de la particule prennent au cas a) la forme 


Pet, 3 =] (r) LEA oi? li =] + 1/2, 


où Ÿ;,;. sont les f.0o. spin-angulaires connues d'une Dee au spin 


s = 1/2 (voir 5.41, 5. 42), alors la parité d'état J = (—1)1.:, tandis 
que l’é.Sch. se réduit à une équation unidimensionnelle de la fonc- 
tion j(r). 

Au cas b) les f.o. d'états stationnaires sont de la forme 


Vi, = Ji (r) LE 1=j+1/2, 4 + f2 (r) Y;, l=j-1/2, j, 


tandis que l’é.Sch. se réduit au système de deux équations différen- 
tielles linéaires des fonctions f, et f2. 


16.15. L’hamiltonien de la particule H — _ — Ho prend 
dans le cas a) la forme 
5 M f1 9 9 , 1 6! 


5 5 dp © op T pr 8 À} — bo (p) 6. 
tandis que les intégrales de mouvement sont E, p., L.,s., I. 
Au cas b) 
Ê=-7 52° +9 p° ER ri D 
— ho (p) (— sin PO, + cos po,), 
tandis que les intégrales de mouvement sont E, p,, j, = L, + s.. 


A 
n 


16.16. Compte tenu de la forme de l’hamiltonien H = F — Fr, 
on obtient sans peine 


dé _dR ré 
7 G=--G+-(HG)=—-F—-<T[(For), p] =0. 


La valeur moyenne de l'opérateur G constituant une intégrale de 
mouvement est indépendante du temps, de sorte que 


(G)= Î Wer, 4) GY(r, t)dV=(p(t))— Fit = const = ps, 


autrement dit (G) est égal à l’impulsion moyenne de la particule au 
moment initial du temps t = (. 

Le résultat de ce problème est une généralisation naturelle de 
mécanique quantique du résultat de la mécanique classique selon 
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lequel dans le mouvement s’effectuant au sein d’un champ homogène 
le vecteur po = p (ft) — Fot(v(t) = v (0) + “= t) est l'intégrale de 


mouvement, c'est-à-dire qu'il ne dépend pas du temps et vaut l’im- 
pulsion de la particule pour t = 0 

16.17. Le spin du pion J; = 0, de sorte que le moment total J 
de deux pions dans le s.c.i. (c’est également le système de repos de la 
particule A°) coïncide avec le moment L de leur mouvement relatif, 
J = L.et ce même moment (en vertu de la conservation du moment) 
est égal au spin de la particule A°: J, = J = L. 

La parité du système de deux pions (dans leur système du centre 
d'inertie) 

Pra=(— 1) PaPa=(—1)=(—1)"3, 


où (—1)£ est la parité orbitale du couple, P5 = +1 (il importe peu 
dans ce cas que la parité interne du pion Px = —1). En raison de la 
conservation supposée de la parité la parité interne PA de la 


particule A° doit être égale à PA = Pox = (— 1)°4 

La relation établie entre le spin et la parité de ‘la particule A° 
(il est évident que JA = L est un entier) en cas de désintégration de 
la particule A° + x*1- est la seule restriction imposée à ses nombres 
quantiques, qui découle de la conservation de la parité. 

En cas de désintégration A° —+ 2x° il y a une restriction complé- 
mentaire liée à l’identité des mésons x°. En effet, la f.o. de deux 
x° doit être symétrique relativement à la permutation de leurs coor- 
données spatiales. Mais dans le s.c.i. de deux x° la permutation de 
coordonnées est équivalente à la réflexion des coordonnéeset aboutit 
à la multiplication de la f.o. par (—1)£, de sorte que l’exigen- 
ce d'invariance de la f.o. restreint les valeurs possibles de L: 
L = 0,2, 4, ... Respectivement, la particule A° doit posséder une 
valeur paire du spin et une parité positive. 

Donc sont possibles les nombres quantiques JA suivants de la 
particule _. 


a} 0:12 : b) 0*, 2*, 4*, 
Si la ur A0 se trouve dans l'état à valeur déterminée 
J. = M, on aura pour les pions de désintégration L, = M. La fi- 


xation de J = Let J, — M définit de façon univoque a dépendance 
angulaire de la f.o. de deux pions sous la forme Ÿ,;x(n) (n = p/p,p 
étant l’impulsion relative des pions). Respectivement la distribution 
angulaire des produits de désintégration A° —+ 2x est de la forme 


d 2 
= |Yzn(n)/. 


16.18. Supposons que la particule V se trouve dans l’état %» 
à la valeur définie m de la projection du spin sur l’axe z. En raison 
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de la conservation du moment les pions de désintégration possèdent 
un moment de mouvement relatif Z = J; = 1 (le spin du pion est.0) 
et L, = m, de sorte que la dépendance angulaire de leur f.o. est dé- 
finie de façon univoque et prend la forme Y,,.(n) (n = p/p). 
Respectivement, pour l’état de la particule V décrit par la f.o. 


de spin de forme 4= DcmXm (X. lCml° = 1), la dépendance angu- 
laire de la f.0. des pions de désintégration a l'aspect Y = ScnYim 


mi 


de sorte que leur distribution angulaire se décrit par l'expression 


DU Ne Ve fn) = € cm Ÿ im (n) Y'#3 (n). (1) 


mm 


En passant dans l’expression (1) à la matrice de densité polarisée 


& ; 
CmCm’ + Pmm’ = CmCm’ 


et utilisant la forme explicite des fonctions sphériques 


ne El : PS MER : 
Yi Zcos6, Yiu=+Fi V 7 sin Be*iv, 
on obtient la distribution angulaire cherchée des pions en désinté- 
gration V — 2x: 


d 3 . 2 
PT) mar L(P41 + Ps. -1) Sin? 0 + 2p59 cos? 8 — 


— 2 Re p,,_, cos 2p sin? 8 + 2 Im p,,_, sin 2ç sin 0 — 
— V2Rep,,cos sin 28+7V 21m Pio Sin q sin 28 + 
+V2Re p_10 cos ç sin 28 V2 Im p.,, sin sin 28}, 


où 6, p sont les angles polaire et azimutal déterminant la direction 
de l’impulsion de l’un des pions de désintégration; Py1 + 000 + 
+ P-1.-1 = 1. ; 

16.19. Dans les conditions du problème les nombres quantiques du 
système de départ x-d sont manifestement égaux : J — 1 est. le mo- 
ment total, P = P; la parité coïncidant avec la parité interne du 
méson x". En vertu de la conservation du moment, deux neutrons en 
état final ont aussi un moment total J — 1 (dans le système du centre 
d'inertie), et comme pour ces derniers J — L + S (L étant le mo- 
ment orbital du mouvement relatif, S le spin total), les valeurs sui- 
vantes des nombres quantiques L, S sont possibles : 


1)L—=0, S=—1; 9 L=1, S—0;: 


8) L=1, S = 1; 4 L=2, S=1. (1) 
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On note toutefois sans peine que la condition d’antisymétrie de 
la f.o. du système de deux neutrons leur interdit de se trouver dans 
les états aux nombres quantiques 1), 2) et 4) de (1). En effet, les 
fonctions de spin à S = 1 et S = 0 sont respectivement symétriques 
et antisymétriques relativement à la permutation des variables de 
spin des deux neutrons (voir 5.17), tandis que la symétrie de fonc- 
tions coordonnées de ZL donné coïncide avec la parité de ces fonctions 
(—1)£ (puisque la permutation des coordonnées est équivalente à 
leur réflexion par rapport au centre de masse). Respectivement, la 
fonction d'onde antisymétrique par rapport à la permutation des va- 
riables de spin et d'espace de deux neutrons est la fonction d'onde 
d'état aux nombres quantiques L = 1, S = 1. La parité de cet état 
est négative, et la conservation de la parité dans le processus étudié 
permet de conclure que la parité interne du méson nest négative, 
c'est-à-dire que le pion est une particule pseudo-scalaire. 

16.20. Vu que le spin du pion vaut zéro, le moment total du sys- 
tèeme de pions J coïncide avec leur moment orbital L, et, en vertu 
de la conservation du moment en fission, L — J, — 0. Selon 10.17 
la parité orbitale de l’état du système de trois particules à Z = 0 
est positive, et. comme la parité interne d’un pion (et, en général, 
d’un nombre impair) est négative, on conclut que la parité d'état 
du système de trois pions au moment nul est négative. La même 
parité interne doit avoir également la particule + si au cours de la 
désintégration t —+ 3x la parité se conserve. En outre, la particule + 
ne peut évidemment pas se désintégrer en deux pions avec conserva- 
tion de la parité (comparer à 16.17). Respectivement, l'existence de 
désintégrations simultanément en deux et trois pions d'une particule 
de spin J = 0 témoigne de la dérogation à la loi de conservation de 
la parité au cours de ces désintégrations (plus précisément, dans l’une 
d'elles). L'expérience a montré que ces particules sont des mésons À. 

16.21. Pour résoudre ce problème, il faut tout d'abord établir 
l'aspect de la dépendance spin-angulaire de la f.o. du système 
7rN à moment J = 1/2. Etant donné que le spin et la parité du pion 
JF = 0-, et pour le nucléon Jk = (1/2)*, on remarque que pour la 
valeur donnée J du moment total du système x N le moment orbital 
L du mouvement relatif peut prendre deux valeurs: L = J + 1/2. 
La parité du système 7nN vaut Pxx = PaPa(—1)1 = — (—1)£, 
de sorte qu'en fixant J et P:n on détermine d’une façon univoque L. 

Compte tenu de ce qui vient d’être dit, on obtient sans peine que 
dans le cas a) (c'est-à-dire pour Pg = —1) L = 0, de sorte que la 
f.o. du système 7N ne dépend pas d’angles, et sa dépendance spin- 
angulaire prend une forme triviale: 


Fan = £N (1) 


le spineur X\ décrivant l’état de spin du nucléon coïncide avec le 
spineur Z8 qui décrit l'état de spin de la particule B (plus précisé- 


SOLUTIONS 709 


ment, 44 — %#h). Ceci découle de la conservation du moment dans 
Ja désintégration: 


A 1 A A A sa 1 A 
ls = 55040 = VanI Van 4% (L+ D) An = 3 HR 0Ux. 


Etant donné que la f.o. ne dépend pas d'angles, la distribution angu- 
laire des produits de désintégration est isotrope. 

Dans le cas b) on a L = 1. L'aspect de la dépendance spin- 
angulaire de la f.o. se déduit du résultat obtenu dans le problè- 
me 9.38 : 


Winx = C (on) %, n = p/p, (2) 


avec x — ei*y.. La distribution angulaire des produits de fission 
est définie par l’expression 


d  .. _— | 
20 D Vin Pa = [Cri (on) 7 = ICE x8Xx8 = ICI =const, 


c'est-à-dire, comme dans le cas a). elle est isotrope. 

Enfin dans le cas c), en vertu de la non-conservation de la parité, 
la parité du système 7rN n’a pas de valeur déterminée, et, par suite, 
la dépendance spin-angulaire de la f.0o. est une superposition des 
f.o. (1) et (2): 


Van = (a + bon) Xp’ 


tandis que la distribution angulaire des produits de fission est de la 
forme 


d ï : ” r 
TS Vin an = XB (a + b on) (a + bon) 4p = 


: > à | 2 Re ab* 
= 45 (el + 1b12+ 2 Re ab*on) 43 co (1+ TE (o),n) . 
La propriété caractéristique de cette distribution est l’asymétrie 
de la fuite « frontale et de retour » des particules de désintégration par 
rapport au vecteur de polarisation (0), de la particule B en désinté- 


gration. L'existence de cette corrélation entre les directions des vec- 
teurs axial (0), et polaire n, non invariante par rapport à la ré- 


flexion des coordonnées, est justement la manifestation de la non- 
conservation de la parité au cours du processus étudié. 

16.22. Au cas de désintégration À — 2x c’est impossible, ce qui 
est lié à la propriété spécifique d’un système à deux pions (et, en gé- 
néral, d’un système composé de deux particules à spin nul) qui con- 
siste en ce qu’il y a une liaison univoque du moment J/ du système 
avec la parité Per = (—1) (comparer à 16.17). Respectivement, il 
est impossible, en principe, de distinguer sur la base de l’analyse de 
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la seule distribution angulaire des pions la désintégration de la par- 
ticule À de spin J et de parité P — (—1}/ en deux pions se déroulant 
avec conservation de parité de la désintégration de la particule pos- 
sédant une parité contraire (—1)}/*! et se déroulant sans conservation 
de parité. 

Au cas de désintégration B — 7rN c’est possible. Dans ce cas la 
non-conservation de la parité au cours de désintégration se manifeste 
dans le fait que le système 7N ne présente pas, généralement parlant, 
de parité bien déterminée. Par suite, dans la dépendance spin-angu- 
laire de la f.o. des produits de désintégration on a deux termes 


Van = Van + Van, 


répondant aux différentes parités (+1). L'interférence de ces termes 
aboutit à l’asymétrie de la distribution angulaire des produits de 
désintégration : 


dw ® , ,® n _) 
70 © AN an = (EN + VEN ) (VER + WEX), 


qui se manifeste dans la différence de probabilités de fuite « frontale 
et de retour » de particules désintégrées par rapport au vecteur (JB) 
qui est le vecteur de spin moyen de la particule en désintégration. Un 
exemple concret de cette asymétrie est fourni au cas de désin- 
tégration d’une particule à spin J — 1/2 étudié dans le problème 
précédent. 

16.23. Les états de spin des quanta y se déterminent au moyen de 
leurs vecteurs de polarisation e,. , satisfaisant à la condition de trans- 
versalité €, +P1,+ — O0, P12 = +p'2, où p est l'impulsion relative 
des quanta dans leur s.c.i. (qui est en même temps le système de repos 
de la particule en désintégration). 

Vu que selon les conditions du problème les quanta y en désin- 
tégration possèdent un moment total nul, leur f.o. ne doit pas varier 
au cours de rotation des coordonnées et, en vertu de la conservation 
de la parité en désintégration. doit rester une fonction pseudo-scalaire 
dans la désintégration d’une particule pseudo-scalaire et scalaire dans 
la désintégration d’une particule scalaire. 

Les restrictions mentionnées plus haut définissent de façon uni- 
voque la dépendance spin-angulaire de la f.0o. des quanta y en désin- 
tégration sous la forme : 


a) W2,(07) = Clese.l p; b) WYz:,(0*) — C(ee:);, (1) 


d’où se déduit automatiquement l’assertion du problème. 

Notons que la forme établie (1) de la f.o. d’un système à deux 
quanta y constituant des bosons identiques s'accorde avec la condition 
de symétrie de leur f.o. relativement à la permutation des particules 
au cours de laquelle e, —+ e:, e: + €,, p—> —p (p = P1 — p:). 
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16.24. Faisons d'abord une étude générale en prenant en considé- 
ration le spin du nucléon. Admettons qu'avant le choc le nucléon est 
doté d’une valeur déterminée s. — +1/2 de la projection du spin 
sur l'axe z dirigé le long de l'impulsion du pion incident. Il est évi- 
dent que selon les conditions du problème la projection du moment 
total J.., constituant une intégrale de mouvement, vaut J, — s., 
car la projection du moment orbital du mouvement relatif L. sur la 
direction de l'impulsion est nulle (comparer à 3.8). Respectivement, 
à l’état final la projection du spin de la particule B vaut également 
JB... = 5, (ilest essentiel dans ce cas de choisir les événements 
de la réaction où la particule B fuit soit suivant soit contre l’impul- 
sion du pion incident, car autrement dans l'état final L: 0). 
Bref, Jp.. = s,. Ilest clair qu'en passant au système de repos de la 
particule B (la vitesse du système étant dirigée suivant l’axe :) la 
valeur JA . de la projection de son spin se conserve. Donc, dans le 
système de repos la particule sera caractérisée par la valeur J5 . — 
— $, de la projection de son spin. 

Dans la désintégration B — 7N la dépendance spin-angulaire de 
la f.o. du système 7N se détermine de façon univoque par les condi- 
tions suivantes : le moment du système vaut JB, la projection du 
moment est s, et la parité du système est égale à la parité Pn de 
la particule B. Les fonctions correspondantes Popli. _-,. ont été 
obtenues dans 5.41 et 5.42, la valeur concrète de ! — Jp + 1/2 se 
définissant en vertu de la conservation de la parité dans la désinté- 
gration: Pp = P:Pn (—1)! = — (—1)'. La distribution angulaire 
des produits de désintégration: dw — lip ie, dQ. Si le nucléon 
initial n’était pas polarisé, cette expression doit être centrée en s., 
de sorte qu'elle prend la forme 


dw 1 , ; 
70 = 5 (Pnttele + Frs, 12/7}. 


Pour J3 > 1 il est naturel de négliger le spin du nucléon et de 
considérer la désintégration B — xN comme une fission en deux 
particules sans spin. Alors Js doit être considéré comme entier 
(c'est-à-dire on remplace JB par Jp + 1/2), tandis que Jp, = 0 
est substitué à Jp. = s, = +1/2. La distribution angulaire des 
produits de désintégration prend alors dans cette approximation la 
forme 


d 2J 1 2 
Rs Yo o(n)le = BE |Py, (cos 8)f°. (1) 


En portant dans (1) a ES connue des poly- 
nômes de Legendre 


"2 sin{(1+1/2)0+x/4 
Pi(cos0) & J/ 2 EL 1/4] 
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et en y remplaçant le facteur en oscillation rapide sin*{(J5+1/2)8+ 
+ x/4] par sa valeur moyenne égale à 1/2, on obtient la distribution 


cherchée : 
Rae (|dw=1). 


16.25. Adjoignons l'indice à aux particules d'état initial et f à 
celles d’état final, de sorte que 


Qus = Vas/2 + Tai s: (1) 


De la loi de conservation de la charge il s'ensuit à 2 Qs = D Q, 


tandis que de la loi de conservation du spin isotopique (plus pré- 
cisément, de sa projection 7,) s'ensuit D Ts ; = > Ts, y. Ceci pris en 
Er p 


compte, on tire sans peine de la relation (1) > Y, — 2Yr ce qui 
î 


signifie la conservation de l’hypercharge. 
16.26. L'opérateur cherché dans l’isoespace s'exprime au moyen 
d'opérateurs suivants: l’opérateur unité 1, les opérateurs composan- 


& A A & 
tes d’isospin nucléique 7, et pionique t,. Vu que les opérateurs tv, t 
sont des opérateurs vectoriels dans l’isoespace, tandis que l'opéra- 
teur cherché doit être un scalaire, écrivons d’abord toutes les combi- 
naisons scalaires des opérateurs mentionnés plus haut: 


1, 2, Ce), à, (2, (D, Gt, … (1) 


Les opérateurs T2 = 4/2 (1 + 4/2) = 3/4, t? — 2 sont multiples 
de l'opérateur unitaire, car ils (comme d’ailleurs leurs puissances) 
doublent l'opérateur 1 et l’on peut ne pas les étudier séparément. 


A A 
Ensuite, on remarque sans peine que les v.p. de l’opérateur tt sont 
y 


— 41 (dans l'état à T = 1/2), 


1/2 (dans l'état à T —3/2), (2) 


v.p. (rt) = | 
où 7 est la valeur de l’isospin total du système x7N (comparer à 


3.34). Vu que l'opérateur (xt) n’a que deux v.p. différentes, selon 
1.27, on a 


(rt)? = 1/2(1—tt), 


de sorte que (xt)" pour r > 2 s'exprime linéairement au moyen de 1 
et tt. 
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Ainsi, de tous les opérateurs isoscalaires (1), au moyen desquels 
doit s'exprimer l'opérateur cherché, ne sont linéairement indépen- 


dants que 1 et tt, de sorte que 
Ü=V,+V, (rt), (3) 


où ÿ.. , sont les opérateurs de l’espace de configuration, indépendants 
des variables d'isospin. 


Ayant en vue (2) et (3), on trouve sans peine les opérateurs Ü(T) 
de l'interaction pion-nucléon d'états à valeurs déterminées de T — 
= 4/2, 3/2 de l’isospin total: 


Ü(T=A2)= VV, Ü(T=-32=Vi+ Ve 


et on arrive à exprimer l'opérateur (3) en fonction de Ü( T): 


D = U(T= SE (T=3/2) LIEU OT = 3) (té). 


16.27. Le problème se résout suivant le modèle précédent. La 


différence de forme se manifeste dans ce que l'opérateur (tit.) (ti. 
étant les opérateurs d’isospin des 1-er et 2-ème pions) présente 
maintenant trois v.p. différentes: 


1 (dans l’état à T =—2), 
v.P. ii | — 1 (dans l’état à T =1), 
— 2 (dans l'état à T —0), 


de sorte que les opérateurs indépendants sont 1, tit. (t,t.)° (avec 


(tt.) = 2 + (tite) — 2 (tit.)°). Respectivement l'opérateur cherché 
de l'interaction xx prend dans l’isoespace la forme 


Ü = ÿ, + A (Et) + Vs (tit). 


Les opérateurs d'interaction des pions en états à valeur détermi- 
née d'isospin sont: 


Ü(T—=0)—V,—2V,+4V,, Ü(T—=1)=V,—V,+ V:, 
Ü(T—-2)=V,+V,+V.. 
Finalement Ü =1,3 [ —Ü(T = 0) + SÛ(T = 1) + Ü(T — 2)] — 
— 4/2 [Ü(T = 1) —Ù(T = 2)] (tits) + 1/6 [AÜ(T = 0) —SÜ(T = 1)+ 
DE U(T = 2)] (tit)? 


46—-01572 
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16.28. Ayant en vue que l'opérateur charge du pion est lié à 


l'opérateur de sa composante {., d'isospin par la relation Qn = et. 
(e >> 0), on saisit aussitôt que l’opérateur cherché de l'interaction 
coulombienne de deux pions est de la forme 


ge e? 2 rt 
Ro eesr tt. 

16.29. Compte tenu de la liaison d’opérateurs charge du pion et 
du nucléon avec les opérateurs de leurs composantes t, d’isospin 


(e > 0): 
qx = (1+ 27.) Qa = els, 


il n’est pas difficile de voir que l'opérateur cherché est de la forme 


A 


e2 | A a 
Voou == 7 (+ 2ts) ts. 


16.30. Etant donné que pour un système à deux pions la permuta- 
tion des coordonnées des pions est équivalente à leur réflexion par 
rapport au centre de masse, la symétrie de la fonction d'onde 
coordonnée d'état à valeur donnée du moment de mouvement relatif 
L (égal au moment total J — L) coïncide avec sa parité (—1)£. La 
f.o. de deux pions, deux bosons identiques, doit être symétrique 
par rapport à la permutation de leurs variables: coordonnées et 
variables isotopiques. Aussi en état à L donné la partie d'isospin 
de la f.o. des pions doit-elle être symétrique pour les valeurs paires 
de L et antisymétrique pour les valeurs impaires de Z. 

Compte tenu de la valeur d’isospin du pion 7 = 1 et de l’analo- 
gie formelle des propriétés du moment et de l’isospin (y compris les 
règles d’addition d’isospins), on conclut, en s’appuyant sur le ré- 
sultat du problème 3.39, que la partie d’isospin au système de deux 
pions relativement à leur permutation est symétrique au cas d'iso- 
spin total T7 = 0; 2 et antisymétrique pour T = 1. Respectivement, 
en états à L pairs ne sont possibles que les valeurs T = 0; 2, et à 
L impairs T = 1. 

16.31. Ayant en vue l’analogie des propriétés du moment et de 
l’isospin et compte tenu de ia symétrie de la partie d’isospin de la 
fonction d'onde du système à deux pions composé de deux mésons 
n°, on conclut, en se pasant sur le résultat du problème 3.39, que 
l’isospin total de deux x° ne peut prendre que deux valeurs: T = 0 
et T = 2 (la f.o. d'état à T = 1 est antisymétrique relativement à 
la permutation des variables d’isospin des pions), de sorte que 


T= 2 T(T+1)w(T)= 6w(T —2). (1) 
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D'autre part, en s'appuyant sur le résultat du problème 3.37, il 
vient 


TE 2x (ta 1) +2 (0) (EP) = 4 (2) 


De (1) et (2) il s'ensuit: w (T = 2) = 2/3, w (T = 0) = 1/3. 
16.32. Dans les états considérés du système 7N les composantes 
t, d’isospin du nucléon et du pion possèdent des valeurs déterminées 
(rappelons: (ts)p = 1/2, (ts)n = —1/2, (ts)+ = 1, (ts) = 0 
(ts),- = —1). Aussi compte tenu de l’analogie formelle des proprié- 


tés du moment et de l’isospin, ainsi que du résultat du problème 
3.37, il vient 


TE = éxix + 1) + tata + 1) + 2tsalts)n = 
= 11/4 + 2(ts)afts)ne (4) 


D'autre part, pour le système sN il n'existe que deux valeurs 
d’isospin total: 7 = 1/2 et T — 3/2. En notant par w (1/2) la pro- 
babilité de la valeur T — 1/2 dans les états considérés (w (3/2) = 
= 4 — w (1/2)), il vient 


T2 = D T(T+1)w(T) = 15/4 —3w (1/2). (2) 


En se servant de (1) et (2), on obtient sans peine: 

a) pour les systèmes x*p et nn: T* = 15/4, w (3/2) = 1 (résul- 
tat à fortiori manifeste); … 

b) pour les systèmes n*'n et n-p: T° — 7/4, w (1/2) = 2/3, 
w (3/2) = 1/3; …. 

c) pour les systèmes x°p et n°n: T° = 11/4, w (1/2) = 1/3, 
w (3/2) = 2/3. 

16.33. Le problème peut être résolu de différentes façons. Par 
exemple, en tenant compte de l’analogie des propriétés du moment et 
de l’isospin, on peut se servir des coefficients de Clebsch-Gordan. 
Pour le cas d’addition de deux moments identiques en un moment 
résultant nul, on les a obtenus dans 3.46. Appliqué au problème 
considéré, le résultat du problème 3.46 donne 


Pro (27) = 7 {bi (1) da (2) — ve (1) ro (2) + a (1) a (2)}. (0 


Wr=o (2x) est ici la f.o. d’isospin d'état de deux pions à 7 = 0: 
Ÿ#, (1, 2), les f.o. d’isospin de pions séparés à valeur déterminée de la 
composante f, d’isospin (t4 = 1, 0, —1). 

Les probabilités de désintégration de f° en états de charge diffé- 
rents du système à deux pions (x*r- et 2x°) sont proportionnelles 
aux probabilités de présence des pions en ces états pour 7 = 0 (en 
vertu de la conservation d’isospin dans la désintégration). Selon (1) 


6% 
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la probabilité d'état de charge de deux pions n° vaut wr…. (2n°) = 
= (1/V 3}? = 1/3 (rappelons qu’au méson 1° correspond la f.o. d’iso- 
spin du pion à fs = 0), respectivement wr-, (n*n-) — 2/3, de 
sorte que 

w ([° + ntx-) 

uw (F0 + 27°) = 2e (2) 


Donnons encore deux modes de solution. 

1) Considérons la désintégration d’un certain nombre W de parti- 
cules f°. Après leur désintégration il se forme Vw(f —+ tx) mé- 
sons r*, le même nombre de mésons x et 2MVw(f° —+ 2n°) mésons n° 
(dans la désintégration f° —+ 2n° il se forme du même coup deux x°). 
Il est clair que le système de base composé de f° est isotopiquement 
symétrique (vu que Ty = 0). L'état final comprenant les pions de 
désintégration doit être également isotopiquement symétrique. Cette 
symétrie doit aboutir à un nombre égal de pions en états de charge 
différents n*', n°, n-, ce qui conduit immédiatement à la relation (2) 
établie plus haut. 

La solution donnée est très explicite du point de vue physique. 
On peut la généraliser également aux cas de désintégrations et de 
réactions plus complexes (voir, par exemple, 16.35). 

2) Profitons du résultat du problème 1.48, selon lequel 
FA(B)? = 1Ÿ,(4)/F (les notations sont celles du problème 1.48). 


Identifions à À les opérateurs composantes #1:2) d’isospin de deux 
pions et à À les opérateurs carré d’isospin total des pions T° et de sa 
composante T;. La relation mentionnée prend alors la forme 


|Frr, (ts, ts”) |? — En 1: WT, T 3) [*. (3) 


En posant dans (3) T = 0,1," = 1; = 0, récrivons cette rela- 
tion sous la forme w7_,(2n°) = wox(T = 0) = 1/3, où on a tenu 
compte de la valeur de probabilité d’isospin total T = 0 du système 
de deux pions x°, obtenue dans 16.31. 

En accord avec ce qui a été dit antérieurement, la valeur trouvée 
de wr-o(27°) = 1/3 aboutit à la relation (2). Ce dernier procédé se 
fonde donc sur la possibilité de calcul dans nombre de cas des coeffi- 
cients de Clebsch-Gordan (plus précisément, de leurs carrés) en se 
servant de la relation (3:. 

16.34. La partie d'’isospin de la f.o. d'état de trois pions à 
T(3x) = 0 s'obtient sans peine si l’on tient compte des faits sui- 
vants : 

4) l’analogie formelle des propriétés du moment et de l’isospin ; 

2) la possibilité de décrire l’état isotopique d’un pion séparé à 
t. — 1 en se servant du vecteur q dans l’espace isotopique (la liaison 
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de la représentation vectorielle avec la représentation f, habituelle- 
ment utilisée est alors identique à celle du cas de moment, voir 3.67; 
ainsi, le pion d'état de charge n°, c’est-à-dire à £, = 0, se décrit 
dans l’isoespace par le vecteur @.. aux composantes @,, = (0, 0, 1)); 

3) la f.o. d'état à isospin 7 = 0 est un scalaire (ou un pseudo- 
scalaire) de l’espace isotopique; 

&) des trois vecteurs w, décrivant les états d’isospin de pions par- 
ticuliers, on ne peut construire qu’une seule f.o. d’isospin scalaire 
(plutôt pseudo-scalaire) d’un système à trois pions: 


Vreo (37) = 1 [PrPal = EiriPriPen Par. (4) 


La f.o. d’isospin trouvée correspondant à la valeur T(3x ) = 0 
est manifestement antisymétrique par rapport à la permutation des 
variables d’isospin de deux pions quelconques. 

Vu que la f.o. d’isospin d’un système de trois x° est manifeste- 
ment symétrique par rapport à leur permutation, la f.o. antisymé- 
trique (1) ne comporte pas de terme répondant aux trois pions d'état 
de charge n°, démontrant ainsi l'impossibilité de la désintégration 
mentionnée dans les conditions du problème. 

16.35. Les désintégrations A**, A- s'effectuent suivant la même 
voie: A**—+> np, A-— x-n, tandis que les désintégrations 4*, 
A° suivant deux voies. C’est ainsi que 
nn, 


(1) 


Pour obtenir les probabilités relatives de désintégration A* sui- 
vant ces voies il faut tenir compte qu'en vertu de la conservation 
d’isospin le système nN en désintégration se trouve en état isotopi- 
que avec T = 3/2, T; = 1/2, et sa f.o. d’isospin peut être représen- 
tée sous la forme 


Free, Ta112 = CV a (7) V-se (N) + CoV'o (5) V2 (N), 


où 7, (x (N)) sont des f.o. d’isospin normées du pion (du nucléon) 
en état à valeur déterminée de la composante t, d'’isospin. Aux états 
de charge de pions x*, n°, x - correspondent les valeurs t, = 1, 0, —1; 
pour le proton et le neutron ft; — 1/2, —1/2. Les grandeurs |C;f 
et |C:l* définissent les probabilités des divers états de charge (res- 
pectivement de x*n et n°p) du système pion-nucléon, et, par suite, 
les probabilités de désintégration A* suivant les voies (1). 
Compte tenu de l’analogie des propriétés du moment et de l’iso- 
spin, on note que C,., représentent en fait les coefficients corres- 
pondants de Clebsch-Gordan, et leurs valeurs peuvent être facilement 
obtenues suivant les formules connues de ces coefficients. On four- 


At — 
xp. 
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nira, cependant, deux procédés de calcul de |C,.|* qui n'’exigent 
pas la connaissance de ces coefficients. 
4-ier procédé se base sur l'utilisation de l'égalité 


wrr, (ts, ts) = |Wrr, (8, 9) = [Pin yo (7, Ts)? = 
= Wu 12 (T, T 3) (2) 


(voir (16.33)) selon laquelle la probabilité d’un état de charge défini 
par les nombres quantiques f;"”, t.*’ à l’état du système aux valeurs 
données T'et T; = t;" + ee” est égale à la probabilité de la valeur 
totale d’isospin 7 à l'état’ du système caractérisé par les nombres 
quantiques t,', t.* (en ce sens l'égalité (2) peut être appelée « rela- 
tion de réciprocité »). Pour le système 7N envisagé les valeurs du 
second membre de (2) ont été obtenues pour les divers états de charge 
dans 16.32. Ceci pris en compte, on obtient sans peine [C,|° = 
= Wr-sgp(ntn) = Warm(T = 3/2) = 1/3, etc., de sorte que 


w(A*—nn) _ w (A9 —+ n7p) 3 
An) — = (9) 


2-me procédé s'appuie sur des considérations physiques évidentes. 
Ecrivons les voies possibles de désintégration de divers états de char- 
ge de la particule À en indiquant leur probabilité relative (w, + 


+ w, = 


Attntp, Ann, 


a [T LATE a | 31 P, Li, (4) 
wp. L,, nn, w,. 


En écrivant (4), on a tenu compte du fait que les probabilités de 
deux désintégrations, dont l’une est la réflexion dans le miroir de 
l’autre dans l’isoespace, sont égales (dans cette réflexion toutes les 
particules de la réaction possédant certaines composantes f, d’iso- 
spin sont remplacées par des particules correspondantes de l’iso- 
multiplet avec valeur opposée de £.); c'est ainsi que w (A* — n°n) = 
= w (A° —+ n-p). 

Examinons un faisceau de particules À isotopiquement non pola- 
risé où tous les états de charge de A sont en nombre égal W,. Parmi 
les produits de désintégration, pions et nucléons, les divers états de 
charge des pions sont en nombres suivants: M(x') = N(n-) — 
= N,(41 + w,), N(n°) = 2N,ws = 2N,(1 — w,). Sur la base de 
considérations physiques il s’avère évident que le faisceau de pions 
de désintégration dans l’isoespace est de même non polarisé, de sorte 
que les différents états de charge du pion y sont représentés de façon 
identique: V(x*) = N(n°) = N(n-). Cette condition donne w, — 
= 1/3 et aboutit à la relation (3) établie plus haut par un autre pro- 
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cédé. Notons que dans ce cas le faisceau de nucléons de désintégra- 
tion est aussi non polarisé, c'est-à-dire V(p) = W(n). 

16.36. Le problème se résout de façon analogue au précédent. 
Donnons la réponse: 


DSP nan) = AN Ep 5S 
w(N**— np)  w(N*t— on) 


16.37. Puisque T; = 0, T1 = 1, les états finals des deux réac- 
tions constituent divers états d’isospin d’un même système physique 
(pion + deutéron) à isospin 7 = 1, ne différant que par la composan- 
te 7, de l’isospin. En vertu de la conservation d'’isospin les réactions 
considérées ne s’observent que dans les états du système nucléon- 
nucléon initial d’isospin T = 1. Dans la réaction pp — dn* les 
deux nucléons se trouvent justement dans l’état isotopique requis à 
T = 1 (et T; = 1), tandis que dans la réaction pn —+ dx° l’état re- 
quis de deux nucléons à T = 1 (et T; = 0) est évidemment repre- 
senté avec la probabilité 1/2 (avec la même probabilité 1/2 est repré- 
senté l’état à T = 0, T, = 0). 

Suivant les conditions de sélection des sections do les deux réac- 
tions sont absolument identiques sous l’angle de degrés de liberté de 
coordonnées et de spin; en vertu d’invariance isotopique le rapport 
de leurs sections est égal au rapport des probabilités d’état isotopique 
requis avec 7 = 1 dans les états initiaux, c’est-à-dire à deux, ce 
qu'il fallait démontrer. 

16.38. Vu que T4 = 0, le deutéron joue dans les réactions consi- 
dérées, sous l'angle d’isospin, le rôle de « cataliseur » au cours du 
processus de « dissociation » du proton p en nucléon et pion: 


p—N(T—=1/2)+n(T = 1). 


Au stade initial du processus T = 1/2, T,; — 1/2, et en vertu de 
la conservation d’isospin le système pion-nucléon possède les mêmes 
valeurs 7 et 7, à l’état final. D’après la condition de sélection des 
sections do les deux réactions sont absolument identiques en ce qui 
concerne les degrés de liberté de coordonnées et de spin, de sorte 
qu'en vertu de l’invariance isotopique le rapport de leurs sections 
est égal au rapport des « poids » d'états de charge nn‘ et pxr° du 
système pion-nucléon en état avec T = 1/2 et T, = 1/2. Ce dernier 
rapport vaut 2, ce qui démontre l’assertion du problème (comparer à 
la solution des problèmes 16.35 et 16.36). 

16.39. Notons par do(l), do(Il), do(Ill) les sections diffé- 
rentielles des réactions considérées. 

Les réactions (II) et (III) représentent deux voies de la réaction 
unique (relativement à l’isospin) x-p — 7rN différant par les états 
de charge divers du système pion-nucléon en état final dont l’iso- 
spin, d’après les conditions du problème, vaut T7 = 3/2. Confrontons 
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(do(Il) + do(Ill)) à do(I). D'après la condition de sélection des 
sections do les réactions étudiées sont absolument identiques au 
sens de degrés de liberté de coordonnées et de spin, et en vertu de 
l'invariance isotopique (compte tenu du rôle supposé dominant d'états 
avec 7 = 3/2 dans l'interaction xN) le rapport des sections (do(II)+ 
+ do(Ill)): do(i) est égal au rapport des « poids » d’état isotopi- 
que requis avec 7 = 3/2 en états initiaux x-p et n'p du système 
pion-nucléon. Les « poids » mentionnés valent : 4 au cas du système 
np et 1/3 au cas du système n7-p (comparer à 16.35), de sorte que 


(do(Il) + do(Ill)): do(I) = 1: 3. (1) 


Cherchons le rapport do(Il): do(Ill). Il est égal au rapport des 
« poids » d'états de charge n°n et n-p du système pion-nucléon à l’état 


avec T = 3/2 (et T; — —1/2) et vaut 2 (comparer au résultat du 
problème 16.35), c’est-à-dire 
do(Il) : do(Ill) = 2:1. (2) 


De (1) et (2) on déduit la relation cherchée : 
do(1) : do(Il): do(IIl) = 9:2:1. 


16.40. En vertu de la symétrie de charge les probabilités de 
transition, les sections différentielles, etc., de deux processus liés 
l’un à l’autre par les substitutions p—n, n—p,nr'—7", nr — 
— nt, n° — 1° sont égales (dans l’isoespace ces deux processus cons- 
tituent des réflexions dans le miroir de chacun d’eux relativement 
au plan perpendiculaire à l’axe T.). 

La relation entre les sections différentielles se basant sur la sy- 
métrie de charge des processus étudiés semble évidente. Soulignons 
seulement le fait suivant : les remplacements de particules indiqués 
plus haut par leurs correspondants isotopiques doivent naturelle- 
ment s'effectuer aux deux stades du processus, initial et final. Appli- 
qué aux réactions considérées, cela signifie que les caractéristiques 
d’impulsions et de spins du proton et du neutron aux états initiaux 
de deux réactions doivent être mutuellement remplacées. 
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1. Oscillateur harmonique linéaire 


La solution de l’é.Sch. pour un oscillateur linéaire 
kz? 
2 
fournit les niveaux d'énergie E, = fio(n + 1/2), n = 0, 1, 2, ..., w — 
== Yk/m, et les f.o. normées correspondantes d'états stationnaires 
_ 1 CE 1 — x?/2a7 z 

(our) re (2), 

où a = Y ä/mo, H, (z) sont les polynômes d’Hermite. 
Donnons quelques premiers polynômes d’Hermite: 
Ho(z) = 1, Hi) = 2z, H,(z) = 477 — 2. 


Va = 5 Vo + (2) EnTn (2) 


2. Fonctions sphériques 


Les fonctions sphériques YM(6, æ) sont des f.p. normées d'opérateurs 
carré du moment orbital de la particule 2 et de sa projection L: sur l’axe z: 


fer, [5 (io) | =I(+1)Y 
L sinÜ 66 ET: sin:6 dpi | dd 
a ô 
LYim — nr] Yim=mY in) 


et présentent la forme *) 
m+|m| 


Sd CIHT) C—iml)l Dim imp _ 
Yim= (—1) «y LE mn 1 Core re 
m+iml 


a (2141) G—Iml)l . img d'P: (cos 0) ; 
(— 1) i mm  GElmhisi () 2 (cos EP eine, 


où P; et Pf"! sont respectivement les polynômes de Legendre et les fonctions. 
associées de Legendre. 


.. *) Le multiplicateur de phase figurant dans la détermination des fonc- 
tions sphériques est le même que dans J’ouvrage [3]. 
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Les quelques premières fonctions sphériques sont de la forme 


Yo: 7 Messe 
Y 00 TVA Y10= À 77 050; Yo=V/ 161 (1—3cos 6), 


Der 
Yiu=FiV/ gsine +, 


Yo a1=+ V/ cos Bsin0 ei, Yo 


3. Particule dans le champ coulombien (atome hydrogénoïde) 


Les f.o. normées d'états stationnaires du s.d. dans le champ coulombien 
d'attraction U — —(æ/r) (&œ > 0) peuvent être représentées sous la forme 
Yaiim = Rai (r) Yim (6 p) (n, étant le nombre quantique radial, nr = n, + 
+ 1+1, le nombre quantique principal), où la partie radiale de la f.o. est 
exprimée par l'expression (a = #?/ma) 


r 


— INT ne (20 peer C2 
Rni= n°a3/? [Ce + D!]° - na ] Li (=) 
{L(:) sont les polynômes généralisés de Laguerre); l'énergie d'état £, = 
3 
= rs Les parties radiales de f.0. de quelques états inférieurs sont de la 
forme 
Ri0=—5% e"/@ (état fondamental 15), 
a 
De 1 di —r/2c ; 
Ro = 7 (1 7) (état 2s), 
Ra = : era (état 2p). 


2 V/6a ae 


OS OO à Co 


«1 
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